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Aula 5
Probabilidade: Distribuicoes de Discretas — Parte 2

Leitura obrigatoria:
Devore, secOes 3.4, 3.5 (hipergeometrica), 3.6
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Objetivos

Nesta parte 01 aprendemos a representar, de forma geral, o
modelo de probabilidade de uma variavel aleatoria
discreta.

Na parte 02, estudamos alguns casos particulares de variaveis
aleatorias discretas e suas distribuicdes, gue chamaremos
de familias de distribuicdes discretas. Os casos
particulares sao:

= binomial, Poisson e hipergeometrica
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Distribuicoes de Probabilidade

Distribuicoes de Distribuicoes de

Probabilidade Probabilidade
Discretas Continuas

— Binomial — Uniforme
Hipergeométrica —  Normal
Poisson — Exponencial
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Exemplo de familia de variavel aleatéria Bernoulli: Um
experimento pode ter dois resultados, S = {S,F} em que S é
um sucesso e F um fracasso.

= A variavel aleatoria de Bernoulli € definida como:
s X(S)=1eX(F)=0

= A fmp de X pode ser:
= p(1) = 0.3ep(0) = 0.7
= p(1) = 09ep(0) = 0.1

Familias e Parametros

X 0 1
px;a)|(l1-—a) «a

= De uma forma geral:
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Familias e Parametros

= A funcao massa de probabilidade (fmp) de uma v.a. X de
Bernoulli depende de uma quantidade gue assume
diferentes valores (a no exemplo anterior).

X 0 1
p(x;a) | (1-a) o

= Chamamos esta quantidade de parametro.
= O conjunto de todas as fmp gue podemos obter ao variarmos

0s valores dos parametros € chamada de familia de

distribuicdes. No exemplo acima, p(x; a) é a familia de
_/ distribuicdes de Bernoulli.
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Binomial

= A familia de distribui¢cdes binomial é bastante usada na pratica,
quando queremos contar 0 numero de sucessos em uma amostra
de tamanho fixo.

= Aplicacoes:

Uma fabrica classifica produtos como defeituosos ou aceitaveis em um
lote de 100 produtos. Qual a probabilidade de existirem menos de 10
itens defeituosos neste lote?

Uma firma em leil6es por 10 contratos ganha ou ndo ganha o contrato
referente a cada leildo. Qual é a probabilidade de a firma ganhar ao
menos 3 contratos?

6 candidatos entrevistados para vaga aceitam ou rejeitam oferta de
emprego. Qual é a probabilidade de ao menos 1 candidato aceitar a
oferta?
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Binomial

Condicoes para podermos usar a binomial:

S.

Experimento: sequéncia de n experimentos menores denominados
tentativas, onde n é estabelecido antes do experimento.

Cada tentativa pode resultar em um de dois resultados possiveis,
chamados de sucesso (S) ou fracasso (F).

As tentativas sao independentes, de forma que o resultado de
qualquer tentativa particular ndo influéncia o resultado de qualquer
outra tentativa.

A probabilidade de sucesso € constante de uma tentativa para
outra. Denominamos essa probabilidade p = P(S).

Estamos interessados no numero de Sucessos nas n tentativas!

Como calcular a funcédo massa de probabilidade de uma binomial?? Isto e,
gual é a probabilidade de exatamente x sucessos em n tentativas?
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Binomial:
técnicas de contagem

Exemplo da aula de exercicios: Selecionamos 5 espécimes
aleatoriamente em um laboratorio. Cada espécime tem 10% de
probabilidade de estar contaminado. A contaminacao entre 0s espécimes
sdo idenpendentes.

Queremos saber a probabilidade de “exatamente 2 espécimes
contaminados em 5,

= Seja S =espéecime contaminado.

= X =numero de S’s (contaminados) em n (5) espécimes na amostra.
= A probabilidade de sucesso é constante: P(S) = p =0.1

= O total de tentativas é: n=5. E cada tentativa e independente.
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Binomial:
técnicas de contagem

Exemplo da aula de exercicios:
= Queremos a probabilidade de X = 2:

= Exemplos de possibilidades com 2 contaminadas em 5: CCNNN,
CNCNN, NNCNGC,...

= Pela independéncia e probabilidade de contaminacéo constante:
cada possibilidade tem probabilidade: 0.14(0.9)3

= Qual € o n°total de possibilidades?

= Temos um conjunto de 5 espécimes para escolher, sem reposic¢do, 2 como
contaminadas: {1,2,3,4,5}. A ordem ndo é importante, pois tanto faz
selecionar a 12 e a 32 para serem contaminadas como a 3% e a 12.

= Entdo queremos determinar o n° de combinac6es de 5, selecionadas 2 a 2:
= Lembrando que:

o n n!
n2 de combinacdes denk ak = (k) = (n—k)k!
5

. Entdo: P(X = 2) = (2

) 0.12(0.9) = —-0.1(0.9)° "



Para X =n°de S’s em n tentativas ~ Bin(n, p):
n _
p(x) = P(X =x) = () p*(1 - p)"~*
parax = 0,1,2, ..., n.

Binomial: fmp

Em que:
p(x) = probabilidade de x sucessos em n tentativas.

n = numero de tentativas (tentativas independentes)

x = nlmero de “sucessos” observados
p =probabilidade de “sucesso” em cada tentativa (constante)

n ! Vd - ~
( ) = — - nimero de combinac0es de n elementos k a k.
X x!(n—x)!

Lembrando que 0!=1
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Para X =n°de S’s em n tentativas ~ Bin(n, p):
n!
p(x) =PX =x) = p*(1—p)"~*

Binomial: fmp

x!'(n—x)!

parax = 0,1,2, ..., n.

N° de formas de obtermos x sucessos Probabilidade de cada uma das formas

em amostra de tamanho n. ocorrer. Usa independéncia e p constante.
Ex:n=3,x = 2. Ex: n=3, x=2.
SNSNFouSNFNSouFNSNS PSNSNF)=P(SNFNS) =
Temos (2% = 3) possibilidades de =P(FNnSnS)=p*(1—p)!

colocar 2 sucessos em uma amostra de
tamanho 3.
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Binomial

Exercicio: Se a probabilidade de comprarmos um computador
com defeito e de 0.02, qual é a probabilidade de comprarmos 2
computadores com defeito em um lote de 10 computadores?
Suponha que os computadores foram produzidos de maneira
Independente.

Solucéo: Seja X 0 n° de computadores com defeito no lote de 10
computadores. Assim, p = 0.02, n = 10, e queremos determinar
P(X =2) =p(2) comX~bin(n = 10,p = 0.02).

10!
p(2) = 5-,0.02%0.98° = 0.0153
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"'”H Formato da Distribuicao

Binomial
O formato da distribuicéo
binomial depende dos valores p(x) n=5p=0.1
dos parametros n e p: 0.6
0.4
% 0.2 I =
I I | om | |
- n=5ep = 0.1 o A A R R R
0 1 2 3 4 5 x
P(X) n=5p=0>5
0.6
% 0.4
0.2
0 -|I|I|I|I|l
0 1 2 3 4 5 x
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Binomial: propriedades

Propriedade: Usando as defini¢cbes de média e variancia de uma
variavel aleatoria, podemos obter para X ~ Bin(n,p):

n

n! y
p=EX)= zxx! (n_x)!p"(l —p)"F=np

x=0
e

0? = E[(X - w?] = ) (x—np)*p(x) = np(1 - p)
x=0

Em qgue n = numero de tentativas (tamanho da amostra)
p = probabilidade de sucesso em cada tentativa

(1 - p) = probabilidade de fracasso em cada tentativa
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Binomial

Exercicio: Se a probabilidade de comprarmos um
computador com defeito € 0.02, entéo:

a) Qual é o numero esperado de computadores com
defeito em um lote de 10 computadores?

b) Qual é o desvio-padrdo do numero de
computadores com defeito em um lote com 10
computadores?

Solucéo: Para X~bin(n = 10,p = 0.02), temos:
E(X) =np = 10%0.02 = 0.2
o =+/np(1—p) =10 % 0.02 * 0.98 = 0.44
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Binomial

Exercicio: As linhas telefonicas em um sistema de reservas de
uma companhia aérea estdo ocupadas 40% do tempo. Suponha que
0s eventos em que as linhas estejam ocupadas em sucessivas
chamadas sejam independentes. Considere que 10 chamadas
acontecam.

a) Qual a probabilidade de, para exatamente 3 chamadas, as linhas
estarem ocupadas?

b) Qual a probabilidade de as linhas estarem ocupadas em no minimo
uma das chamadas?

¢) Qual é o numero esperado de chamadas em que as linhas estejam
ocupadas?
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Hipergeométrica

Experimento:

= “n” Itens selecionados sem reposicao de uma populacao de
tamanho N, ou seja, pega-se uma amostra de tamanho n desta
populacao.

= Cada individuo da populacéo é classificado como “Sucesso ”
ou Fracasso™.

= A populacdo possui M “Sucessos”.
X = ndimero de “Sucessos’” na amostra de tamanho n

Como calcular a funcao massa de probabilidade de uma
Hipergeometrica?? Isto €, qual é a probabilidade de x sucessos em
amostra de tamanho n selecionada sem reposi¢ao?
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-|||\H| Hipergeométrica

®

.0  ¢¢

00 .

Neste exemplo, temos: 6 Sucessos na populacéo, 4 fracassos na
populacao. Portanto, N = 10. Seleciona-se uma amostra de
tamanho 2:

Qual é a probabilidade de Qual e a probabilidade de
sortearmos 2 S em n = 2? p(2)=7??7? sortearmos 1 Sem n = 2? p(1)=7??7?

- 00 ®- -@®

Aula 5-20



Hipergeométrica

Qual é a diferenca entre uma binomial e uma hipergeometrica?
Ambas contam 0 n°® de sucessos em uma amostra....

= Como vimos, para a binomial:

= probabilidade de sucesso em cada tentativa, p, é independente dos itens
selecionados nas outras tentativas e € constante. Isto pode ser obtido
por:

= amostra com reposic¢ao a partir de populacao finita.
= amostra sem reposicéo a partir de populacéo infinita (se n < 0.1N).
= No experimento da hipergeométrica:
= amostra sem reposicao a partir de populacao finita.

Ou Seja, a probabilidade de um item da amostra depende dos itens que ja
foram sorteados e nao é constante!

Aula 5-21



.I|”H
Para X = n°de S’s em amostra de tamanho n sem reposi¢cao ~ h(n, M, N):

GG )
()

para um inteiro x tal que: max{O,n — N + M} < x < min{n, M}

Hipergeoméetrica: fmp

p(x) =

Em que:
N = tamanho da populacao n = tamanho da amostra
M = n°de sucessos na populacao x = n° de sucessos na amostra

N - M = n°de fracassos na populacéo n - x = n°de fracassos na amostra
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Para X = n°de S’s em amostra de tamanho n sem reposi¢cao ~ h(n, M, N):

() G )

Hipergeoméetrica: fmp

para um inteiro x tal que: max{O,n~ N + M} < x <min{n, M}
N° de combinacdes N° de combinacdes NP° total de formas
para obter (x) para obter (n — x) para obter amostra
sucessos em amostra fracassos em amostra de tamanho n,
de tamanho n, de tamanho n, partindo partindo de
partindo de populacéo de populagao com populacao de
com M Sucessos. N — M fracassos. tamanho N
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Para X = n°de S’s em amostra de tamanho n sem reposi¢cao ~ h(n, M, N):

GG )
()

para um inteiro x tal que; max{0,n — (N — M)} |< x </min{n, M}

Hipergeoméetrica: fmp

p(x) =

Se existirem poucos sucessos
na populacéo, este n° limita o
MAaximo de sucessos que
podemos obter na amostra. EX:
N =100,n=20,M =3.0
maior valor possivel para x € 3
e nao 20.

Se existirem poucos fracassos na
populacéo, este n° limita 0 minimo
de sucessos que podemos obter na
amostra. Ex: N=100, n=20, M=95
= N — M = 5. O menor valor
possivel para x é 15 (todos os 5

fracassos na amostra) e néo O.
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Hipergeométrica: propriedades

Propriedade: Usando a definicdo de média e variancia de

uma v.a. e a fmp da v.a. hipergeometrica, teme=<:

M , ~
Adi : Lo — € a proporgao de
= A médiade umav.a. X ~ hipergeométrica(| N P
nM sucessos na_
u=EX) =—+—— populacio. E
Al equivalente ao p da
binomial.

e 0 desvio-padrao é dado por: .
Fator de correcao
\/ M(N—-M) \/N —n de pequenas

"W N | IN=-1 \ amostras. Vejam

este termo tende a
e 53 3 0 e 0 desvio tend
— € —— 580 a proporgdo de sucessos e fracassos na e 0 desvio tende
populacéo, respectivamente. Este termo é igual ao da a0 da binomial.

o —

binomial: np(1 — p)
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Hipergeomeétrica: exercicio

Exercicio: Em um departamento existem 10
computadores diferentes. Destes, 4 tem programas
Ilegais instalados.

A equipe de informatica decide inspecionar 3
computadores aleatoriamente.

Qual a probabilidade de que 2 dos 3 computadores
Inspecionados tenham programas ilegais instalados?
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Hipergeomeétrica: exercicio

Exercicio: Solucdo. Amostragem sem reposicao.

Seja X=n° de computadores com programas ilegais em
amostra de 3 computadores selecionados.

X~hipergeométrica(N = 10,n = 3,M = 4).
Queremos determinar P(X = 2):

MG GO
G ()

A probabilidade de que 2 de 3 computadores tenham

programas ilegais instalados e de 0.3 ou seja, 30%.

p(2) =
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Poisson

Uma area de oportunidade € uma unidade continua (um
Intervalo de tempo, volume ou area) na qual podem
ocorrer mais de um evento discreto.

ex: numero de carros que passam em sinal em uma
determinada hora.

ex: O numero de arranhdes na pintura do carro.

ex: O numero de mordidas de mosquito em uma
pessoa.

ex: O nimero de vezes que o computador trava em
um dia.

ex: numero de pepitas de chocolate em cookie
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Poisson

Aplique a distribuicao de Poisson quando:

1.

Deseja-se saber a probabilidade do nimero de vezes que um
evento pode ocorrer em uma area de oportunidade.

Probabilidade de um evento ocorrer em uma area de
oportunidade € a mesma para areas de mesmo tamanho.

O numero de eventos que ocorre em uma area de
oportunidade é independente do numero de eventos que
ocorrem em outras areas de oportunidade.

A probabilidade de dois ou mais eventos acontecerem em
uma area de oportunidade se aproxima de zero a medida
que a area fica menor.

O numero medio de eventos por area é dado por A (lambda)
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Relacao entre Poisson e Binomial

Exercicio: Observa-se a esquina de uma rua pouco
movimentada. Sabemos que em média passam 2.7
carros/hora. Qual a probabilidade de passarem 4 carros

em uma hora?
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Relacao entre Poisson e Binomial

= Exercicio: Solucdo aproximada por binomial:
= 1 hora =60 minutos.

= Seja S="carro passa em um dado minuto". P(S) =
2.7/60 = 0.045.

= Suponha que a probabilidade de passar um carro em
um dado minuto é independente dos demais minutos.

= Seja X =n° de minutos em 60 que observamos um

calro passar.
60!
PX=4) = m0.0454(1 — 0.045)°° = 0.1517518

Mas, e se mais de um carro passar em um certo minuto?
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= Exercicio: Solucdo aproximada por binomial:
= 1 hora = 3600 segundos.

= Seja S: carro passa em um dado segundo. P(S) = 2.7/3600 =
0.00075.

= Suponha que a probabilidade de passar um carro em um dado
minuto é independente dos demais minutos.

= Seja X =n° de segundos em 3600 que observamos um carro passar.

0!
P(X = 4) = 0.00075%(1 — 0.00075)35% = (.1488635

3596! 4!

Relacao entre Poisson e Binomial

Mas e se mais de um carro passa em um certo segundo?
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Relacao entre Poisson e Binomial

= Exercicio: Solucéo aproximada por binomial:
= 1 hora =n unidades muito pequenas.

= Seja S: carro passa em um dado segundo. P(S) =
2.7 /n.

= Seja X =n° de unidades em n que observamos um carro
passar.

Qual a probabilidade de obsevarmos 4 unidades pequenas
de tempo com um carro passando em 1 hora?

| | n! A\ AN
,}grgoP(X—él)—gr(;o(n_@M!(E) (1_E>
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Relacao entre Poisson e Binomial

De uma forma geral, para qualquer n° de ocorréncias do
evento em uma certa area de oportunidade:

n! A\ A
lim P(X = x) = lim (—) (1 — —)
n—0oo n-o (n —x)!'x!'\n n

Pode-se mostrar que:

—-A1x
e A
lIimP(X =x) =

n—0oo x|

Aula 5-34



Seja X: n° de ocorréncias por area de oportunidade ~ Poisson(A):

Poisson: fmp

e )

x!

p(x) =
para x = 0,1,2,3, ...

Em que:

p(x) = probabilidade de x ocorréncias do evento na area de oportunidade.

A (parametro da distribuicdo) = numero medio de eventos por area de
oportunidade.

CUIDADO: converter unidade de parametro A para a mesma unidade da
area de oportunidade!!!!
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Poisson: propriedades

Propriedades: Podemos obter a média e a variancia de uma v.a. X ~
Poisson(\) atraves de sua aproximacéo pela Y ~bin(n, p).

= Fazendo n—o e p—0 de tal forma que E(Y) =np - 1 > 0.
Assim:

= O valor esperado da Poisson, uy, € o limite do valor esperado
da binomial:

Uy = limE(Y) = limnp = A
n—00 n—>00
= A variancia da Poisson, VV(X), € o limite da variancia da
binomial:
VX)=1limV(Y) = limnp(1—p) =A%x1=21
n—o>00 n—>00

~EX)=V(X) =4
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Relacao entre Poisson e Binomial

Exercicio: Observa-se a esquina de uma rua pouco
movimentada. Sabemos que em media passam 2.7
carros/hora. Qual a probabilidade de passarem 4 carros em

uma hora?

Seja X=n° de carros que passam em 1 hora, entdo X tem distribuicdo de
Poisson com E(X) = A = 2.7 carros/hora (assumindo que todas as

condicOes para a distribuicdo de Poisson sdo validas).
8_2'72 74

P(X =4|1=2.7) = 7 — =0.1488157

Compare este valor com as aproximacoes da binomial obtidas
anteriormente. Veja que o calculo da probabilidade usando aproximacao
de X~binom(n=3600, p=0.00075) s6 difere na quinta casa decimal.
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‘ Poisson: exercicio

. Exercicio: Suponha que 0 n° de carros que entra em um
estacionamento em um certo minuto tem distribuicao
de Poisson e, na media, 5 carros entrem um no
estacionamento por minuto.

Qual a probabilidade de 7 carros entrarem no
estacionamento em um dado minuto?
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Poisson: exercicio

Exercicio: Solucao.
= Seja X=n°de carros que entram no estacionamento por

minuto. Sabemos que X ~Poisson (/1 =5 “fm)s) .
minuto
= Queremos calcular P(X = 7):
e A)* e7>57
p(7) = - = 0.104

x! 7!

= Entao, existe uma probabilidade igual 10.4% de 7 carros
entrarem no estacionamento no proximo minuto.
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Poisson: formato

A =0.50

X

P(x)

~N oo o A WO DN -, O

0.6065
0.3033
0.0758
0.0126
0.0016
0.0002
0.0000
0.0000

P(x)

0.70

0.60 -

0.50 -

0.40 A

0.30 A

0.20 A

0.10 A

0.00

P(x = 2) = 0.0758
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Poisson: formato

= O formato da distribuicao de Poisson depende do
parametro A :

A =0.50 A =3.00

0.20

0.15

P(x)

0.05

0.00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X X
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Poisson: exercicio

Exercicio: O numero de falhas nas maquinas da
Industria téxtil seque a distribuicdo de Poisson com
uma média de 0.1 por m2.

a) Qual e a probabilidade de que haja duas falhas em 1 m? de
tecido?

b) Qual é a probabilidade de gue haja uma falha em 10 m2 de
tecido?

c) Qual é a probabilidade de que ndo haja falha em 20 m2 de
tecido?

d) Qual é a probabilidade de que haja no minimo duas falhas
em 10 m2 de tecido?

Aula 5-42



Funcoes no Excel

= Binomial
= fmp: =DISTR.BINOM(X; n; p; Falso)
= fda: =DISTR.BINOM(X; n; p; Verdadeiro)

= Hipergeométrica
= fmp: =DIST.HIPERGEOM.N(x;n;M:N;Falso)
= fda: =DIST.HIPERGEOM.N(x;n;M;N;Verdadeiro)

= Poisson

= fmp: =DISTR.POISSON(x; A; Falso)
= fda: =DISTR.POISSON(x; 4; Verdadeiro)
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Comandos em R

= Binomial
= fmp: dbinom(x, n, p)
= fda: pbinom(x, n, p, lower.tail = TRUE)
= inversa da fda: gbinom(prob, n, p, lower.tail = TRUE)

= Hipergeométrica
= fmp: dhyper(x, M, N-M, n)
= fda: phyper(x, M, N-M, n, lower.tail = TRUE)
= inversa da fda: ghyper(prob, M, N-M, n, lower.tail = TRUE)

= Poisson
= fmp: dpois(x, lambda)
= fda: ppois(x, lambda, lower.tail = TRUE)
= inversa da fda: gpois(prob, lambda, lower.tail = TRUE)
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Resumo

Nesta aula vimos as seguintes distribuicoes discretas:
= Binomial
= Hipergeométrica
= Poisson

Para cada uma destras distribuicoes, aprendemos a identificar
quando podemos usa-las; e

Uma vez identificada a distribuicdo, como calcular:
= probabilidade de eventos.
= medias e variancias das distribuicdes.
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