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Calculo de areas e Soma de Riemann

Vamos primeiro revisar os conceitos da integral de uma funcio
de uma variavel.

Podemos estimar a area sob uma curva definida por uma
funcdo f = f (x) ndo negativa e continua em [a, b] pela Soma
de Riemann:

Sp=f () Axi+f () Axo+ ...+ (cy) Ax, = Zf ) Ax;,

onde Ax; = x; — x;_1, com {Xg, X1, ..., Xo } € [a, b] exp=ae
xn = b, e ¢ € [xi_1,x].


http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_integral
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Calculo de areas e Soma de Riemann

Vamos primeiro revisar os conceitos da integral de uma funcio
de uma variavel.

Podemos estimar a area sob uma curva definida por uma
funcdo f = f (x) ndo negativa e continua em [a, b] pela Soma
de Riemann:

Sp=f () Axi+f () Axo+ ...+ (cy) Ax, = Zf ) Ax;,

onde Ax; = x; — x;_1, com {Xg, X1, ..., Xo } € [a, b] exp=ae
xn = b, e ¢ € [xi_1,x].
Se expressarmos os Ax; como uma funcio decrescente de n,

no limite n — oo a Soma de Riemann tende a area desejada:
A= |m3§S,.
n—oo

Para ver animacdes deste processo veja o artigo sobre a Integral de
Riemann na Wikipedia LINK


http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_integral

Integral Definida

Seja f = f (x) uma fun¢do continua em [a, b], sua Integral
Definida (Integral de Riemann) entre a e b é dada por:

b n
/a f(x)dx = n|.3;oZl f(ci) Ax; .

Se tal limite existe, diz-se que f & integravel em [a, b]. Esta
definicdo é mais geral que para o célculo de areas e f n3o
precisa ser positiva em [a, b], mas, caso seja, sua integral entre
a e b pode ser interpretada como a area sob a curva definida
por f.



Integral Dupla

A ideia geométrica basica de uma integral dupla é computar
um volume limitato por uma regido e uma funcio funcio

f = f(x,y). Vamos primeiramente definir uma regido de
interesse dada por um retangulo:

R={(x,y)|la<x<bec<y<d}.
Tomemos as seguintes particdes para x e y:

Py = {x0,x1, ..., X} € [a, b]

Py - {)/07}’17 "'7ym} S [C7 d] .
Definindo Ax; = x; — x;_1 € Ay; = y; — y;_1 a area do
retdngulo R é particionada em mn retangulos dados por:

R,'j = AX,‘ij .



Integral Dupla

Definindo x; € [x; — xi_1] e y; € [y; — yj—1] a quantidade

f (i, i) Ax;Ay;
representa o volume de um paralelepipedo de base retangular
Rjj e altura f (X;, ¥;). Entdo a soma de todos estes volumes

serd uma estimativa para o volume da figura limitada por
f (x,y) e a regido R:

V ~ Z Z f ()_(,',)_/,') AX,‘ij .
i=1 j=1

Esta & a soma de Riemann de f relativa a particdo de R.



Integral Dupla

Sendo A o maior entre todos Ax; e todos Ay;, quando o limite

iigno 21: 21: f (X, i) Ax;Ay;
i=1 j=

existe e é Gnico é denominado de integral dupla (segundo
Riemann) da func&o f sobre a regido R:

//R f(x,y)dydx = A||£)nOZ: Z f (%, yi) Ay;Ax; .

i=1 j=1

Neste caso dizemos que f é integravel em R.



Integral Dupla - Teorema de Fubini

Se f = f (x,y) é integravel na regido retangular
R={(x,y)|la<x<be c<y<d}entdo:

//Rf(x,y)d/\:/ab/cdf(x,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy



Integral Dupla

Para calcular integrais duplas com o uso de primitivas, é
interessante fazer a seguinte visualizacdo:

/ab/cdf(x,y)dydx—/abg(x)dx,

g(x):/ f (x.y) dy

é a integral definida de f (x,y) em relacdo a y entre y = c e
y =d.

onde



Integral Dupla - Exemplos

@ Exemplo 1:
Usando a integral dupla, encontre o volume determinado
pelo retdngulo R = {(x,y)[0<x<ae0<y<b}ea
fungdo f (x,y) = c.



Integral Dupla - Exemplos

@ Exemplo 1:
Usando a integral dupla, encontre o volume determinado
pelo retdngulo R = {(x,y)[0<x<ae0<y<b}ea
fungdo f (x,y) = c.

@ Exemplo 2:
Usando a integral dupla, encontre o volume determinado
pelo retangulo R = {(x,y)[0<x<2e 0<y<1l}eo
planoz=4—x—y.



RegiGes n3o retangulares

@ Exemplo 1:
Encontre o volume determinado pela funcio f (x,y) = xy
earegido B={(x,y)|0<x<1le 0<y<x?}.
Podemos expressar tal problema como uma integracdo no
retdngulo R = {(x,y)|0 < x <1le 0 <y <1} da seguinte

funcio:
[ xy, (x,y)eB
F(X’”—{ 0. (x.y) ¢ B

Com isso precisamos determinar a seguinte integral:

//B f(x,y) dxdy = //R F (x,y) dxdy .



RegiGes n3o retangulares

@ Exemplo 1:
Encontre o volume determinado pela funcio f (x,y) = xy
earegido B={(x,y)|0<x<1le 0<y<x?}.
Podemos expressar tal problema como uma integracdo no
retdngulo R = {(x,y)|0 < x <1le 0 <y <1} da seguinte

funcio:
[ xy, (x,y)eB
F(X’”—{ 0. (x.y) ¢ B

Com isso precisamos determinar a seguinte integral:

//B f(x,y) dxdy = //R F (x,y) dxdy .

Que pode ser expressa na forma:

1 x2
// F (x,y) dxdy = / / xydydx .
R 0o Jo



RegiGes n3o retangulares

Também é possivel inverter a ordem de integracdo, neste caso
a integral é dada por:

1,1
// F (x,y) dxdy = / / xydxdy .
R o Jyy



RegiGes n3o retangulares

Também é possivel inverter a ordem de integracdo, neste caso
a integral é dada por:

1,1
// F (x,y) dxdy = / / xydxdy .
R o Jyy

e Exemplo 2:
Determine a integral

onde R é a regido no plano xy delimitada pela reta
y = x, 0 eixo x e pela reta x = 1.



RegiGes n3o retangulares

@ Exemplo 3:
Determine a integral

onde R é a regido no plano xy delimitada pelas funcdes
f(x)=2xeg(x)=x



RegiGes n3o retangulares

@ Exemplo 3:
Determine a integral

onde R é a regido no plano xy delimitada pelas funcdes
f(x)=2xeg(x)=x

e Exemplo 4:
Usando a integral dupla, determine a area da regido R do
exemplo anterior.
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Coordenadas Polares

No sistema de coordenadas polar, um ponto é representado
por uma coordenada radial, r, e outra angular, 6.
Graficamente temos a seguinte representacio:

7
A

> X




Coordenadas Polares

Geometricamente é facil determinar a lei de transformacio de
coordenadas:

x = rcosf,
y = rsenf.

Em geral estamos interessados em leis de transformacdes de
um-a-um, neste caso as novas coordenadas tém a seguinte
variac3o:

r>0,

0<60<27m.



Mudanca de varidveis em integrais duplas

Queremos agora expressar uma integral dupla em coordenadas
cartesianas em outro sistema de coordenadas, como o polar
por exemplo. Para um caso geral, com novas coordenadas u e
v,

x =X (u,v) u :UEXJ/)a

y =Y (uv) com inversa x.y) .

tal mudanca é dada por

[ fxeyydedy = ] (v 1w v) .



Mudanca de varidveis em integrais duplas

Na expressdo anterior, B é a regido equivalente a R delimitada
pelas novas coordenas u e v, e

0X/ou Y /ou
J(u,v) = det ( OXJov DY Jov )

é o jacobiano da transformac3o.



Mudanca de varidveis em integrais duplas

Na expressdo anterior, B é a regido equivalente a R delimitada
pelas novas coordenas u e v, e

0X/ou Y /ou
J(u,v) = det ( OXJov DY Jov )

é o jacobiano da transformac3o.

e Ex. 1:
Determine a expressdo geral de uma integral dupla em um
novo sistema de coordenadas (u, v) no qual atuou uma
transformacdo linear.



Mudanca de varidveis em integrais duplas

e Ex. 2:
Usando coord. cartesianas, determine a area da regido
delimitada por x? + y? < a® com x > 0. Refaca a conta
utilizando coord. polares.



Mudanca de varidveis em integrais duplas

e Ex. 2:
Usando coord. cartesianas, determine a area da regido
delimitada por x? + y? < a® com x > 0. Refaca a conta
utilizando coord. polares.

e Ex. 3:
Na mesma regido do exemplo anterior, determine a
seguinte integral em coord. polares

//R (x — y) dxdy .



Mudanca de varidveis em integrais duplas

e Ex. 2:
Usando coord. cartesianas, determine a area da regido
delimitada por x? + y? < a® com x > 0. Refaca a conta
utilizando coord. polares.

e Ex. 3:
Na mesma regido do exemplo anterior, determine a
seguinte integral em coord. polares

//R (x — y) dxdy .
o Ex. 4

Usando coordenadas polares, determine o valor da integral

+oo )
/ e *dx.
—0oQ



Integrais Triplas

e Ex. 1
Determine o volume da regido B delimitata por
0<x<1,0<y<xel0<z<x+y.



Integrais Triplas

e Ex. 1
Determine o volume da regido B delimitata por
0<x<1,0<y<xel0<z<x+y.

o Ex. 2:
No mesmo volume, B, do exemplo anterior, determine a

integral
/// xdxdydz .
B



Integrais Triplas

e Ex. 1
Determine o volume da regido B delimitata por
0<x<1,0<y<xel0<z<x+y.

o Ex. 2:
No mesmo volume, B, do exemplo anterior, determine a
integral
/// xdxdydz .
B
e Ex. 3:

Determine o volume delimitado pelas superficies
fFx.y)=x*+3y’eg(xy)=8—x" -y~



Integrais Triplas - Massa e Centro de Massa

Um objeto com densidade p = p(x,y, z), de volume V/, tem
sua massa total dada pela integral tripla:

M:/// pdxdydz .
v

As coordenadas de seu centro de massa s3o dadas por:

I, xpdxdydz
Xe = ————

c M Y
B [, ypdxdydz
Ye = M )
B [IJ,, zpdxdydz

Zc M



Integrais Triplas - Massa e Centro de Massa

o Ex. 1:
Determine as coordenadas de centro de massa de um
cubo de aresta a com densidade p = po (1 + x/a).



Coordenadas Cilindricas

A lei de transformacio de coordenadas cartesianas
P(x,y,z) — P(r,0,z) para coordenadas cilindricas é:

x = rcosf,
y = rsenf,
V4 =Z

Com isso podemos calcular o jacobiano da transformacdo e o
elemento diferencial de volume em coordenadas cilindricas:

dxdydz = rdrdfdz



Coordenadas Cilindricas

e Ex. 1:
Usando a integral tripla em coordenadas cilindricas,
determine o volume de um cilindro de raio a e altura h.



Coordenadas Cilindricas

e Ex. 1:
Usando a integral tripla em coordenadas cilindricas,
determine o volume de um cilindro de raio a e altura h.

e Ex. 2
Encontre o volume da regido delimitada pelo disco
x2+ (y —1)* < 1 e pelo paraboléide z = x2 + 2.



Coordenadas Esféricas

A lei de transformacdo de coordenadas cartesianas
P(x,y,z) — P (r,0,y) para coordenadas esféricas é:

x = rcosfseny,
y = rsenfsenp,
z =rcosp


http://mathworld.wolfram.com/SphericalCoordinates.html

Coordenadas Esféricas

A lei de transformacdo de coordenadas cartesianas
P(x,y,z) — P (r,0,y) para coordenadas esféricas é:

x = rcosfseny,
y = rsenfsenp,
z =rcosp

Com esta nomenclatura, r = |7| = |OP| & o raio; 6 é o angulo
azimutal, dado pelo angulo da projecdo 7 no plano xy com o
eixo x, contado positivo no sentido anti-horario; e ¢ é o
angulo polar, dado pelo angulo do vetor ¥ com o eixo z.


http://mathworld.wolfram.com/SphericalCoordinates.html

Coordenadas Esféricas

A lei de transformacdo de coordenadas cartesianas
P(x,y,z) — P (r,0,y) para coordenadas esféricas é:

x = rcosfseny,
y = rsenfsenp,
z =rcosp

Com esta nomenclatura, r = |7| = |OP| & o raio; 6 é o angulo
azimutal, dado pelo angulo da projecdo 7 no plano xy com o
eixo x, contado positivo no sentido anti-horario; e ¢ é o
angulo polar, dado pelo angulo do vetor ¥ com o eixo z.

A nomenclatura das coordenadas esféricas é bastante variada.
Uma listagem pode ser encontrada clicando aqui.


http://mathworld.wolfram.com/SphericalCoordinates.html

Coordenadas Esféricas

A transformacio do elemento diferencial de volume de
coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas é dado por:

dxdydz = |J|drdOd o,

Ox/0r 0Oy/dr 0z/0r
J=det| 0x/06 O0y/00 0z/00 | .

onde

Ox/0p 0Oy/0p 0z/0p



Coordenadas Esféricas

A transformacio do elemento diferencial de volume de
coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas é dado por:

dxdydz = |J|drdOd o,

Ox/0r 0Oy/dr 0z/0r
J=det| 0x/06 O0y/00 0z/00 | .

onde

Ox/0p 0Oy/0p 0z/0p

Entdo:
dxdydz = r’senpdrdfd



Coordenadas Esféricas

e Ex. 1:
Usando a integral tripla em coordenadas esféricas,
determine o volume de uma esfera de raio a.



Coordenadas Esféricas

e Ex. 1:
Usando a integral tripla em coordenadas esféricas,
determine o volume de uma esfera de raio a.

o Ex. 2
Encontre do sélido delimitado pela esfera r =1 e o cone

p=m/3.



