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Instrugoes:

1. Leia todas as instrugoes antes de qualquer outra coisa.

2. A resolugio das questées pode ser feita com grafite. Q2

3. Faga uma prova organizada e detalhada, apresentando as respostas de Q3
forma coerente, de modo que todas as justificativas relevantes no con-

texto da disciplina devem estar presentes na solugao. Indique bem o
que vocé esta fazendo pois resultados sem explicagdo e/ou desorgani-
zados nao serao considerados.

4. Resolva cada questdo na frente e/ou verso da folha onde ela se encontra.

5. As duas tltimas folhas sio de rascunho e nio serdo corrigidas.

Questao 1. (3,0 pontos)

Seja um campo vetorial F: R2 — R2 dado por F = A+ B, onde A = Vé e \ﬁ X §| =2
Determine os possiveis valores da integral

¢;j3-df,
C

sob (qualquer) alguma curva fechada C' de sua escolha.

Solugao.
A integral a ser calculada é a seguinte

%ﬁﬁe%ﬁ¢ﬁ+¢EW?
C C C

Para qualquer funcao escalar ¢, temos:

B
/A Vo -di = ¢ (B) — ¢ (A) .

Para uma curva fechada, o ponto incial e final s30 0s mesmos, isto é, A = B portanto a integral
sob qualquer curva fechada sera:

— A—»
%wawz/“v¢dfz¢um—¢u)=u
C A



Para resolver a integral restante, podemos utilizar o teorema de Stokes no plano:

y%é-df://l%(ﬁxﬁ)%dfl,

onde R é a regido limitada pela curva C. Sabendo que o campo vetorial esté definido no plano,
seu rotacional s6 pode ser na direcao de k. Também sabemos que |V x B| = 2, entao temos
as seguintes possibilidades:

§><§:2l% ou ﬁxéz—%.

Com isso a integral de drea é dada por:

//Rﬁxé).i%dA:iz//RdA.

Podemos escolher qualquer curva, tomando um quadrado de lado a centrado na origem,

temos
// dA = a2,
R

portanto os possiveis valores da integral para a curva escolhida sdo:

%ﬁ-d?:ﬁa?
C



Questao 2. (3,5 pontos)

Determine o volume do sélido delimitado por uma casca esférica de raio 2, centrada na origem,
eoplano z=1, com z < 1.

Solucao.
O volume de interesse é dado pelo volume total da esfera de raio 2, 47(2)® /3 = 327/3,
menos o volume da calota desta mesma esfera quando cortada pelo plano z = 1. Este volume

é dado por:
2w ©m 2
V. :/ d0/ dgosemp/ der,
0 0 Tm

onde ¢, € 0 maior angulo entre o eixo z e os pontos do plano z = 1 e ry, é funcao que descreve
a parte do plano z = 1 é interna & esfera.

Podemos construir um tridngulo retangulo no plano yz com um vértice na origem, um no
ponto (0,0, 1) e outro no ponto (0, y,, 1). Neste altimo ponto y,, ¢ a coordenada do ponto que
estd na superficie da esfera e também no plano, entdo sabemos que a distancia deste ponto
até a origem é 2, sendo esta medida a hipotenusa do tridngulo. Desta forma, analisando as
medidas dos lados do triangulo, temos

1
- = on=1/3.

05 (om) = 5

A funcgdo r,, é dada pela distancia da origem aos pontos do plano, entdo temos:

r:\/x2+y2+22:\/x2+y2+1,

em coordenadas esféricas temos:
r=+/r?sen?p + 1,

resolvendo para r temos

onde 0 < p < 7/3.
Entao temos que resolver a seguinte integral:
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2T 1 57
= — |—4 — 24— = —.
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Finalmente, o volume de interesse é dado por



Questao 3. (3,5 pontos)

Seja o campo vetorial F: R? R?, dado por F =22+ yj. Determine o fluxo deste campo
através da circunferéncia de raio 2 centrada na origem das seguintes formas: (a) fazendo a inte-
gral de fluxo ¢, F-ids (2,0 pontos) e (b) utilizando o teorema da divergéncia no plano (1,5 pon-

tos).
Solugao.

(a)

Podemos parametrizar a curva dada da seguinte maneira:

A~

7 = 2cos (t)i + 2sen (t) 7 ,
com 27 >t > 0. O vetor tangente a curva é dado por:

dr N

T — = —92sen (t)%-i— 2cos (t) 7,

seu modulo é 2, entdo 7' = sen ()i + cos (t) j. O vetor normal & curva é dado pelo produto
vetorial:
n="Txk

7 = cos (t)i+sen (t)].
Também precisamos do diferencial de linha:

ds = |T|dt = 2dt

e da expressdo do campo vetorial em funcdo da parametrizacdo da curva:

— ~

F = (2cos (t))% i + 2sen (t) J
F =4cos? (t)i+ 2sen (t) ] .
O produto escalar da integral de fluxo é dado por:

F - f = 4cos® (t) + 2sen? (t)

Finalmente, podemos expressar a integral de fluxo

2
P = §1§ F - nds= / [4cos® (t) + 2sen? (¢)] 2dt .
C 0

O célculo das primitivas indica:

B sen? (t)
3

/c053 (t)dt = / (1- sen? (t)) cos (t) dt = sen (t)

/sen2 (t)dt = / B _ ‘3052(275)] df — % B sen4(2t)

$=8 [sen (t) - Sen; (t)] zﬁ +4 [; - Senft)} ZW

entao
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O =4r.

(b)
O teorema da divergéncia estabelece que

ygﬁ-ﬁds://ﬁ~ﬁdfl,
C R

onde R é a regiao encerrada pela curva C. O divergente em questao é dado por:

= 0 A.a A.a 24 A\
V~F_(zax+jay)-(xz+y])—2x+l7

e a regidao R é um circulo de raio 2 centrado na origem. Entdo, temos a seguinte integral de

area:
2 2
//ﬁ‘ﬁdA://(Q:c—i-l)dA:/ dH/ drr (2rcos () + 1) ,
R R 0 0

que foi expressa em coordenadas polares. Resolvendo a integral temos:

27 2 2 3 2 2
/ do / drr (2rcos (6) + 1) = / a6 [2”05(9) N 7“]
0 0 0 3 2 1y

2m 2
/ o [16008 () N 2] _ [1ﬁsen (9) N 20} Cdr
0 3 3 .

que é exatamente o resultado obtido pela integral de fluxo.



