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AVISO IMPORTANTE

Estes slides foram criados como
material de apoio as aulas e nao
devem ser utilizados como Gnico
material didatico. O conteado
apresentado aqui estad no capitulo 3
do livro Calculo A, Flemming &
Gongalves, 62 Ed (livro texto); ou
ainda, alternativamente, no capitulo
2 do livro Calculo, George B.
Thomas, Vol. 1, 112 Ed.
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Nocdo Intuitiva de Limite

Neste curso vamos trabalhar com fun¢des reais, f : [a, b] — R.
Se c € [a, b], o limite de f quando x tende a ¢ é um namero L
quando os valores f (x) se aproximarem de L a medida que x
tende a ¢, o que representamos por

limf(x)=1L.

X—C
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Nocdo Intuitiva de Limite

A nocdo intuitiva de limite aparece, por exemplo, se quisermos
calcular a velocidade instantanea de uma particula. Seja sua
posicdo x (t) dada por

1
x(t) = xo + vot + §at2.

A velocidade média é dada por:
. Ax  x(t) —x(t)
At b—t
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Nocdo Intuitiva de Limite

A nocdo intuitiva de limite aparece, por exemplo, se quisermos
calcular a velocidade instantanea de uma particula. Seja sua
posicdo x (t) dada por

1
x(t) = xo + vot + §at2.

A velocidade média é dada por:
_ Ax x(t) —x(t)
AT ot
Tomando, At = h, t; = t e h tdo pequeno quanto se queira,
temos a velocidade instantanea em t dada pelo limite:
. x(t+h)—x(t)
v(t) = fim h '
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Nocdo Intuitiva de Limite

A nocdo intuitiva de limite aparece, por exemplo, se quisermos
calcular a velocidade instantanea de uma particula. Seja sua
posicdo x (t) dada por

1
x(t) = xo + vot + §at2.

A velocidade média é dada por:
_ Ax x(t) —x(t)
AT ot
Tomando, At = h, t; = t e h tdo pequeno quanto se queira,
temos a velocidade instantanea em t dada pelo limite:
. x(t+h)—x(t)
v(t) = fim h '

Com isso temos:
v(t) = v + at.
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Calculo dos Limites

O limite de uma funcdo f (x) quando x — xy pode existir
mesmo que f (xg) ndo exista. Vejamos o seguinte exemplo:

Cox2—1
lim )
x%lx—]_
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Calculo dos Limites

O limite de uma funcdo f (x) quando x — xy pode existir
mesmo que f (xg) ndo exista. Vejamos o seguinte exemplo:

A funcdo n3o é definida em x = 1, no entanto seu limite
existe:
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Definicdo Formal de Limite

Seja f (x) definida em um aberto em torno de xp, exceto
talvez em xp. O limite

limf(x)=1L,

X—Xp

existe se para qualquer € > 0 existir um § > 0 tal que

0<|x—x|<d =|f(x)—L|<e.
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Quando o limite n3o existe?

A ideia intuitiva de limite determina o valor para o qual uma
funcdo f (x) tende quando x — xp. Em alguns casos, o limite
pode ndo existir, por exemplo:

e Exemplo 1:

Justifique porque o limite Iin}]f (x) ndo existe.
X—

0 se x <0
f(x):{l se x>0
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Quando o limite n3o existe?

A ideia intuitiva de limite determina o valor para o qual uma
funcdo f (x) tende quando x — xp. Em alguns casos, o limite
pode ndo existir, por exemplo:
e Exemplo 1:
Justifique porque o limite limf (x) ndo existe.

x—0
0 se x <0
f(x):{l se x>0

@ Exemplo 2:
Seja g (x) = 1/x, justifique porque, segundo a definicdo
formal, o limite Iimog (x) ndo existe.
X—r
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Quando o limite n3o existe?

A ideia intuitiva de limite determina o valor para o qual uma
funcdo f (x) tende quando x — xp. Em alguns casos, o limite
pode ndo existir, por exemplo:
e Exemplo 1:
Justifique porque o limite limf (x) ndo existe.

x—0
0 se x <0
f(x):{l se x>0

@ Exemplo 2:
Seja g (x) = 1/x, justifique porque, segundo a definicdo
formal, o limite Iimog (x) ndo existe.
X—r

e Exemplo 3:
Seja h(x) = sen(1/x), justifique porque o limite limh (x)

. x—0
nao existe.
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Ferramenta: Divisio de Polindmios

Func¢des racionais do tipo f (x) = p(x) /q(x) sdo definidas
em todos os reais, exceto nos pontos x que s3o raizes do
polinémio g (x). Para calcular os limites nesses pontos é
preciso fatorar os polindmios para remover as indeterminacdes.

e Exemplo: seja

x?+3x—4
f S
6= 32

determine as raizes do polindmio no denominador e
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Ferramenta: Divisio de Polindmios

Func¢des racionais do tipo f (x) = p(x) /q(x) sdo definidas
em todos os reais, exceto nos pontos x que s3o raizes do
polinémio g (x). Para calcular os limites nesses pontos é
preciso fatorar os polindmios para remover as indeterminacdes.

e Exemplo: seja

x?+3x—4
f S
6= 32

determine as raizes do polindmio no denominador e
determine limf (x) e limf (x).
x—1 X—2
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Ferramenta: Divisio de Polindmios

Func¢des racionais do tipo f (x) = p(x) /q(x) sdo definidas
em todos os reais, exceto nos pontos x que s3o raizes do
polinémio g (x). Para calcular os limites nesses pontos é
preciso fatorar os polindmios para remover as indeterminacdes.

e Exemplo: seja

x?+3x—4
f S
6= 32

determine as raizes do polindmio no denominador e
determine limf (x) e limf (x).
x—1 X—2

Respostas: Iimlf (x)=-5e Iin12f (x) #
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Leis do Limite

Sejam L, M, c e k nameros reais, limf (x) =L e
X—C

limg (x) = M. Temos as seguintes Leis dos Limites:
@ Limite da Soma: lim [f(x)+g(x)]=L+M

Limite da Diferenga:)l(i_r}nc [f(x)—g(x)]=L—-M
Limite do Produto:)l(ian [f(x)-g(x)]=L-M

x—c | 8(X)

2]

o

@ Limite do Quociente:lim [M} = ﬁ aqui M #0
© Multiplicacdo por constante: )I([)nc [k-f(x)]=k-L
o

Limite da poténcia: lim [f (x)]"/* = L"/s
X—C

aqui r e s sdo inteiros e L"/* deve ser um niimero real.
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Exemplo de célculo de limites

Determine os limite abaixo:

@ Exemplo:

im Vx2 +100 — 10
i :

x—0 X2
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Teorema do Confronto ou Sanduiche

Sejam as funcdes f (x), g (x) e h(x) tais que
g(x) <f(x) <h(x)

em um intervalo aberto em torno de ¢, exceto possivelmente
em x = c. Se

entdo
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Teorema do Confronto - Exemplo

Suponha que uma fun¢do genérica u(x) apresenta a seguinte
propriedade para todo x, exceto em x = 0,

1-x*<u(x)<1+x2.
Usando o teorema do confronto, determine

limu(x) .
x—0
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Teorema do Confronto - Exemplo

Suponha que uma fun¢do genérica u(x) apresenta a seguinte
propriedade para todo x, exceto em x = 0,

1-x*<u(x)<1+x2.
Usando o teorema do confronto, determine

limu(x) .
x—0

Como
lim (1 —x%) =lim (1+x?) =1
x—0 ( ) x—0 ( + ) ’
entdo o Teorema do Confronto estabelece que:

limu(x)=1.
x—0
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Limite Fundamental: limsen (x) /x
x—0

Para determinar esse limite, podemos utilizar o teorema do
confronto. A partir de uma construcdo geométrica, é possivel
mostrar que

1> () > cos (x) .
X
Dado que
liml = limcos(x) =1,
x—0 x—0
segue que
i S (x) )
i =1.

x—0 X
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limsen (x) /x — Exemplos
x—0

Determine os seguintes limites:

@ Exemplo 1:
i SEN (6x)
x—0 3X
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limsen (x) /x — Exemplos
x—0

Determine os seguintes limites:
@ Exemplo 1:

e Exemplo 2:
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Limites Laterais

Até aqui, tratamos apenas dos limites bilaterais (ou apenas
limites). Vamos agora tratar dos limites laterais.

lim f (x) = L & o Limite Bilateral
X—>X0

lim f (x) = Lp é o Limite Lateral a Direita,
x—xg

lim f (x) = Lg é o Limite Lateral a Esquerda.
X—Xg
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Definicdo de Limite Lateral

Seja f (x) definida em um aberto em torno de xp, exceto
talvez em xg.
O limite lateral a direita

lim f(x)=1L,

x—xg
existe se para qualquer € > 0 existir um ¢ > 0 tal que

X<x<xo+06 =|f(x)—Ll<e.
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Definicdo de Limite Lateral

Seja f (x) definida em um aberto em torno de xp, exceto
talvez em xg.
O limite lateral a direita

lim f(x) =L,

x—xg
existe se para qualquer € > 0 existir um ¢ > 0 tal que
X<x<xo+06 =|f(x)—Ll<e.
O limite lateral a esquerda

lim £ (x) = L

X=Xy
existe se para qualquere > 0 existir um § > 0 tal que

X—0<x<xo =|f(x)—L|<e.
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Limites Laterais

Teorema de Existéncia do Limite:
Seja f (x) uma funcdo real, xo um ndmero real, a € b nameros
tais que os intervalos

(a,Xo) e (X()?b)
estejam contidos em Dy. Entdo

Iim+f(x) = limf(x)=L< limf(x)=L

X—>Xg XXy X—X0
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Limites Laterais — Exemplo

Seja a fungdo f (x) = V4 — x2. Determine seu dominio e
imagem e faca seu grafico. Determine também, caso existam,
os seguintes limites:

lim f(x)  lim f (x)

x—2+t xX—2~

lim f(x) lim f(x)
x——27F Xx——2"

lim f(x) lim £ (x)

x—0t x—0~

O que se pode dizer sobre os limites de f (x) nos pontos 2, —2
e 07
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Limites no Infinito

O limite
limf(x)=1L,

X—00

existe se o nimero real L satisfaz a seguinte condi¢5o:

Ve>03M>0talquex>M=|f(x)—L|<ce.
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Limites no Infinito

O limite
limf(x)=1L,

X—>00
existe se o nimero real L satisfaz a seguinte condi¢5o:
Ve>03M>0talquex>M=|f(x)—L|<ce.
O limite
lim f(x)=1L,
X——00

existe se o nimero real L satisfaz a seguinte condi¢5o:

Ve>03dIN>0talquex<—-N=|f(x)—L|l<e.
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Limites no Infinito — Exemplos

Determine os limites abaixo:

1
lim (1 + —)
X—r00 X

@ Exemplo 1
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Limites no Infinito — Exemplos

Determine os limites abaixo:

1
lim (1 + —)
X—r00 X

L =2x2 4+ x+2
||m—
X—00 X2—|—2X—1

@ Exemplo 1

e Exemplo 2



Limites
00000000000000000e0000000

Limites no Infinito — Exemplos

Determine os limites abaixo:

1
lim (1 + —)
X—r00 X

L =2x2 4+ x+2
||m—
X—00 X2—|—2X—1

@ Exemplo 1

e Exemplo 2

e Exemplo 3

. X2 —4x+2
lim ————
x——0o 2x3 —1
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Limites no Infinito — Exemplos

o Exemplo 4

i 2 — h+sen(h)
b Bt cos (h)
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Limites Infinitos

Quando uma funcdo cresce indefinidamente quando x — xg
dizemos que seu valor tende a infinito. Podemos representar
tal comportamento com o seguinte limite:

XILr?(of (x) = .
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Limites Infinitos

Quando uma funcdo cresce indefinidamente quando x — xg
dizemos que seu valor tende a infinito. Podemos representar
tal comportamento com o seguinte limite:

XILr?(of (x) = .

Alguns exemplos basicos s3o:

1
lim — = o0
x—0t X
lim — = —oc0
x—0— X
1 1

lim — = lim — =@
x—0t X x—0— X
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Limites Infinitos - Exemplos

Seja a funcio

determine

lim f(x) e lim f(x)

x—1t x—1—
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Limites Infinitos - Exemplos

Seja a funcio

X
f =
() =
determine
lim f lim f
XLTJF (X) € x—|>nlq* (X)
Respostas:

xhjfj (x) =400 e xhjf—f (x) = —o0
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Assintotas

A reta y = b & uma assintota horizontal da fun¢do f (x) se:

limf(x)=5b ou lim f(x)=05b

X—00 X——00
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Assintotas

A reta y = b & uma assintota horizontal da fun¢do f (x) se:

limf(x)=5b ou lim f(x)=05b

X—00 X——00

A reta x = a é uma assintota vertical da funcdo f (x) se:

lim f (x) = £o0 ou lim f (x) = £o00

x—at X—a~
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Assintotas — Exemplo

Para as funcdes dadas abaixo, faca o grafico, determiando suas
assintotas e os pontos onde a funcdo cruza os eixos x e y:

@ Exemplo

_x+3
 x42

f(x)



Limites
00000000000000000000000e0

Continuidade

Seja uma funcgdo f (x) e ¢ € Df. Se o ponto ¢ &€ um ponto
interior de Dy, dizemos que a funcdo f (x) é continua no
ponto ¢ quando:

lim f (x) = f (c) .

X—C
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Continuidade

Seja uma funcgdo f (x) e ¢ € Df. Se o ponto ¢ &€ um ponto
interior de Dy, dizemos que a funcdo f (x) é continua no
ponto ¢ quando:

lim f (x) = f (c) .

X—C

Se o ponto ¢ é um ponto na extreminadade de Dy, dizemos
que a funcdo f (x) é continua no ponto ¢ quando:

lim f(x)=f(c) ou lim f(x)="*f(c).

x—ct X—Cc™

Neste primeiro caso, a funcdo é dita continua & direita de c e
no segundo é dita continua a esquerda de c.
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Continuidade — Exemplo

@ Exemplo
Seja a funcdo

—2 se—2<x< -1
F(x) = —x?+x se —1<x<0
X se 0<x<«1

Vx+1 se x > 1

determine seu dominio e imagem e faca seu grafico. Essa
funcio é continua nos pontos —1, 0 e 17
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Nocdo Intuitiva de Derivada

A nocdo intuitiva de derivada aparece, por exemplo, se
quisermos determinar o dngulo o que a reta tangente a uma
funcdo f (x) em um ponto x; € Df faz com a horizontal. A
reta secante que passa por (xi, f (x1)) e (x2, f (x2)) tem:

tg(a):ﬁ_i:M

X2 — X1
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Nocdo Intuitiva de Derivada

A nocdo intuitiva de derivada aparece, por exemplo, se
quisermos determinar o dngulo o que a reta tangente a uma
funcdo f (x) em um ponto x; € Df faz com a horizontal. A
reta secante que passa por (xi, f (x1)) e (x2, f (x2)) tem:
t ( ) Af f(Xg) — f(Xl)
a)=——=—"""".
g Ax Xy — X1
Tomando x, = x; + Ax, e fazendo Ax tender a zero, teremos
« da reta tangente em x; dada por:
f(x+ Ax)—f(x)

tg(a) = AILn—lo Ax '
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Nocdo Intuitiva de Derivada

A nocdo intuitiva de derivada aparece, por exemplo, se
quisermos determinar o dngulo o que a reta tangente a uma
funcdo f (x) em um ponto x; € Df faz com a horizontal. A
reta secante que passa por (xi, f (x1)) e (x2, f (x2)) tem:
. Af . f(Xg) — f(Xl)

tg(@)—a——)@_xl .
Tomando x, = x; + Ax, e fazendo Ax tender a zero, teremos
« da reta tangente em x; dada por:

. F(xa+ Ax)—f(x)
S
Generalizando para qualquer x € Dy, definimos a derivada de

uma funcdo f (x) por

A _p i

dx h—0

flx+h)—fF(x)
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Nocdo Intuitiva de Derivada - Exemplos

e Exemplo 1:
Determine o angulo que reta f (x) = 2 + x faz com a
horizontal.
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Nocdo Intuitiva de Derivada - Exemplos

e Exemplo 1:
Determine o angulo que reta f (x) = 2 + x faz com a
horizontal.

@ Exemplo 2:
Determine o angulo que reta tangente da funcdo
f (x) = x*> + 2x no ponto x = —1 faz com a horizontal.
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Nocdo Intuitiva de Derivada

Seja a posicdo de uma particula dada pela funcio:
L
x(t) = xo + vt + iaot )

Tomando o seguinte limite,

dx o x(t4h) = x(t)
@ === R0,

temos a velocidade instantanea da particula:

v(t) = v+ aot.
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Nocdo Intuitiva de Derivada

Seja a posicdo de uma particula dada pela funcio:
L
x(t) = xo + vt + iaot .

Tomando o seguinte limite,

dx o x(t4h) = x(t)
@ === R0,

temos a velocidade instantanea da particula:

v(t) = v+ aot.
De forma analoga, podemos definir a aceleracdo instantanea

dv  d’x ov(t+h) —v(t)
[ A U e S
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Quando a derivada n3o existe?

A derivada de uma funcio é definida em funcdo de um limite,
portanto se tal limite ndo existir em algum ponto do dominio
da funcdo dizemos que a funcdo nio é derivavel.
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Quando a derivada n3o existe?

A derivada de uma funcio é definida em funcdo de um limite,
portanto se tal limite ndo existir em algum ponto do dominio
da funcdo dizemos que a funcdo nio é derivavel.

@ Exemplo:
Seja f (x) = |x — 1|, mostre porque em x =1

“mf(x—i-h)—f(x)

h—0 h

3.
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Quando a derivada n3o existe?

A derivada de uma funcio é definida em funcdo de um limite,
portanto se tal limite ndo existir em algum ponto do dominio
da funcdo dizemos que a funcdo nio é derivavel.
@ Exemplo:
Seja f (x) = |x — 1|, mostre porque em x =1

“mf(x—i-h)—f(x)

h—0 h

3.

Note que f (x) é continua, mas ndo é derivavel.
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Continuidade de Funcdes Derivaveis

Vimos que uma funcdo continua ndo & necessariamente
derivavel. Contudo, pode-se provar que

Teorema
Uma funcdo derivavel é continua.
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Regras de derivacao

Sejam f, g e h funcdes derivaveis e ¢ uma constante real,
valem as seguintes regras de derivacdo:
© Produto de funcdo por constante: f (x) = ¢ - g (x),

F(x)=c-g (x)
@ Derivada da soma: f = g + h,
fl=g +H
© Derivada do produto: f =g - h
ff=g'"-h+g-H
© Derivada do quociente: f = g/h

, & -h—g-HW
fleSmpt—
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Regras de derivacdo de funcdes

@ Funcdo Constante: f (x) = ¢,
f'(x)=0
@ Funcdo Poténcia: f (x) = x", com n # 0 e racional
f'(x) = nx"*

© Funcdo Polinomial: f (x) = ag + aix + axx® + ... + a,x",
com n # 0 e natural
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Regras de derivacdo de funcdes

@ Funcdo Constante: f (x) = ¢,
f'(x)=0
@ Funcdo Poténcia: f (x) = x", com n # 0 e racional
f'(x) = nx"*

© Funcdo Polinomial: f (x) = ag + aix + axx® + ... + a,x",
com n # 0 e natural

f'(x) = a; + 2a,x + 3asx® + ... + na,x"*
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Exemplos

Determine as derivadas das funcées abaixo

@ Exemplo 1:

f(x)=x>+2x—1
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Exemplos

Determine as derivadas das funcées abaixo

@ Exemplo 1:
f(x)=x>+2x—1
@ Exemplo 2:

f(x)=(3x*+2x*) x2
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Exemplos

Determine as derivadas das funcées abaixo

@ Exemplo 1:
f(x)=x>+2x—1
@ Exemplo 2:
f(x)=(3x*+2x*) x2

@ Exemplo 3:
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Exemplos

Determine as derivadas das funcées abaixo

@ Exemplo 1:
f(x)=x>+2x—1
@ Exemplo 2:
f(x)=(3x*+2x*) x2
e Exemplo 3:

x3 — 2x?

Fl =335

Essas funcdes nio sdo derivaveis em algum ponto, se sim
onde?
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Regra da Cadeia

Sejam y = g (u) e u = f (x) funcdes derivaveis. A Regra da
Cadeia estabelece que

dy dy du

dx  du dx’
Note que a funcdo y = g (u) = g (f (x)) é uma fun¢do
composta de g com f.
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Regra da Cadeia

Sejam y = g (u) e u = f (x) funcdes derivaveis. A Regra da
Cadeia estabelece que

dy dy du

dx  du dx’

Note que a funcdo y = g (u) = g (f (x)) é uma fun¢do
composta de g com f.
A Regra da Cadeia pode ser demonstrada avaliando o seguinte
limite:

b g(f(xth)—g(f ()

dx h—0 h
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Regra da Cadeia — Exemplos

Usando a Regra da Cadeia determine a derivada das seguintes
funcdes

@ Exemplo 1:

f(x)=(x*+2x— 1)3
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Regra da Cadeia — Exemplos

Usando a Regra da Cadeia determine a derivada das seguintes
funcdes

@ Exemplo 1:

@ Exemplo 2:
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Regra da Cadeia — Exemplos

Usando a Regra da Cadeia determine a derivada das seguintes
funcdes

@ Exemplo 1:

@ Exemplo 2:

R0
e Exemplo 3:
f(x)_3x+2



Derivadas
0000000000 800000000000000000

Regra da Cadeia — Exemplos

e Exemplo 4:

0= (511)
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Regra da Cadeia — Exemplos

e Exemplo 4:

0= (511)

f(x) =5Vx2 +3

e Exemplo 5:
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Regra da Cadeia — Exemplos

e Exemplo 4:

e Exemplo 5:

e Exemplo 6:
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Derivada da funcio exponencial

A derivada da funcdo f (x) = a*, coma>0e a+# 1 é dada
pelo seguinte limite

ax+h — 3

d, .
o (@) = lim ——



Derivadas
00000000000e0000000000000000

Derivada da funcio exponencial

A derivada da funcdo f (x) = a*, coma>0e a+# 1 é dada
pelo seguinte limite

d ( x)_ ' ax+h_ax
dx T T '

Usando o seguinte limite fundamental

Cah—1
im—— =@

temos que
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Derivada da funcdo logaritmica

A derivada da funcdo f (x) = log,x com a > 0e a# 1 é dada
pelo seguinte limite

d . log, (x4 h) — log,x
o (logax) = Jim, h '

Usando o seguinte limite fundamental

1 u
lim (1 + —) =€
u—+too u

podemos mostrar que

d 1
a (lOgaX) - ;logae
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F. Exp. e Log. — Exemplos basicos

Determine as derivadas das seguinte funcdes:

@ Exemplo 1:

f(x)=2" e g(x)=logyx
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F. Exp. e Log. — Exemplos basicos

Determine as derivadas das seguinte funcdes:

@ Exemplo 1:
f(x)=2" e g(x)=logyx
e Exemplo 2:

f(x)=¢ e g(x)=Inx
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F. Exp. e Log. — Exemplos

Determine as derivadas das seguinte funcdes:

@ Exemplo 1:
f (X) _ 32x2+3x—1



Derivadas
0000000000000 e0000000000000

F. Exp. e Log. — Exemplos

Determine as derivadas das seguinte funcdes:

@ Exemplo 1:
f (X) _ 32x2+3x—1

 (x) = exp (x+1>

x—1

e Exemplo 2:
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F. Exp. e Log. — Exemplos

Determine as derivadas das seguinte funcdes:

@ Exemplo 1:
f (X) _ 32x2+3x—1

 (x) = exp (x+1>

e Exemplo 2:

x—1
e Exemplo 3:

f (x) =log, (3x* + 7x — 1)
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Derivada da func3o seno

A derivada da fungdo sen (x) é dada por:

. sen(x+ h) —sen(x)
W (senx) = /I);rr}) ; :

Usando o seguinte limite fundamental

i & (v)
u—0 u

=1,

podemos mostrar que

d (senx) = cosx

dx
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Derivada da funcdo cosseno

A derivada da funcdo cos (x) é dada por:

. cos(x+ h) —cos(x)
W (cosx) = Lm ; :

Usando o seguinte limite fundamental

. sen(u
lim (u) =1,
u—0 u
podemos mostrar que
d
— (cosx) = —senx.

dx
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Derivada das demais funcdes trigonométricas

Como as demais funcdes trigonométricas sdo definidas em
funcdo das funcdes seno e cosseno, basta usarmos as regras de
derivacdo para determinar suas derivadas. Por exemplo:

_sen (x)
cos (x)

tg (x)

Y

ent3o, usando a regra do quociente temos

d - cos’ (x) +sen’(x) 1
dxtg( ) cos? (x) cos? (x)’

atg (x) = sec? (x) .
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Derivada das demais funcdes trigonométricas

De forma analoga podemos determinar:

isec (x) =

dx
d
acotg (x) =

. cosec (x) =
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Derivada das demais funcdes trigonométricas

De forma analoga podemos determinar:

d

T SeC (x) = sec(x) - tg(x)
o8 (x) = —cosec? (x)
——cosec (x) = —cosec (x) - cotg (x)

dx
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Derivada das funcdes trigonométricas — Exemplos

Determine a derivadas das seguintes funcdes:

@ Exemplo 1:

f(x) =sen (X3 + x2)
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Derivada das funcdes trigonométricas — Exemplos

Determine a derivadas das seguintes funcdes:

@ Exemplo 1:
f(x) =sen (X3 + x2)
@ Exemplo 2:

f (x) = cos (\/ﬁ)
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Derivada das funcdes trigonométricas — Exemplos

Determine a derivadas das seguintes funcdes:

@ Exemplo 1:

f (x) =sen (x> + x*)
@ Exemplo 2:

f (x) = cos (\/ﬁ)
e Exemplo 3:

f (x) = sec(x) - sen (x*)
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Derivada de funcées hiperbdlicas

As funcdes seno e cosseno hiperbdlicas sdo definidas por:

X _ g=X

2

senh (x) = ¢

X+ e
cosh (x) = ere
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Derivada de funcées hiperbdlicas

As funcdes seno e cosseno hiperbdlicas sdo definidas por:

X _ g=X

2

senh (x) = ¢

X+ e %
cosh (x) = —————
Dadas essas definicdes, determine

d d
asenh(x) e acosh (x) .
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Derivada de funcées hiperbdlicas

As funcdes seno e cosseno hiperbdlicas sdo definidas por:

senh (x) = —— c

X+ e %
cosh (x) = —————
Dadas essas definicdes, determine

d d
asenh(x) e acosh (x) .

Respostas:

d
asenh (x) = cosh (x) e acosh (x) = senh (x)
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Derivada de Funcdo Inversa

Seja u=f(x) ev=1F"1(x). Sabemos que

u(v)=F(f(x)) =x,

entdo

du  dudv

dx  dvdx

Como isso podemos podemos determinar a derivada da funcéo

inversa v por:
dv _ (du)”
dx  \dv '
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Derivada de Funcdo Inversa

Seja u=f(x) ev=1F"1(x). Sabemos que

u(v) ="~ (f1(x) =x,

entdo
du  dudv

dx  dvdx
Como isso podemos podemos determinar a derivada da funcéo

inversa v por:
dv _ (du)”
dx  \dv '
Exemplo:

Seja u = x2, determine sua inversa e a derivada desta.
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Derivada das funcdes trigonométricas inversas

Tomando u = sen (x), com D, = [-7, 7] temos /, = [-1,1],
e podemos definir sua inversa v = u™! = arcsen (x). Entdo a

derivada de v é dada por:
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Derivada das funcdes trigonométricas inversas

Tomando u = sen (x), com D, = [-7, 7] temos /, = [-1,1],
e podemos definir sua inversa v = u™! = arcsen (x). Entdo a

derivada de v é dada por:

dv (dsen(v))_l_ 1 1

dx dv
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Derivada das funcdes trigonométricas inversas

Tomando u = sen (x), com D, = [-7, 7] temos /, = [-1,1],
e podemos definir sua inversa v = u™! = arcsen (x). Entdo a

derivada de v é dada por:

note que sen (v) = sen (arcsen (x)) = x, portanto

1

d
Zaresen (x) = N
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Derivada das funcdes trigonométricas inversas

De forma analoga podemos determinar

d 1

aarcsen (X) = ﬁ, |X| <1
1
Jarccos (x) = v x| <1
d 1
aarctg (x) = T
d arccotg (x) !
—ar x) = ———
dx & 1+ x2
1
—arcsec (x) = ———, |x|>1
I arccosec (x) L >
—arccosec(x) = —————, |x
dx Ix|vx? —1
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Derivadas de ordem superior

Com frequéncia é preciso saber a segunda ou terceira derivada
de uma func3o. Por exemplo, para determinar a forca a qual
que esta sujeita uma particula cuja posicdo em funcio do

tempo é:
=X X0~ (tt0) /1t
X(t)—§+vo(t—to)+56 ot comt >ty
Da Segunda Lei de Newton (em uma dimensdo), sabemos que
E , dv d’x
= m = m— = mn——-—
dt dt?’

portanto, calculando a derivada segunda de x (t) podemos
determinar a forca.
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Derivadas de ordem superior

Com frequéncia é preciso saber a segunda ou terceira derivada
de uma func3o. Por exemplo, para determinar a forca a qual
que esta sujeita uma particula cuja posicdo em funcio do

tempo é:
=X X0~ (tt0) /1t
X(t)—§+vo(t—to)+56 ot comt >ty
Da Segunda Lei de Newton (em uma dimensdo), sabemos que
E , dv d’x
= m = m— = mn——-—
dt dt?’

portanto, calculando a derivada segunda de x (t) podemos
determinar a forca.
Nesse caso temos

m

xge (tto)/to
2 (to)

F =

2
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Derivacao Implicita

Seja uma funcio F (x,y) = 0, diz-se que uma funcio
y = f (x) é definida implicitamente por F se

F(x,f(x))=0.
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Derivacao Implicita

Seja uma funcio F (x,y) = 0, diz-se que uma funcio
y = f (x) é definida implicitamente por F se

F(x,f(x))=0.

@ Exemplo 1:
Seja F (x,y) = x? + 2 —1=0, verifique se
y = 2(1 — x?) & definida implicitamente por F. Se sim,
determine dy/dx.



Derivadas
00000000000000000000000000e0

Derivacao Implicita

Seja uma funcio F (x,y) = 0, diz-se que uma funcio
y = f (x) é definida implicitamente por F se

F(x,f(x))=0.

@ Exemplo 1:
Seja F (x,y) = x? +4 = 1=0, verifique se
y = 2(1 — x?) & definida implicitamente por F. Se sim,
determine dy/dx.

e Exemplo 2:
Seja F(x,y) =y*>+x>—4=0, com y > 0. Determine
dy /dx implicitamente e também explicitamente.
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Diferencial

Seja uma fun¢do f = f (x), seu diferencial é dado por
df = f'dx.

Um exemplo fisicamente interessante de diferencial esta
relacionado com a massa contida numa esfera de densidade
constante py. Neste caso, a massa contida até um raio r é

dada por:
4
M=—rp,.
3 I po

Ent3o o diferencial tem a seguinte express3o:
dM = 4mpyridr .
Conhecendo esta expressdo, podemos generalizar para o caso

de uma densidade dependente do raio:

dM = 4mp (r) rdr.
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