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O propésito fundamental destes slides é servir como um guia para
as aulas. Portanto eles ndo devem ser entendidos como referéncia
de texto didatico. O assunto aqui apresentado pode ser encontrado
em detalhes nos livros indicados como bibliografia do curso
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Vetores “Geométricos’

@ No curso de VGA o conceito de vetor foi introduzido como um
segmento orientado de reta no espaco euclidiano, tendo as
seguintes propriedades:

@ Médulo ou Magnitude
© Direcido

© Sentido
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Vetores “Geométricos’

@ No curso de VGA o conceito de vetor foi introduzido como um
segmento orientado de reta no espaco euclidiano, tendo as
seguintes propriedades:

Médulo ou Magnitude

Direcdo

Sentido

© 00

@ Esses vetores tém invaridncia por translacdo e podem ser
transportados a qualquer ponto do espaco mantendo suas
propriedades.



Espacos Vetoriais
0®0000000000000000000000000

Vetores “Geométricos’

@ Em VGA, representavamos um vetor no R3 da seguinte forma:
vV=(ab,c)= a7+bj+clA<,

com a,b,c € R.

@ Em AL, podemos representar o mesmo tipo de vetor como
uma matriz linha ou coluna:

a
v=(ab,c)=| b
c
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Definicdo de Espaco Vetorial

@ Veremos que vetores sdo mais genéricos que os “vetores
geométricos’, entdo daqui em diante omitiremos as setas para
identifica-los.

@ Um espaco vetorial real é um conjunto V n&o vazio com duas
operacdes:

© Soma: VxV L v

@ Multiplicaco por escalar: R x V = V
tais que, para quaisquer vetores u, v, w € V e escalares
a, B € R as seguintes propriedade s3o satisfeitas:
(u+v)+w=u+(v+w)
u+v=v-+u
J um vetor nuloo e V, talque u+o0=u
Jum vetor —ue V, talqueu—u=o0
a(u+v)=au+av
(a+pB)u=au+ Bu
(af)u=a(Bu)

lu=u

0000000
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Exemplos de Espaco Vetorial

o Verifique que V = {i = (u1, u2) |u1, up € R} com soma dada
por
(v1, u2) + (vi, v2) = (w1 + vi, u2 + v2)

e a multiplicacdo por um escalar o € R por
a(ur, ) = (au, au)

éum EV.



Espacos Vetoriais
0000®0000000000000000000000

Exemplos de Espaco Vetorial

e Mostre que V = {u = (u1,w2) |u1, u2 € R} com soma dada
por
(ur, u2) + (vi,v2) = ((Ul +wv)?, (u2 + V2)2>

e a multiplicacdo por um escalar o € R por
a(uy, u) = (au, aup)

ndo é EV.
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Exemplos de Espaco Vetorial

a1 a2

a2 bii bio _ ann + b1 a2+ b2
ax  ax b1 boo ar + b1 ax + by

e multiplicacdo por escalar «

a a11  a12 . adyl  Qar
a1 a» Qaz] (a

o Verifique que V = {A = < 1 a2 >} com soma dada por

éum EV.
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Exemplos de Espaco Vetorial

@ Espaco R": V = {(a1,ay,...,a,)} com soma e multiplicacdo
por escalar usuais.

e Espaco Complexo C™: V = {(a1,a2,...,an),a; € C} com
soma e multiplicacdo por escalar o € C segundo as regras
usuais dos complexos.

@ Espaco dos Polinémios: sejam P, (R) os polinémios reais até
ordem n, com n > 0 e inteiro; o conjunto de todos polindbmios
com as operacdes usuais de soma de polindmios e
multiplicacdo por escalar € um EV.
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Subespacos Vetoriais

Seja V um espaco vetorial real, W C V é um subespaco de W se
QocW
Q@ Vu,veW,u+veW
Q@ VaeRYue W,aue W

Os subespacos {0} e V sdo subespacos ditos triviais de V.
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Subespacos Vetoriais

Seja V um espaco vetorial real, W C V é um subespaco de W se
QocW
Q@ Vu,veW,u+veW
Q@ VaeRYue W,aue W
Os subespacos {0} e V sdo subespacos ditos triviais de V.
Exemplos:
° Ex.1:3Verique se W ={(x,y,z) € R®|z+y =0} é subespaco
de R>.
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Subespacos Vetoriais

e Ex.2: Seja v € V = R?. Mostre que W = {av} & um
subespaco de V.
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Subespacos Vetoriais

e Ex.2: Seja v € V = R?. Mostre que W = {av} & um
subespaco de V.

@ Ex.3: Seja V = {Axx2}, onde Ajyn sdo matrizes reais. Mostre
que W = {Tax2}, onde Ty sdo matrizes triangulares
superiores é subespaco de V.
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Subespacos Vetoriais

e Ex.2: Seja v € V = R?. Mostre que W = {av} & um
subespaco de V.

@ Ex.3: Seja V = {Axx2}, onde Ajyn sdo matrizes reais. Mostre
que W = {Tax2}, onde Ty sdo matrizes triangulares
superiores é subespaco de V.

o Ex.4: Mostre que W = {Bpxn|b11 < 0} ndo & subespaco do
espaco de matrizes A,x,.
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Subespacos Vetoriais

Teorema

1) Se Wy e W, sdo subespacos de V, entdo Wy N Wo também é
subespaco de V.




Espacos Vetoriais
000000000e00000000000000000

Subespacos Vetoriais

Teorema

1) Se Wy e W, sdo subespacos de V, entdo Wy N Wo também é
subespaco de V.

| \

Teorema

2) Se Wy e Ws sdo subespacos de V, entdo

Wi+ Wo={veVlv=w +wlw € W) e wy € Wh} também é
subespaco de V.
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Subespacos Vetoriais

Teorema

1) Se Wy e W, sdo subespacos de V, entdo Wy N Wo também é
subespaco de V.

| \

Teorema

2) Se Wy e Ws sdo subespacos de V, entdo

Wi+ Wo={veVlv=w +wlw € W) e wy € Wh} também é
subespaco de V.

Teorema

| A

3) Se Wy e W, sdo subespacos de V, entdo
WinWy,={veVlve Wi eve Wy} também é subespaco de V.
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Combinacdo Linear

Definicoes

Sejam vetores v; € V e escalares «j, com i = 1...n. O vetor

n
u= g Qv
i=1

é uma combinacio linear dos vetores v;.




Espacos Vetoriais
0000000000e0000000000000000

Combinacdo Linear

Definicoes

Sejam vetores v; € V e escalares «j, com i = 1...n. O vetor

n
u= g Qv
i=1

é uma combinacio linear dos vetores v;.

Teorema

O conjunto W = {3>_]_; ajvj|lvi € V,aj € R} é um subespaco de
V.

| A
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Combinacdo Linear

Definicoes

Sejam vetores v; € V e escalares «j, com i = 1...n. O vetor

n
u= g Qv
i=1

é uma combinacio linear dos vetores v;.

Teorema

| A

O conjunto W = {3>_]_; ajvj|lvi € V,aj € R} é um subespaco de
V.

O conjunto W também é denotado por [v1, va, ..., v4] (ou
simplesmente [v;]) é chamado de subespaco gerado pelos vetores v;.
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Combinacdo Linear

@ Ex.1: Seja v um vetor n3o nulo de um espaco V. Mostre que
W = {av} & uma combina¢3o linear e um subespaco de V.
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Combinacdo Linear

@ Ex.1: Seja v um vetor n3o nulo de um espaco V. Mostre que
W = {av} & uma combina¢3o linear e um subespaco de V.

@ Ex.2: Sejam vy e v, vetores ndo nulos de um espaco V.
Mostre que W = [v1, v2] € uma combinacdo linear e um
subespaco de V.
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Combinacdo Linear

@ Ex.1: Seja v um vetor n3o nulo de um espaco V. Mostre que
W = {av} & uma combina¢3o linear e um subespaco de V.

@ Ex.2: Sejam vy e v, vetores ndo nulos de um espaco V.
Mostre que W = [v1, v2] € uma combinacdo linear e um
subespaco de V.

e Ex.3: Seja V = R3, mostre que, dados v; = (1,0,0),
v» =(0,1,0) e v3 = (1,1,0), [v1, v2] € [vi, v2, v3] geram o
mesmo subespaco de V. Mostre também que vz é CL dos
outros.
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Dependéncia Linear

Um problema usual em AL é definir um conjunto minimo de vetores
capazes de descrever todos os outros vetores de um espaco.

Definicao

Sejam v; € V, o conjunto {v;}, com i = 1...n. , & dito linearmente
independente (LI) se e somente se

n
g Qjvi =0
i=1

implica que todos a; = 0.
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Dependéncia Linear

Um problema usual em AL é definir um conjunto minimo de vetores
capazes de descrever todos os outros vetores de um espaco.

Definicao

Sejam v; € V, o conjunto {v;}, com i = 1...n. , & dito linearmente
independente (LI) se e somente se

n
g Qjvi =0
i=1

implica que todos a; = 0.

Caso algum «; # 0 o conjunto {v;} é dito linearmente dependente
(LD).
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Dependéncia Linear

o Seja V = R3, mostre que, dados v; = (1,0,0), v» = (0,1,0) e
vz = (1,1,0). Mostre que os conjuntos {vi,va}, {v1,vs},
{v2,v3} sdo Ll e o conjuto {vy, v, v3} € LD.
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Dependéncia Linear

o Seja V = R3, mostre que, dados v; = (1,0,0), v» = (0,1,0) e
vz = (1,1,0). Mostre que os conjuntos {vi,va}, {v1,vs},
{v2,v3} sdo Ll e o conjuto {vy, v, v3} € LD.

Teorema

{vi} é LD se e somente se um dos vetores for combinacdo linear
dos outros.
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Base de um EV

Definicdo

Um conjunto {v;} de vetores de V sera uma base de V se:

) {vi} e LI
i) [v] = V
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Base de um EV

Definicdo

Um conjunto {v;} de vetores de V sera uma base de V se:

) {vi} e LI
i) [v] = V

o Ex.1: Mostre que {(1,0),(0,1)} & uma base de R?.
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Base de um EV

Definicdo

Um conjunto {v;} de vetores de V sera uma base de V se:

) {vi} e LI
i) [v] = V

o Ex.1: Mostre que {(1,0),(0,1)} & uma base de R?.

@ Ex.2: Determine uma base para o espaco das matrizes reais
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Base de um EV

Teorema

Seja {vi} uma base de V, com i = 1...n. Qualquer outro conjunto
{vj} comj=1.mem>nélLD.
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Base de um EV

Teorema

Seja {vi} uma base de V, com i = 1...n. Qualquer outro conjunto
{vj} comj=1.mem>nélLD.

e Ex.: Considerando vetores do R?, mostre que para qualquer
(a,b), {(1,0),(0,1),(a, b)} & LD.
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Dimensio de um EV

Como vimos, uma base de um EV tem um ndmero invariante de
vetores, em funcio disso podemos definir a dimensido de um EV
(finitamente gerado):

Definicio

Seja {vi, va, ..., vy} uma base qualquer de V, a dimensdo de V é o
nimero de vetores da base, n.
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Dimensio de um EV

Como vimos, uma base de um EV tem um ndmero invariante de
vetores, em funcio disso podemos definir a dimensido de um EV
(finitamente gerado):

Definicio

Seja {vi, va, ..., vy} uma base qualquer de V, a dimensdo de V é o
nimero de vetores da base, n.

@ Ex.1: Determine a dimensio de R2.
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Dimensio de um EV

Como vimos, uma base de um EV tem um ndmero invariante de
vetores, em funcio disso podemos definir a dimensido de um EV
(finitamente gerado):

Definicio

Seja {vi, va, ..., vy} uma base qualquer de V, a dimensdo de V é o
nimero de vetores da base, n.

@ Ex.1: Determine a dimensio de R2.

@ Ex.2: Determine a dimensio de Ms,» (R).
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Dimensio de um EV

Teorema

Seja {v1,va, ..., v} um conjunto LI de um espaco com
dim(V) = n, com r < n. Sempre podemos introduzir ao conjunto
(n — r) vetores de forma que o novo conjunto seja uma base de V.
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Dimensio de um EV

Teorema

Seja {v1,va, ..., v} um conjunto LI de um espaco com
dim(V) = n, com r < n. Sempre podemos introduzir ao conjunto
(n — r) vetores de forma que o novo conjunto seja uma base de V.

e Ex.1: Seja o conjuto W = {(1,0,0,0),(0,1,0,0)} de vetores
do R*. Determine vetores que precisam ser adicionados ao
conjunto para que tenhamos uma base do R*.
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Dimensao da soma de Subespacos

Teorema

Sejam U e W subespacos de V, entdo dim (U) < dim(V),
dim(W) < dim(V) e

dim(U + W) = dim (U) 4+ dim (W) — dim (U N W)
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Coordenadas de uma Base

Teorema

Dada uma base {v;} de um espaco V, todo u € V pode ser
expresso como uma inica CL dessa base.

Definicio

Sejam B = {v;} uma base de um espago V e

u=aivi + aava + ... + apv, € V. O conjunto ordenado {«;} sdo
as coordenadas de u na base B, que s3o denotadas por

up —

N
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Dimensio de um EV

@ Ex.1: Determine as coordenadas de (2,3) nas bases

{(1,0),(0,1)} ¢ {(0,1),(1,0)}.
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Dimensio de um EV

@ Ex.1: Determine as coordenadas de (2,3) nas bases
{(1,0),(0,1)} ¢ {(0,1),(1,0)}.

@ Ex.2: Determine as coordenadas de (2,3) na base

{(17 2) ’ (_17 3)}
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Dimensio de um EV

@ Ex.1: Determine as coordenadas de (2,3) nas bases
{(1,0),(0,1)} ¢ {(0,1),(1,0)}.

@ Ex.2: Determine as coordenadas de (2,3) na base

{(17 2) ’ (_17 3)}

@ Ex.3: Determine as coordenadas de ( 31 32 > na base

o) (oa)(2o)(av))
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Mudanca de Base

Sejam B = {u;} e C = {w;} duas bases ordenadas de um mesmo
espaco V. Um vetor r de V pode ent3o ser expresso nas formas:

aq
I’|B:
Qn
e
B
ric = .

fn
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Mudanca de Base

Suponha que queiramos trocar as coordenadas de r da base B para
C. Expressando {uj} em termos de {w;} temos

up =  auwi+ apwy+ -+ aawy
Up = amwi + Wpitp+ -+ appwp.
Dado que
- § ajuj,
i
temos

r=aq(a1iwy + aiowo + - - a1,Wp) + a2 (a21wr + axpwa + -+ - agpwy,) + -

Qp (anl wi + appwo + - - - anan) .
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Mudanca de Base

Ent3o as coordenadas de r na base C sdo dadas por

b1 a1 a1 - am a1
rlc = : = : : : : : )

Bn din da2np -  dnn Qp
de onde definimos a matriz de mudanca de base
T
Agc = (aj) " ,

ou seja
r|C = ABCr|B .
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Mudanca de Base

Qutra maneira de expressar este resultado é:
r= g Qiuj = E Biwi,
i i

onde

uj = E ajw;,
J
entdo
r:E 04,'5 a,-jo:E E ajjo | Wy
i J J i

e finalmente temos

,Bj = Za,-ja,-.
i
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Mudanca de Base

o Ex.1:
Sejam B = {(1,0),(0,1)} e C ={(2,0),(0,1/2)} duas bases
do R2. Determine a matriz de mudanca de base de B para C
e depois de C para B.
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Mudanca de Base

o Ex.1:
Sejam B = {(1,0),(0,1)} e C ={(2,0),(0,1/2)} duas bases
do R2. Determine a matriz de mudanca de base de B para C
e depois de C para B.

o Ex.2
Sejam B ={(1,1),(0,2)} e C = {(1,0),(0,1)} duas bases
do R?. Determine a matriz de mudanca de base de B para C
e depois de C para B.
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Mudanca de Base

o Ex.1:
Sejam B = {(1,0),(0,1)} e C ={(2,0),(0,1/2)} duas bases
do R2. Determine a matriz de mudanca de base de B para C
e depois de C para B.

o Ex.2
Sejam B ={(1,1),(0,2)} e C = {(1,0),(0,1)} duas bases
do R?. Determine a matriz de mudanca de base de B para C
e depois de C para B.

Note que se A & a matriz de mudanca de uma base B para uma
base C, r|c = Ar|g, entdo a mudanca de C para B é:

I’|B :A_1r|c.
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Mudanca de Base

e Ex.3:
Mostre que a matriz

A cost)  senfl
~\ —senfl cosf
representa uma rotac3o rigida de um angulo 6 da base

candnica em R2. Encontre as coordenadas de um vetor na
base rotacionada e a matriz da transformac3o inversa.
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Definicdo de Transformacao Linear (TL)

Definicio

Sejam dois espacos vetoriais V e W, uma TL é uma funcdo
F : V — W que satisfaz as condicdes:

QO F(u+v)

= F (u) + F (v), para quaisquer u,v € V.
@ F(au) = aF (u), para quaisquer u € V e a € R.



Transformacdes Lineares
®00000000

Definicdo de Transformacao Linear (TL)

Definicio

Sejam dois espacos vetoriais V e W, uma TL é uma funcdo
F : V — W que satisfaz as condicdes:

Q@ F(u+v)=F(u)+ F(v), para quaisquer u,v € V.
@ F(au) = aF (u), para quaisquer u € V e a € R.
o Ex.1

Para quais valorde v e 8 F: R — R, tal que x — ax + 3, é
uma TL?
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Transformacdo Linear

e Ex.2
Mostre que F : R3 — R, tal que

X X
y | = (@87 vy
Z Z

é uma TL.
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Transformacdo Linear

e Ex.2
Mostre que F : R3 — R, tal que

X X
y | = (@87 v
z z
é uma TL.
o Ex.3

Mostre que F : R — R, tal que x — (ax + 3)? ndo é uma TL.
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Transformacdo Linear

e Ex.2
Mostre que F : R3 — R, tal que

x x
y | = (B9 y
z z
é uma TL.
o Ex.3
Mostre que F : R — R, tal que x — (ax + 3)? ndo é uma TL.
o Ex.4

Mostre que D : P, (R) — P, (R), tal que D (p(x)) = 2 &
uma TL.
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Propriedades de uma TL

Q@ F(o)=o

Q@ F(—v)=—-F(v)

Q@ F(vi —w)=F(v1) — F(w)
Q F(3X;aivi)=>;aiF (vi)
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Ndcleo e Imagem

Definicao
Sejam os espacos Ve W e F:V — W uma TL. O nacleo dessa
TL é dado por

N(F) = {ve V|F(v)=o} .
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Ndcleo e Imagem

Sejam os espacos Ve W e F:V — W uma TL. O nacleo dessa
TL é dado por

N(F)={veV|F(v)=o}

| A\

Definicao

Sejam os espacos Ve W e F:V — W uma TL. A imagem dessa
TL é dada por

Im (F) = {F(v)|v e V}.
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Ndcleo e Imagem

Propriedades:
© N(F) é subespaco de V.
@ Im(F) é subespaco de W.
© F & injetora se e somente se N (F) = {o}
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Ndcleo e Imagem

e Ex.1
Determine o niicleo e imagem da TL F : R? = R,
(x,y) = x+y.
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Ndcleo e Imagem

o Ex.1
Determine o niicleo e imagem da TL F : R? = R,

(x,y) = x+y.

e Ex.2
Determine o niicleo e imagem da TL F : R3 — R3,
(x,y,z) = (x,2y,0).
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Teorema Nucleo e Imagem

Teorema

Sejaa TLF:U— V com U eV de dimensdo finita, entdo

dimU = dimN (F) + dimIm (F) .
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Teorema Nucleo e Imagem

Teorema

Sejaa TLF:U— V com U eV de dimensdo finita, entdo

dimU = dimN (F) + dimIm (F) .

Pontos da demonstrac3o:
e By = {u1,...,u,} & base de N (F).
e By ={u1,...,up,v1,..., Vs } & base de U.
e B={F(w1),...,F(vs)} & base de Im (F).
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Ndcleo e Imagem

e Ex.1
Verifique o Teo. NI para as seguintes TLs:
o F:R? =R, (x,y) > x+y
o F:R®—R3 (x,y,2) — (x,2y,0)
o F:R3 = R? (x,y,2) — (ax, By,yz), com a, 3,7 # 0.
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lsomorfismo

Definicio

Isomorfismo entre dois espacos Ue V éuma TLF: U — V
bijetora.
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