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Mensagem do Autor
ao Leitor

Prezado leitor. Eis algumas perguntas e respostas que vio orientd-lo sobre este livro.
Por favor, leia.

Qual o objetivo deste livro?

O objetivo deste pequeno livro é passar para vocé informagdes bésicas e relevantes so-
bre ndmeros reais, de uma forma tdo amigével quanto possivel. Estas informagdes lhe
sd0 necessarias para enfrentar um curso inicial de Célculo Diferencial e Integral.

Serd que eu preciso estudar isso?

Que tal um teste para verificar se hd necessidade de vocé estudar a matéria que consta
do livro? Sugerimos que vocé tente resolver os exercicios suplementares, propostos no
final (veja o sumdrio de matérias), cujas respostas aparecem apds o tltimo. Depois dis-
s0, vocé decide...

Como é estruturado este livro?

Além dos exercicios suplementares citados acima, o livro apresenta um Apéndice, que
contém material opcional, e quinze pardgrafos. Em cada um deles, aparecem exemplos
ilustrando resultados, manipulagdes algébricas, etc., cada exemplo sendo em geral se-
guido de exercicios quase sempre parecidos (para ndo desanimé-lo). Os exercicios apa-
recem na medida da necessidade, e todos apresentam resposta. As respostas nao ficam
no final do livro nio. Ficam no fim de cada pardgrafo, destacadas em cinza. Um para-
grafo merece destaque, o tltimo, pela sua originalidade. Trata-se de um elenco de erros
comuns, que a experiéncia nos mostra, e que em futuras edi¢des pode aumentar. Nao € o
nosso desejo!
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O Simbolo < que aparece no texto indica uma resposta de um exemplo, ou o
término do mesmo.

Como devo proceder para aproveitar o livro (para aprender, bem
entendido!)?

Olhando a matemdtica como um jogo, vocé tem de ser um jogador ativo, e nunca um
mero espectador. Por melhor que seja o seu professor, por mais esfor¢o que o autor faca
para ser diddtico, quem tem de aprender € vocg, e isto demanda trabalho individual, que
inclui:

» Dedicacao didria fora da sala de aula, nem que seja de pouca duragdo, resol-
vendo exercicios e lendo a matéria dada e, se possivel, se ndo for sonhar de-
mais, a que serd dada.

« Atencdo em sala de aula, procurando absorver ao méximo o ensinamento do
seu professor. Deixe o minimo de dividas para depois.

Para terminar, desejo sinceramente que vocé goste do livro, da maneira como
foi escrito, e que vocé tire proveito dele, porque isto é parte principal do seu objetivo. Se
vocé tiver criticas a fazer, por favor, escreva-me, enviando sua carta para a Editora
MAKRON Books do Brasil.

Sao Paulo, 25 de novembro de 1998.

O Autor.
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Mensagem do Autor
ao Professor

Prezado Professor

A realidade brasileira do ensino da Matemdtica estd a exigir, mais do que nunca, uma
atencdo especial i parte bdsica. Assim como a maioria dos nosso colegas de profissao,
sentimos que um curso de Calculo Diferencial e Integral fica grandemente prejudicado
pela falta de conhecimento basico por parte do aluno, e as dificuldades dessa disciplina,
que ndo sio nada despreziveis, juntam-se aquelas decorrentes dessa falta de base, tor-
nando quase que impraticdvel o seu ensino.

Este livro nasceu diretamente dessa problemética. Tivemos uma grande difi-
culdade nio s6 em escolher os tépicos, mas principalmente em como abordé-los, uma
vez que, como o aluno vai receber tais conhecimentos extemporaneamente, nao pode
haver um longo dispéndio de tempo nessa parte bdsica, sob pena de prejuizo no cumpri-
mento do programa normal. Além disso, a experiéncia nos mostrou que nao se pode en-
carar o assunto como uma simples revisdo. Tendo isso em vista, procuramos dar ao
texto certas caracteristicas especiais, dada a especialidade da situagdo, entre as quais se
incluem as seguintes:

« Os resultados sdo dados na maioria das vezes em cariter de informacao,
evitando aspectos formais, que seria um desatino pedagégico a essa altura.
Em raras vezes foi feita uma demonstragdo, sempre no sentido de despertar
alguma curiosidade no leitor.

« Uso de linguagem direta e simples, coloquial mesmo, para cativar a atengao
do aluno (as vezes tal linguagem pode parecer um tanto exagerada, porém
i8so € intencional).

vt
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« Exercicios em nimero moderado, na medida das necessidades do aluno,
tendo em vista que nem aluno nem professor terdo, em geral, muito tempo
para investir nesses assuntos. No final, uma série de exercicios suplementa-
res sdo oferecidos, que pode servir como medida do aproveitamento do alu-
no. Ao aluno que deseja ter uma idéia de seus conhecimentos bdsicos,
sugerimos que tente resolver logo de inicio tais exercicios suplementares.

Para terminar, queremos pedir a valiosa cooperagdo do colega, no sentido de
apontar erros, sugerir modificagdes do material e do texto, etc., pelo que antecipada-
mente agradecemos. Desejo agradecer & Marta Paula Silva Santos, aplicada aluna da
professora Cristina B. Mekitarian de Mello, da Universidade Ibirapuera, pela indicacio
de diversas incorrec¢Ges do texto. Como sempre, tivemos o apoio da professora Mdrcia
Aparecida de Mendonca Boulos, ndo s6 no incentivo, como também na colaboragdo
efetiva na confec¢io deste livro.

Sao Paulo, 25 de novembro de 1998,

O Aufor.
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O Conjunto dos Numeros
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(C) Regras de sinal
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(B) Igualdade de fragdes
(C) Regra de sinais para fracdes
(D) Soma de fragdes
(E) Produto de fragdes
(F) Quociente de fracoes
(G) Poténcia com expoente inteiro

§1- INTRODUCA
Tudo o que vamos desenvolver neste livro estd baseado nas propriedades dos nimeros
reais. O minimo que devemos fazer, por conseguinte, € passa-las em revista. Aconselha-
mos a vocé, caro leitor, que tenha presente sempre tais propriedades, muito bem sabi-
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das, mas muito mesmo! E como se vocé fosse jogar xadrez. Para mover o cavalo, s6 se
pode fazé-lo em L. O bispo $6 anda em diagonal etc. E claro, entio, que ao jogar uma
partida de xadrez, vocé sé pode mover as pegas de acordo com as regras desse jogo. Do
mesmo modo, se vocé vai trabalhar com nimeros reais, deve fazé-lo de acordo com as
regras que regem sua manipulacdo. Existem algumas que sdo bésicas, das quais outras
sdo dedutiveis. Ndo € aqui a melhor ocasido para tratar o assunto desse modo, Quando
acharmos que € interessante deduzir alguma, nés o faremos, mas em geral elas serdo
apenas enunciadas. E bom deixar claro que ndo se pretende dar um tratamento nem
completo nem l6gico. O objetivo é fornecer, da maneira mais ficil e direta, informacées
sobre como lidar com a dlgebra dos niimeros reais. Dito isto, passemos ao trabalho.

Combinemos o seguinte:

» Quando falarmos em par ordenado (x,y) de nimeros reais, queremos dizer que es-
tamos pensando em nimeros x e y na ordem seguinte: primeiro x, depois y. A igualdade
(x,y) = (x",y") equivale as seguintes: x = x'e y = y'.

« Para afirmar que fatos sdo equivalentes, usa-se a expressdo se e somente se. Por
exemplo, no caso acima, dizemos: (x,y) = (x',y’) se e somente se x = x' e y = y'.

+ O conjunto dos nimeros reais serd indicado por R. O conjunto dos niimeros naturais,
formado pelos nimeros reais 0,1,2,3.4,..., serd indicado por IN. Na simbologia usada
para conjuntos, escreve-se

N ={0,1,2,34, ... }

O conjunto dos nimeros inteiros € formado pelos nimeros naturais acrescido
dos nimeros — 1, — 2, — 3, — 4, ... . Indica-se tal conjunto por Z:

Z={01,-1,2,-23,~-34, -4, ...}

Um nimero racional é um nimero real da forma p/q , onde p e g sio inteiros,
g # 0. O conjunto dos nimeros racionais € indicado por Q.

§2- REGRAS BASICAS (AXIOMAS DE CORPO)
“

Em R estdo definidas duas operagdes. A adi¢fio, que a cada par ordenado (a,b) de nii-
meros reais associa um dnico nimero real a + b, chamado soma de a e b, e a multiplica-
¢a0, que a cada par ordenado (g,b) de nimeros reais associa um tinico nimero real a.b,
chamado produto de a e b. Costuma-se, quando for conveniente, omitir o ponto, e escre-
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ver ab em lugar de a.b. Na soma a + b, a e b sdo referidos como parcelas, ao passo que
no produto ab, a e b sao referidos como fatores.

S6 com a nog¢io de operagdo pode-se concluir que vale a seguinte regra (a, b e
sdo nimeros reais):

c
EE Regra da Balanca. Sea = b,entdoa + c = b + c e ac = bc.

Em palavras: em uma igualdade de nimeros, sempre se pode somar ou
multiplicar uma mesma quantidade.

O nome da regra advém de interpretar a e b como pesos colocados um em cada
prato de uma balanga (de Roberval, aquela com dois pratos), os quais sendo iguais,
mantém a balanga em equilibrio. Este equilibrio é mantido se acrescentarmos, em cada
prato, um mesmo peso ¢, ou seja, a + ¢ = b + c.

As propriedades bdsicas das operagdes de adi¢do e multiplica¢do sdo dadas a
seguir.

(I) (Propriedade comutativa.) Quaisquer que sejam os nimeros reais a e b,

tem-se:

a+b=b+a ab = ba

Podemos entdo escrever 2 +35=5+2,3.4=4.3.

(II) (Propriedade associativa.) Quaisquer que sejam os niimeros reais a, b e ¢,
tem-se:

(a+b)+c=a+ (b +c) a(be) = (ab)c
Por causa disso, omitem-se os parénteses. Escreve-se, respectivamente, a + b
+ ¢ e abc. Esta propriedade se generaliza para o caso de diversos niimeros. Assim, a + b

+ ¢ + d indica qualquer dos nimeros que se obtém colocando parénteses, 0 mesmo su-
cedendo com abcd.

Exemplo 2-1
2+5)+3=2+(5+3),queseindicapor2+5+3 <
(4.9).5 = 4.(9.5), que se indica por 4.9.5. <

(IT1) (Elemento neutro.) Existem (inicos nimeros reais, indicados por O e 1,
com 0 # 1, tais que, para qualquer nimero real a , verificam

a+0=a a.l =a
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(IV) (Elemento oposto e elemento inverso.)

« Dado um nimero real a. existe um tinico nimero real indicado por — a, cha-
mado oposto de a, tal que

¢ a+(-a)=0
&
t « Dado um nimero real a # 0, existe um tinico nimero real, indicado por l e
{ a
s
5;:% também por a ~', chamado inverso de a, tal que
a. l= 1
a
Exemplo 2-2
1
3+(-3)=0 ==l
=) ¢ 3 <

?g (V) (Propriedade distributiva.) Quaisquer que sejam a, b e ¢ reais, tem-se
v alb +¢) = ab + ac (b + ¢)a=ba+ ca
Exemplo 2-3

73+6)=73+7.6; 2+6)3=23+63. <

Exercicio 2-1 Complete, usando a propriedade especificada:

(a) 23 + 31 = ... (comutativa). (b) 37.45 = ... (comutativa).

(€) 6+ (5 + 3) =... (associativa). (d) (23.54)5 = ... (associativa).
(e) 4 + 0 = ... (elemento neutro). (f) 7.1 = ... (elemento neutro).
(g) 3 +(-3)=... (elemento oposto.) (h) 411 = ... (elemento inverso).
(1) 8(3 + 5) = ... (distributiva). (j) (9 + 8)4 = ... (distributiva),

Respostas dos exercicios do § 2
2-1 (a)31+23. (b)45.37. () (6+5)+3. (d) 23(54.5). (e)4.
(£) 7. () 0. (h) 1. (1) 8.3 + 8.5. ()94 +84.
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§3- CONSEQUENCIAS DAS REGRAS BASICAS
e e s s G OO S I S R e e e

(A) Cancelamento

Vamos supor que @ + b = ¢. Se quisermos isolar a no primeiro membro, como devemos
proceder? Muito simples: pela regra da balanga, podemos somar — b a ambos os mem-
bros da igualdade, paraobtera + b+ (—b) =c+(—b). Como b+ (—-b)=0,temosa = ¢
+ (—b). Portanto:

Podemos passar uma PARCELA de um membro para outro, desde que to-
memos seu oposto.

Exemplo 3-1 Se 4+ x=10,entio x= 10+ (—4)=6. <

Costuma-se indicar @ + ( — b) por a — b. Assim, 10+ (—4) = 10— 4.

Exercicio 3-1 Resolva a equacio em x, isto é, determine o valor de x, nos casos:

(a)x+4=2. (b)x+5=9. (c)x+3=6. (d)8+x=4.

Suponhamos agora que ab = ¢, com b # 0. Se quisermos isolar a, multiplica-
mos ambos 0os membros da igualdade por 1/b, o que € permitido pela regra da balanga.
Obtemos

1
ab.— = C.l
b b

e como b.(1/b) =1, a.1 = a, o primeiro membro vale a, de modo que
1

a=c—

b

Portanto:

Podemos passar um FATOR de um membro para outro, desde que tome-
mos seu inverso.

1 3
Costuma-se indicar C'E_? por %

Exemplo 3-2 Se 2x =3, entdaox = 3.

bl | =
B | e
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Podemos agora resolver a seguinte equacio na incégnita x, 3x + 12 = 15. (Isto
quer dizer que podemos determinar o valor de x.) De fato, passando 12 para o segundo
membro, obtemos 3x = 15— 12, ou seja, 3x=3,edail, x=3.(1/3)=3/3=1.

Exercicio 3-2 Resolver as seguintes equagdes na incdgnita x:

(a) 3x+5=10. (b)4x + 12 =24. (c)6+2x=1. (d) 10x+3=4.

Vamos agora encarar o problema do cancelamento. No caso de soma: vamos
supor que @ + b = a + c¢. Note que temos uma parcela comum em ambos 0s membros,
que € a. “Passando” a do primeiro membro para o segundo, ele vira — @, e usando o fato
de que a + (—a) = 0, obtemos b = ¢. Assim, de a + b = a + ¢ obtivemos b = ¢, ou seja,
pudemos cancelar a parcela comum a .

Da mesma forma, se ab = ac, supondo desta vez que a # 0, podemos cancelar
o fator @ comum a ambos os membros, para obter b = ¢ (basta “passar” a do primeiro
para o segundo membro, quando ele vira 1/a, e combinar 1/a com a para obter 1). Regis-
tremos:

{ Cancelamento.
(a)Sea+b=a+ec, entdo b = c.
(b)Seab=acea#0, entao b = c.

ATENCAQ. Para o cancelamento no produto, é importante a condi¢io a # 0. De fato, 0
produto de qualquer mimero por 0 sendo 0, podemos escrever 2.0 = 3.0, e dai, se pudés-
semos cancelar 0, terfamos 2 = 3, um evidente absurdo. (Vocé sabia que dé para provar
que a.0 = 0 a partir das regras vistas? Eis uma demonstracio, s6 para 0s curiosos:

al0+0=a0=a.(0+0)=a.0+al

Olhando para o primeiro e dltimo membros, dd para cancelar a parcela a.0, de
onde resulta que 0 = ¢.0. Lindo, nao?)

Exercicio 3-3 Verdadeiro ou falso?

(a)Se2a+b+12=2a+c+ 12entdo b = c.
(b)Sea+b+c+d=c+s+d+aentiob =ys.
(c)Sel+ds+c+4t=c+ lenthods+4t=0.
(d) Se 2x + 7y = ¢+ Ty entdo 2x = c.
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ATENCAQ. Vocé nio pode misturar os dois cancelamentos. Em uma soma, em que
algumas parcelas sdo produtos, ndo se pode cancelar fatores comuns aos produtos.
Expliquemos através de um exemplo. Na igualdade

3x+3y+2=3a

ndo se pode cancelar o 3 em ambos os membros. Ou seja, a relagdo anterior nao acar-
reta a seguinte: x + y + z = a. Agora, se fosse 3x + 3y + 3z = 3a, al colocariamos 3 em
evidéncia no primeiro membro. quer dizer, escreveriamos 3(x + ¥ + z) = 3a e af entdo
poderiamos legitimamente cancelar 3 em ambos os membros: 3(): +y+z)= 3{:, ou
seja, X+ y+z=a.

Exercicio 3-4 Verdadeiro ou falso?

(a) Para quaisquer a, b, ¢, zreais, se 3a+ 22+ 1=3b + centdoa+2z+ 1 = b + c.

(b) Para quaisquer g, b, ¢, dreais, se 3a + 3b+ 1=3d+ 3c+ lentdioa + b=d + c.

(¢) Para quaisquer a, b, e reais, se da + 4b+4e=4da+ dentdob + e= 1.

(d) Para quaisquer a. b, ¢, x reais, se 3x + ab + ac=3x+ 4aentio b + ¢ = 4.

(e) Para quaisquer a, b, ¢, xreais, se 3x + ab + ac=3x+4aentioentdiooua=00ub + c=4,

Exercicio 3-4 Que condicio sobre a ,b, ¢, z deve existir para que 3a + 2z + 1 = 3b + ¢ seja equiva-
lenteaa+2z+1=56+c¢?

(B) Anulamento

Registraremos a seguir duas propriedades envolvendo o niimero 0, uma delas j4 citada
acima:

Regra do fator nulo. Qualquer que seja « real,

a0=0a=0

>
E Regra do produto nulo. Sendo a ¢ b nimeros reais, tem-se:
> Seab=0entdiooua=00ub=0.
(0 ou aqui permite o casoa = b= 0)
Exemplo 3-3

(a) Pela regra do fator nulo podemos escrever 0.(3s + 67b— 1) = 0,45.0 =0, 10000000 . 0= 0.
a+b-c).0=0. <
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(b) Pela regra do produto nulo, podemos resolver a equacgio (x — 3)(x + 4) = 0. De fato, ou
x—3=0,casoemque x =3, oux+4=0, caso em que x = — 4. Portanto, o conjunto das so-
lugdes da equacdo dada € formado pelos niimeros 3 e — 4. Tal conjunto € chamado de con-
junto-solugao da equacao. Na simbologia usada em Teoria dos Conjuntos, o conjunto

formado por 3 e —4 € indicado assim: {3, —4}. <
Generalizagdo:
D ab..0=0.

2)abed=0entiooua=0,oub=0,0ouc=0,0ud=0.

Exercicio 3-5 Escreva o conjunto-solucdo das seguintes equacdes:

(a) (x— Dx+ 1)=0. (b) 2x—4)x+5)=0. () (x+ Dx+3)=0.
(d) (5x+4)(Bx-3)=0. (e)x(x—4)=0. () (x—1x+4)dx—1)=0.
(@) x —x=0. (h) (x+3) =x+ 3. (D x(x+4)x—1)=2x(x + 4).

(C) Regras de sinal

Valem as seguintes férmulas:
{ Regras de sinal. Para quaisquer a e b reais tem-se:
% (a)—(—a)=a
{ (b) (—a)b=—(ab) = a(- D)
(€} (—a)—b)=ab

Assim, temos —(=3)=3,(-4)6=—(4.6)=4(—-6), (=7)(=5)=7.5

Exercicio 3-6 Podemos, de acordo com a regra acima, efetuar a multiplicagdo (—4)(—2)=4.2 = 8;
do mesmo modo, ( — 8)2 = — (8.2) = — 16. Agora ¢ sua vez. Efetue:

(2) (=3)(—=3). (b) 6(—3). ) (—=94.

(d)-(=3). (e) (3)2 (-1). () 3)GH-T).
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Respostas dos exercicios do §3
31 (a)x=-2. (b)x=4. (e)x=3. (d)x=—4.
32 (a)x=5/. (b)x=3. (©)x=-5/2. (@) x = 1/10.
33 @V (b) V. (c) V. (d) V.
34 (@F (b) V. (c) V. (d) F. (e) V.
34 (a)a=b
35 (a{-1,1}. ®){-52} ©@{=1-3% (dy{-251)
() {04}, (D {-414.1}. (g {01} m{-3.-2}. @ {-403}
3-6 (a)l5. (b) — 18. (¢)=36. (d)5.
(e)— 6. (f) — 105.

:§§ Sendo a um niimero real, definimos:
F? ;

{& a =a

e a" = a.a. ... .a (n fatores), se n = 2,3 ,4,...

Nesse contexto, a € referido como base e n como expoente.

Exemplo 4-1 Temos

24=2222=16 <
32=33=9 <
(=2 =(-2)(-2)(-2)=-8. <

Notemos que @*.a” = (a.a.a).(a.a) = a.a.a.a.a = a®> = a***. Em geral, a gente
pode se convence facilmente que a” * " = g"a". Notemos que (a’)’ = (a.a)’ =
(a.a)(a.a)(a.a) = a.a.a.a.a.a = a® = a**. Em geral, vale (¢”)" = " . Uma experiéncia

andloga ilustra o seguinte: (ab)" = a"b" e (a/b)" = a"/b". Vamos registrar:
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Regras de potenciacfo. Sendo ¢ um niimero real,

tem-se:

. aﬂl + 1 = aﬂ'iaﬂ

m

a
o @M =—(sem>n)
a

” (afﬂ)ﬂ - amn

™ (ab)ﬂ = a!lb?l‘

n

m e n inteiros positivos,

a., _a
* (E) - b!r
Exemplo 4-2
(a) 3233 =32+3-35-33333=243. x40 =x**6=x0 <
7 S
(b)s—— 57-3=5%=55.5.5= 625. ?:f”-“:xi <
((_) (24)2 242 o 25 256 (xb)S S 46.:'1 e xil] 4
(d) (2 3)2=2232=4.9 = 36. (2x)° = 2555 = 32+, <
2 8 28, @ _ 2%z 163
()” T5 125 (3 =5 =5 T <
(ﬂ(—2}4=[(—1)2l4=( 1.2 =121 = 16 <
(8) (2P =[(- 2P = (- 1P.2° = (-~ 1)2°=-32. <
Exercicio 4-1 Efetue:
(a) x"x". (b) 4x'x". (c) Xl (d) 7x"12x".
(e) (3x)". () (2x). ) (@) xX'(x). (h) (2x/3)".
(i) [@x)T. (2edpxy. O (=200.  (m)—(=307(-2).
() @rs)(=3xr). () xY(=DY. ®xYIY). (@ (=x)(—x)
Respostas dos exercicios do §4
41 (a)x". (b) 4x'2. (c) x*. (d) 7x°72.

(e) 275, (F) 3247, () ¥ (h) 16x%/81.

(i) 4096x>*. () 6xy°. Ay=2x>. (m) 18x°.

(n) — 12r's%x. (0) x%'%, (p) xy*. (q) —x.
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§5- SUBTRACAO

g A diferenca de b e g, indicada por b — a, € definida por
b—a=b+(-a)
A seguinte regra nos diz como eliminar parénteses quando ele estd antecedido
pelo sinal —:
Para quaisquer a e b reais, tem-se

—(a+b)=—a-b

Exemplo 5-1

(a) —(2+35)=-2-5.
b)—(=3+7)=—(-3)-7=3-7.
©=(=2-5)=—[-(2+5)]=2+5.

AA A

Exercicio 5-1 Verdadeiro ou falso?

(a) Para todo real a, tem-se — (—a+ 3) = a + 3.

(b) Para todo real a, tem-se — (-4 + a) =4 —a.

(c) Para todo real a e todo real ¢, tem-se — ( —a—c) = a + ¢.
(d) Para todo real m, tem-se — (5 + m) =—5 —m.

(e) Para todo real ¢, tem-se —6 —a =—(6 + a).

(f) Para todo real s, tem-se — (1 —s)=—1 + &

A seguinte propriedade distributiva envolvendo uma diferenca é facilmente es-
tabelecida usando a propriedade distributiva anteriormente dada e a defini¢do de dife-
renga (se vocé se interessar, pode tentar provéa-la, que € facil).

% Quaisquer que sejam a, b e ¢ reais, tem-se

alb—c) =ab—-ac (b—c)a=bha-ca

Exemplo 5-2

(a)5(3-7)=53-5.7.
(b)(9—4)6=9.6-4.6.

A A
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Exercicio 5-2 Decida se cada igualdade ¢é verdadeira ou falsa, no sentido de ser uma identida-
de, quer dizer, cada letra designa um nimero real qualquer.

()93 —a)=27—a. (b) (4 —x)4 =16 —4x. (c)a(5—-b)=5a—b.
(A (~-4+c)a=—4a+ac. (e)2{—z—w)=—27-2w () (—a+ b)—c¢)=ac—bc.
(@ (~1-w)—-1D=1-w (h)y—ab—c)=—ab + ca. (D (—d(a—b)=—4da + b.
Respostas dos exercicios do §5
5-1 (a)F (b) V. (c) V. (d) V. (e) V. () V.
5.2 (aFE (b) V. (c) E. (d) V. ®V. MHW
(g) E (h) V. (i) B
§6- DIVISAO

(a) Fracao
{ i b ; .
O quociente de b por @, onde a # 0, indicado por —, ou por b/a, ¢ definido por
a

gl

a a

aaas

b é referido como numerador, ¢ como denominador. Nesse caso, b/a
também € referido como fracao.

Exemplo 6-1

(a]%=3%. <
0= (ath) <
(C]a—b:aibb <
(d)f=a.i—=1 <
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Qualquer niimero real pode ser pensado como uma fracio, pois
a

a=—

|

ATENCAO. Por definicio, para dividir a por b, pressupde-se b # 0. Entio, por esta
regra do jogo, é proibido dividir por (.

E PROIBIDO DIVIDIR POR ZERO.

(B) Igualdade de fracées

Uma primeira preocupacio € saber quando temos igualdade entre fracdes. Ou seja,

a ¢
—=—equivale a que condicdo? A resposta é:
Sendo b # 0, d # 0, tem-se

se e somente se ad = be

SR
S0y

A condig¢ido acima é referida como multiplicacio em eruz, pois sua indicagdo
na igualdade de fracdes, com tracos unindoa ed e b e ¢ , produz uma cruz.

Exemplo 6-2
4 12
e ois 4.15=5.12
5 B F <
Exercicio 6-1 Verdadeiro ou falso?
= 2
(a)‘—;zﬁ. (b)&:ﬁ_ (c _6:i (d)jzﬁ_
5 20 13 42 7 49 -9 81
a 1 1 a2 x+3 4x+12
—={, f = > = . h = i
(B)l : (')a a+l1 & 6 2 ®) + 16
Como conseqiiéncia, temos
EE %:? (c#0,b#0)
c
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pois, multiplicando em cruz, obtemos a ignaldade valida a(bc) = b(ac) (= abc). Em pa-

lavras:

Uma fracgio nao se altera se multiplicarmos numerador e denominador

por um mesmo nimero nio-nulo.

Podemos usar o resultado acima para simplificar uma fragao, conforme se

exemplifica a seguir:

Exemplo 6-3
28 47 4
@==1-=7.
21 37 3
.32 332 1
b)—=——==—.
64 232 2

Exercicio 6-2 Simplifique:

49 18 18 54
2. By oS, w ]
@2 ® ©) 5 D33

(C) Regra de sinais para fracoes

R
(e) Py

As regras de sinal facilmente nos fornecem as seguintes:

Regras de sinal para o quociente,

-b b b
@ ==
a —d a

-b b

() —==

-a a

Vejamos como obter uma delas:
-b

1 1 b
=2 = (b == D)=
a a a

a

8
(f) 20

onde na primeira igualdade usamos a definicdo de quociente, na segunda a regra de
sinais, e na terceira novamente a definicdo de quociente.
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Exempla 6-4
_3 3
a) — v,
( ) 5= s
5 5
b)) —=—
: )—7 7

Exercicio 6-3 Verdadeiro ou falso?

-4 8 ~14 _ 42 -1 10 4ab  8(—ab)
2 - Ymie, dy e s SV e
(a) s 10 (b ) 15 (©) 5 50 (d) . 4

(D) Soma de fracbes

Para descobrir como somar fra¢des com mesmo denominador, observemos que

8 Pl pptomanlatrt
& 4 C [ o [ C

onde usamos, sucessivamente, a defini¢cdo de divisio, a propriedade distributiva, e no-
vamente a definicdo de divisdo. Portanto:

Para somar fracoes de mesmo denominador, basta somar os numeradores.

Exemplo 6-5

19 6 19+6 25
”I P TIA T <
(b)_ L8 _2+8_10_25_5

12 12 12 12 26 6 <

E curioso o fato de haver uma tendéncia de se achar que essa regra deve valer
mesmo quando os denominadores sdo diferentes. Pior ainda, para somar duas fracoes,
alguns acham que se deve somar os numeradores, somar os denominadores, e dividir
um pelo outro. Isto ndo vale:

3 5 3+5
—+—#
1 1 1+1

pois o primeiro membro vale 8, e o segundo vale 8/2 = 4.

Como fazer entao para somar fracdes de denominadores nao necessariamente
_iguais? Muito simples. Basta escrever as fracdes com o mesmo denominador, o que se
consegue facilmente, e af aplicar a regra acima, Ilustremos;
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Exemplo 6-6

37 45 _37+45 41

3+4,
57 57 75 57 35 <
Em geral, procedendo da mesma forma, chega-se a

5+£_ad+bc
b d bd

(b#0,d+0)

A seguir destacaremos as propriedades vistas, acrescentando o caso de dife-
rencga de fragoes:

£ / +
‘g @t A (c#0)
C C C
» , £
| )22 S=9L0  andw0)
3 b d bd

t

Nas férmulas acima, se for usado + no primeiro membro, deve-se usar + no se-
gundo membro, e se for usado — no primeiro, deve-se usar —no segundo.

Exercicio 6-4 Efetue:

4 6 x & TR 4 10
—+— b) =+ ——. d)——+—.
(a) i ( )9 5 (c) P (d) =ty
4 5 4 5 17 & 9 6
—+—. fy———. ——+— h)===—,
(e) 513 ()5 3 (g) 513 (h) s 7
1 , 5 6 3
i)2+— —3+=. 1)4-—. (m) =2——.
) y 1) 4 @ = m) :

Para somar fracdes com denominadores diferentes, costuma-se, em vez de
usar diretamente a férmula (b) acima destacada, transformar as fra¢des em fragdes com
mesmo denominador, e em seguida aplicar a férmula (a). Esta transformacio pode ser
feita de infinitas maneiras, mas procede-se com maior economia possivel, conforme ex-
plicaremos a seguir, com um exemplo.

Exemplo 6-7 Para efetuar a soma

[T =
c:|w
o | =

+
1
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tentaremos multiplicar numerador e denominador de cada frag2o por um mesmo nume-
ro (que varia em geral para cada fragdo), a fim de ndo alterd-la, com o objetivo de obter
um denominador comum. Para isso, consideramos os miltiplos dos denominadores:

multiplos de 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45....
miltiplos de 10: 10, 20, 30, 40, 50, 60,...
multiplos de 6 :  6,12,18,24,30,36,42,...

Yemos que 30 € o menor miiltiplo comum de 5, 10 e 6, ou, como se diz, 30 € o
minimo miiltiplo comum (mmc) desses nimeros. Adotamos 30 como denominador
comum. Para saber qual nimero devemos multiplicar numerador e denominador da pri-
meira fracdo, dividimos 30 pelo denominador 5, para obter 6. Escrevemos

4_46_2
5 56 30
Analogamente, escrevemos
3_33_9 1155
10 103 30 6 65 30
g assim,
4 3 1 24 9 5 24+9+5 38 19 <
—t—F—=—F—F—=——=—=—
5 10 6 30 30 30 30 30 15
Em geral,
g Sendo a,, @..... , @, nimeros inteiros positivos, o minimo miiltiplo comum
(mmc) desses ndmeros é o menor miiltiplo comum dos mesmos.

Exercicio 6-35

(1) Se b € divisivel por a, b e a inteiros positivos, entdo o mmc desses nimeros € a. Verifique isto.
(b) Calcule o mme de 300 e 300 000 000 000.

Para achar o mmc na pritica, procede-se de outra maneira. Para ver isso, recor-
demos o seguinte:

g Um ntmero inteiro positivo € chamado de primo se for diferente de 1, e se os
tinicos divisores dele sdo 1 e ele préprio.

Os primeiros dez primos positivos sio 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23 e 29.
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Teorema Fundamental da Aritmética. Qualquer niimero inteiro positivo
maior que 1 tem uma tinica decomposi¢do (a menos da ordem dos fatores) como
produto de nimeros primos, chamada decomposi¢io prima do niimero.

Exemplo 6-8 As decomposi¢des seguintes sdo decomposigbes primas:

(a) 18 = 2.3? <
(b)35=5.7 <
(c) 120=2%35. <

Para achar a decomposi¢io prima de um nimero inteiro positivo, divide-se o
mesmo por 2 (primeiro primo), quantas vezes for possivel a divisdo exata, e o quociente
é dividido por 3(o niimero primo seguinte) quantas vezes for possivel a divisdo exata, e
assim por diante, até se obter um quociente primo. Um dispositivo prético € mostrado a
seguir, em um exemplo.

Exemplo 6-9 Achar a decomposig¢ao prima de 13 500.

Resolucdo. As sucessivas divisdes pelos primeiros primos referidas acima séo dispos-
tas como segue:

13 500
6750
3375
1125

375
125
25
5

1

wh Lh Lh W W W 1 b2

Portanto, a decomposi¢do prima procurada é

13 500 = 2.2.3.3.3.5.5.5 =22.33 53 <

Vejamos agora como obter o mmc de dois nimeros, conhecidas suas decom-
posi¢des primas, sempre com um exemplo, para que as coisas fiquem claras.

Exemplo 6-10 Obtenha o mmc dos niimeros 60 e 490.
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Resolucdo. Com o processo acima, chega-se a

60 =235 490 =25.7°

Entdao o mmec de 60 e 490 € o produto dos fatores primos comuns e néo co-
muns, afetados de seus maiores expoentes. No caso, este mmc é 22.3.5.7> = 2940, Um
dispositivo pratico para determinar este mmc € o seguinte:

60 , 490
30, 245
15,245
5,245
1,49
1,7

1,1

~1 =] Lh W D

O mmc de 60 e 490 € o produto dos fatores que aparecem a direita. Para ob-
té-los, vocé vai dividindo pelos primos ambos os niimeros, sendo que quando um nime-
ro ndo for divisivel pelo primo, ele é repetido. O processo termina quando aparece pela
primeira vez uma linha formada sé pelo niimero 1.

Exemplo 6-11 Obter o mmc dos nimeros 5, 10 e 6 (veja o Exemplo 6-7).

Resolucd@o. Usando o dispositivo pratico referido no exemplo anterior, vem:

5,10,6 |2
3,5,3|3
55,15
1, 1,1
Ommcde 5, 10e 6 € 2.3.5 = 30, que foi obtido anteriormente. <
Exercicio 6-6 Efetue:
2 4 5 7 2 1 1 160 3 1 3
e - - d)———+-—-2.
SERET ®eE 937775 D3 0% 4
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(E) Produto de fracdes

Aprenderemos agora a multiplicar fragdes.

Para multiplicar duas fracoes, multiplicam-se os numeradores e os deno-

i -
} Seb#0ed=0,entdo
!

Em palavras:
minadores.

Exemplo 6-12

25 25 10
(a) =, ==

3% 37 21

-3 9 39 3.9 27
() PPt S

44 44 24 16
@32l 33 1

T % 13 7
5 25 10

d)2(-——)=-2.—=——.—=——,
(d)2.(--) 5 o 5
Exercicio 6-7 Efetue:

36 8 6 I 6

—.— b} —.—. ) — ——.
s Fic ©7 s

-2 =21 12 6 -3
g | o2 W) —
s ¥ a0 ®9Fm

B 9 -8

() “?(_—QJ- (m) g (=7). (n) ? (=6).

(F) Quociente de fragcoes

Aprenderemos agora a dividir fragoes.

6

-2 6 —2 =2
d)—.—. B
@ 7 —15 & 7 =15

3.6 o 3
e Y 5(—2).
(i) ( 7) ( 5) (G) 5( 7)

1 1 1 1
(0) 615 (p) (- Z)(——S)-

A A A A
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Seb#0,d#0ec#0, entdo

SRS

&ln
TR
ool R

Portanto,

Para dividir uma fraciie pela outra, deve-se multiplicar a primeira pela

fracdo obtida da segunda permutando numerador e denominador.

Exemplo 6-13
2
o3 _28_16
@ 7 37 2l
8 <
—6
b5 _=610_-60_ 60
9 5°9 45 45
10 <
Exercicio 6-8 Efetue:
B =2 =2 =1
10 3 7 3
- : b , . ; dy—3
(a) 5 (b) 6 (c) =6 (d) 3
9 11 5 -7

Para dividir a por b/c, escreve-se a = a/1, e procede-se como acima. Assim,

a
a 1 _ac_ ac
b b 1b b
C C

Para dividir a/b por ¢, escreve-se ¢ = ¢/1, e procede-se como anteriormente:

a

C

o=
o> &

o
—10

>R

0o |
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Exercicio 6-9 Proceda como acima, nos casos:

3 3 —13 -1 1
(a) 5 (b) -3 (c) —6 (d) = (e) "
4 8 5 -5 n
3
1 1 1 . -1 . 7
(f) _6_— (2) —j—- (h) ? (i) —__5? () =g
11 71 -5 7

(G) Poténcia com expoente inteiro

Estenderemos agora a defini¢do de a™ para m inteiro qualquer.

Seja a um nimero real ndo-nulo. Definimos

a'=1
~ 1
4~ "=—n= 1234,..
a
Exemplo 6-14
(2) 3" = L
1 1
b4 =—=—.
®) 4 16
ey A 3
3
7 1 1 3¢ 27
d 5 e = ==,
i) (3)3 77 343
3 33

As duas tltimas ilustracdes sdo casos particulares do seguinte resultado:

Sendo a# 0 e b= 0, e n inteiro, tem-se

a._, _ E-:r _b”
G =~
Em particular,

a b

(=)' '=—

b) a
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As propriedades formais de potenciagdo vistas se mantém :

Regras de potenciacio. Sendo a um nidmero real ndo-nulo, m e n inteiros,

tem-se

m

° a?ﬂ + n = amaﬂ - a”!—i]’ a

aﬂ

& '(aﬂ‘l‘)n = amn

e o a, a"
o (ab)" =a"b e () =—

b b

Exemplo 6-15 Como aplicagio, provaremos que — 1 elevado a um niimero inteiro par é
1, e elevado a um nimero inteiro impar é — 1.

Um niimero inteiro é par se for da forma 2k, e impar se for da forma 2k + 1,
onde k € um inteiro. Assim, os pares sdo 0, £2, +4, 16,..., e os impares sdo +1, +3, +5,...
Usaremos o fato de que (— 1) = (—1)( = 1) = 1 (Regras de Sinal(§2(C)). Temos

(—1y%=[(= 1PPF=[1F=1 <
(-1 =(-D*-D=1(-1)=-1 <

Como consequéncia, temos:
Se k € um inteiro qualquer,

(_a)2k=a2k e (_a)2k+!:_a2k+]

De fato, como —a = ( — 1)a, temos (—a)* = [( - 1)a]*= (- 1)*a%* = 1.4% = ¢
Deixamos a outra férmula para vocé provar.

Exercicio 6-10 Efetue:

- I, 4 1 1
267 3%, 4. d)()°, =yt
(a) (b)(ﬁ) (c) ( )(4) (e}(4)

Bes 3 3 5.4

D)=, ¥t —§i, D, i) (3x) ",

()(4) (2 (4) (h)(4) (_1),(4 x) () 3x)
- Rica 7 % 12, 1
(D (2x) (m)[(4) I'e @md+x). (0)(5—;2) . (P)(——US) -

(@) £ (r) 8x°/x" . (s) (=x)x"™. (= =x)". () (—a)/a’.
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Observagdo.

Quando se dd uma definicdo em geral tem-se algo em mente. Por exem-

plo, se a # 0, definimos @" = 1. Ora, alguém pode perfeitamente perguntar por qué se de-
fine assim, e ndo, digamos ¢” = 3. A resposta radical € assim por que é por defini¢do niao
tem cabimento. A idéia que se tem em mente é que as propriedades formais da potencia-
¢io com expoentes inteiros positivos se mantenha. Com esse espirito, ndo temos outra
alternativa sendo definir ¢” como foi feito. De fato, temos ¢” = @' ~'. Ora, para preservar

a propriedade a"~" = a"/a", devemos ter entdo @' ' = a/a = 1. Assim, devemos definir ¢"
=1 (para a # 0). De modo anédlogo, se n > 0 € inteiro, a~"a" deve serigualag"*"=a" = 1,
se quisermos preservar a propriedade a"** = @'a’. Portanto, devemos tera~"a"= 1, ¢
dai, a " = 1/a", como foi definido.
Respostas dos exercicios do §6
6-1 (a)V (b) E. (c) V. (d) V. (e) V. H E
(@) V. (h) V.
6-2 (a)7/6. (b) 3/7. (c) 1/3. (d) 18/11.  (e) %. (f) 1/5.
6-3 (a)V. (b) V. () F. (d) V.
6-4 (a)2. (b) 10/9. (c) 4/5. (d) 6/7. (e) 37/15.
(H—13/15. (g)-111/40.  (h)— 111/56. G) — 7/4.
1) 2217. (m)—7/2.
6-5  (b) 300 000 000 000.
14 1 43 149
i a) —. b) —. —, e
6-6 (a)15 ()36 (0}60 ”60
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§7- Expressoes polinomiais
(A) Identidade e eguagdo
(B) Identidades envolvendo adi¢ido e subtracio
(C) Identidades envolvendo produto
(D) Identidades envolvendo divisdo
(E) Fatoracio

§8- Expressoes racionais
(A) Adicdo e subtragio
(B) Produto e quociente

§7- EXPRESSOES POLINOMIAIS

(A) Identidade e equacao

E muito importante que vocé entenda bem a diferenca entre equacio e identidade, que
passamos a explicar.

Dada uma expressao onde figura apenas uma letra, digamos x, a qual nos refe-
riremos como expressio em x, o conjunto dos nimeros reais x para os quais se podem
efetuar as operacdes indicadas na expressdo € chamado de dominio da expressao. Uma
expressao numérica serd considerada uma expressio em x de dominio R .

27
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Exemplo 7-1
(a) O dominio da expressio
1
1
€ o conjunto dos x reais diferentes de 1. <
(b) O dominio da expressio 2x — 1 € o conjunto R dos nimeros reais. <

Dada uma igualdade onde em cada membro se tem uma expressao em x, consi-
deremos o conjunto dos niimeros reais x que sdo comuns aos dominios dessas expres-
soes, ou seja, o conjunto dos nimeros reais x para os quais sdo possiveis de serem
realizadas as operacdes indicadas por ambas expressoes. Indiquemos tal conjunto por
D.

Exemplo 7-2

(a) No caso da igualdade 2x — 1 = x + 1, as operagdes indicadas por ambas expressoes 2x — |
e x + | podem ser efetuadas para qualquer x real , logo D = R . O mesmo sucede com a
igualdade (x + 3)? = x> + 6x + 9.

(b) Na igualdade
L 3
x—1 2x-1

D € o conjunto dos nimeros reais diferentes de 1 e de 1/2, pois tais niimeros anulam res-
pectivamente os denominadores do primeiro e segundo membros. No caso da igualdade
1 1 2

+
x—=3 x—-3 x-3

D é o conjunto dos niimeros reais diferentes de 3. <

Se a igualdade se verifica para todo x de D, tem-se uma identidade (em D).
Caso contrario, tem-se uma equacao. Neste tiltimo caso, resolver a equacio sig-
nifica achar os x de D que a verificam, o conjunto deles sendo chamado de conjun-
to-soluciio da equacdo (tal conjunto pode nao conter nenhum elemento, que € o
caso de nao haver solucio da equagio).

Tais defini¢des podem ser dadas no caso de expressoes com mais de uma letra,
o que nio faremos para nédo aborrecé-lo.

Para facilitar a exposicio, introduziremos a seguinte nota¢do e nomenclatura
da teoria dos conjuntos:
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:
"

» A — Bindica o conjunto dos elementos de A que nao pertencem a B, chama-
do conjunto diferenca de A ¢ B,

o

.':

« Um conjunto sem elementos é chamado de conjunto vazio.

Exemplo 7-3

(a) Para a igualdade 2x — 1 = 4, tem-se D = R. Tirando o valor de x, chega-se a x = 5/2, logo
se trata de uma equacao, cujo conjunto-solugio é {5/2}.

(b) Para a igualdade (x + 3)? = x>+ 6x + 9, tem-se D = R. Como

E+3)P =@+ +D=xx+3)+3.(x+3)=xx+x3+3x+33=2+6x+9
trata-se de uma identidade (em R). <

(c) Para aigualdade 1/(x—1) =1, tem-se que D= R — {1}. Elaequivalea l ==x—1, logo
ax = 2. Portanto, trata-se de uma equacio, cujo conjunto-solucio é {2}.
(d) Para a igualdade

| | 2

x—1 x—l:x—l

tem-se D = R — {1}, logo trata-se de uma identidade, pois vale para todo xde D. <

Objetivo e nomenclatura

« No presente pardgrafo, vamos estabelecer identidades, utilizando os conhecimentos
anteriormente adquiridos sobre nimeros reais. As identidades podem envolver mais do
que uma letra, por exemplo, x(y + x) = xy + x* (neste particular caso, ela vale para quais-
quer x € y reais).

» O adjetivo poliromiais, que figura no titulo do pardgrafo, pretende dizer que lidare-
mos apenas com expressoes tais como 7x* — 6x + 2 e 4x” — 8x + 1, ditas polinomiais (evi-
taremos definir aqui a nocdo de polindmio, porque os matemdticos ddo uma nocao
precisa desse conceito, a qual nao cabe neste livro). Podemos dizer, sem compromisso,
que uma expressio polinomial é soma de parcelas do tipo ax”, a real e n natural (se n = 0
convenciona-se que ax” € a). No caso de duas letras x e y é a mesma coisa, o tipo sendo

ax"y"™, m natural.

« Os nimeros que multiplicam as poténcias nas expressoes e os que figuram isolada-
mente sio chamados de coeficientes. Assim, 7, — 6 e 2 sio coeficientes de 7x* — 6x + 2, e
4, -8 e | sdo coeficientes de 4x*y — 8x + 1.
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« Cada parcela da expressio polinomial é referida como termo. Assim, 7x*, 6x e 2 sdo
termos de 7x* — 6x + 2. O termo no qual ndo aparece x € chamado de termo constante.

« Os termos ax” e bx" sao chamados termos semelhantes, como por exemplo 4x” e — 9x°.
No caso de duas letras x e y: os termos ax"y" e bx"y" sao chamados termos semelhantes
(por exemplo 3x*y* e 12x%y*). A defini¢do para o caso de mais letras é 6bvia.

« A expressdo polinomial nula é a formada apenas pelo termo constante nulo, e € indi-
cada por 0.

(B) Identidades envolvendo adicdo e subtracao

Exemplo 7-4 Quando temos soma ou diferenca de termos semelhantes, podemos usar
a propriedade distributiva. Assim, temos as identidades:

19x3 — 34x% = (19 — 34)x* = — 154° <
509+ 120 = (5 + 12)x° = 17° <
4335 — 6x°y° = (4 — 6)x°y0 = — 2" <

O ideal é evitar a igualdade intermedidria nos cilculos acima, ou seja, escrever
diretamente o tltimo membro.

Exemplo 7-5 As identidades a seguir envolvem termos ndo-semelhantes. O cuidado a
ser tomado é considerar os termos semelhantes, e efetuar as operacdes sobre eles.

() (65 + 22 —3x+ 1)+ (2 -4 + 2x—2) = 8 - 2x2 —x— L. <
B) B =22 +x— 1)+ (0 =X + 5x— 12) = dx* — x* — 22 + 6x — 13. <
(=342 -+ X2 42+ =X -3+ 2 -4 - X +4x* -2
=—38 -+ 5
(D235 -32+Ty— Y +3+ -4+ =23+ X -3+ Ty+9y-»y -4 +3
= 24x° — 3% + 16y — 5y° + 3. <

(Detalhamos um pouco mais o tltimo caso, colocando termos semelhantes lado a lado,
por se tratar de polindmio de duas varidveis, porém o melhor ¢ fazer diretamente, sem
esse detalhamento.)
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Observacdo. A maneira de se pedir um procedimento como o do exemplo anterior €
dizer “simplifique a expressdo”. Assim, para simplificar a expressdo 5x* =y + 3xy -
(x* + y* = 3), procedemos como segue:

58—y + 3y - (P + Y ~3) = 57 = Y2+ Bay — '~ 2+ 3

= 5x%—x"— y*— y*+3xy+3 = 4x7-2y*+3xy+3

Exercicio 7-1 Simplifique a expressdo, em cada caso:

@ (5x =3+ (4—5x)— (65— 4x—5)+ (4 -4x). (bB)—6(x—1+x)—(5x"+x-2)-6.
(¢) du + 3[u— (2v + 3u) — 3v] - 6v. (d) 8F —(10-5x+ )= 3[x— 2+ x)] .

(C) Identidades envolvendo produto

Exemplo 7-6

() 32(4F — 12t + 3) = 3245 + 32.(— 120) + 3.3 = 127 — 36F + 9. <
(b) (d4a + b)Ba-Tb +2)=4a9a-"Th +2) + b(%a—-"Tb + 2)

=4a9a + 4a.(—Tb) + 4a.2 + bSa + b.(—7b) + b.2

= 36a°— 28ab + 8a + 9ab —Tb* + 2b

=364 — 19ab — Tb* + 8a + 2b. <

Vocé pode, se preferir, dispor os cdlculos como uma multiplicacdo entre ni-
MEeros, COMo segue:

4 128 +3 Qa—-Tb + 2
3¢ 4a + b
12£-361'+9¢" 36a’— 28ab + 8a
9ab —Tb" + 2b

36a"—19ab—Tb + 8a + 2b

Exemplo 7-7 Para efetuar (4x — 8 — 5x°)(2 — 3x + 4x?), usaremos a disposi¢o prética
apresentada acima. Para melhores resultados, colocaremos os termos em ordem decres-
cente das poténcias de x, colocando 0 quando a poténcia nédo aparece:
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—5x"+ 05" + 4%~ 8
4 —3x+2
—20x" + 0x'+ 16x'— 32x°
155+ 0x' — 12 x* + 24x
-10x'+0x + 8x—16
—20x"+ 155" + 6x' —44x" + 32x - 16

Exercicio 7-2 Efetue:

m)uflxm>4)4ﬁ (b) (2x — 3y) 4xy. (€) Bx —dx+5)(x —6x+4).
(d) (' - 6x + 4 + 2x)(2 - 3x). (€) Qu—6v)(t — V). O ' +x' + 2+ x4+ Dx - 1).
Alguns produtos sido considerados dignos de memorizacgio. Eis alguns deles:
Produtos notaveis. Temos as seguintes identidades:

(x+a)x—a)=x"-a°

(x +a)’=x2+ 2ax + a* (x—aY=x*-2ax + a*
x+al=x>+32a+3x%+d (x—a)’=x’-3x%a + 3xa*-a’

Observacdo. Relembremos a nossa convengdo. Ao escrever os produtos notdveis aci-
ma, estamos subentendendo que se trata de identidades, ou seja, relagdes vilidas para
todo x real e todo « real.

Exercicio 7-3 Demonstre os produtos notaveis dados acima.

ATENCAO. Tendo em vista os resultados acima, devemos notar que, em geral,
(x +ay#x* + a
(x+ayx +a°
(x+a)"#x"+a" (n>1)

O que queremos dizer, por exemplo, com a frase “em geral, (x + a)’# x> + a*”
é que (x + @)’= x* + @’ nio é uma identidade, ou seja, niio vale quaisquer que sejam x e a
reais. E claro que vale se ¢ = 0.

Exercicio 7-4 Verifique se sio identidades:

(@x —1=@x=1Dx+1). (b (x—d(x+4)=x"—16.
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(€) (2x—D2x+ 1)=4x" 1. (d) 9x' =25 = (3x—3)(3x + 5).
(e)(x+ D'=x+2x+ 1. (HH(x=2Y=x"—dx+4.

(2) (x+ 5 =x +x+25 (h) (x+3) =x" + 3"

D+ =x+3x+3x+ 1 () (x— Iy =x -3 +3x—1.

(M) (x+4)' =x"+ 126" + 48x + 64. (m) (x=2) =x"—6x"+ 12x - 8.
(n) (x+3)=x"+3" (0) (x—5)=x-5"

(p) (Bx— 1) =9x" —6x + 1. (q) (4x" + 5) = 16x" + 40x" + 25.

Exercicio 7-5 Resolva a equacio, em cada caso:

() (x+2)=x+2. (b) (2x +3) = (2x) + 3.

Observacdo. Para aqueles que estdo curiosos para saber como se desenvolve (x + a)",
vamos dar uma regra interessante. Por exemplo, para (x + a)*, a primeira parcela é x*. A
segunda € o expoente 4 vezes o produto x’a (o expoente de x diminui de uma unidade, e
entra @ na jogada):

(x = ,{;)4 = _Jc4 + 4)L3(1' + ...

Agora, vocé deve multiplicar o coeficiente 4 pelo expoente 3 de x°, e dividir
pelo niimero de parcelas ja escritas, que € 2: 4.3/2 = 6. Este € o novo coeficiente, que vai
multiplicar x*a*(o expoente de x diminui de 1, o de @ aumenta de 1), para obter a parcela
seguinte:

(x + a)*=x* +4x%a + 6x°a’ + ...

Para obter o coeficiente da parcela seguinte, multiplicamos o coeficiente 6
pelo expoente 2 de x%, e dividimos pelo nimero de parcelas jd escritas: 6.2/3 = 4. Como
antes, o expoente de x diminui, e o de ¢ aumenta. Assim,

(x + a) =2 + 4¢%a + 6x%a* +4xa’ ...

A préxima parcela vai ser a dltima, e € a*. A regra se mantém, pois devemos
multiplicar 4, o coeficiente anterior pelo expoente 1 de x, e dividir pelo niimero de par-
celas jd escritas, que é4:4.1/4 = 1. O expoente de x diminui de 1 (ficax"= 1) e 0o de @ au-
menta de 1 (fica a*):

(x + a)* = x* + 4%a + 6x%a% + 4xa’ + &*

Tente voce agora:

Exercicio 7-6 Desenvolva:

(2) (x + a). (b) (x + a)’.
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O desenvolvimento da expressdo (x + a)", para n >1 inteiro, conhecida como
Binémio de Newton, se obtém com a mesma regra acima, e é o seguinte:

n(n_l) -J!—2a2 e n(n_]'](n_z)xu—3a3

(x+a)' =x" +nx"la+——x + ...
2 23
An—1Xn=2)..2 1
23, ... (n-1)
Costuma-se usar a seguinte notagao:
0!=1 1l=1 21=12=2 31=123=6 41=1234=24
e em geral n! = 1.2.3.4. ... .n (1é-se ene fatorial). A férmula acima fica
-1 5 n—1)(n-2
(x+a}u :xu +1xn—[a+ n(n )xn—Qa._ + ﬂ'(n )(ﬂ )xn—Ja3 +
1! 2! 3!
+ .’I(ﬂ' = 1)(” = 2)2 xau—l +a"
(n—1)!
(D) Identidades envolvendo divisao
O teorema que fala sobre a divisdo de inteiros positivos € o seguinte:
g Dados os inteiros positivos a e b , existe um tnico par ordenado (g,r) de nime-
ros inteiros tal que @ = bg + r,com 0 < r < b.

g e r sao chamados quociente e resto, respectivamente, da divisdo euclidiana
de a por b. Neste contexto, a e b sao chamados dividendo e divisor, respectiva-
mente.

Exemplo 7-8 Se dividirmos 23 por 4 obteremos quociente 5, e resto 3, pois 23 =
=4.5 + 3.

Da igualdade anterior resulta

Em geral,

dividendo : resto
— quociente + ——
divisor divisor
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Para efetuar a divisdo praticamente, existe um algoritmo, chamado algoritmo
da divisdo, que ilustramos com o exemplo a seguir, no qual dividimos 1546 por 54:

1546 | 54
466 | 28
34 1546 =54.28 + 34

Existe um teorema andlogo que diz respeito & divisao de uma expressdo poli-
nomial por outra. Para enuncid-lo, introduzimos a seguinte nomenclatura:

Se na expressdo polinomial a,x" + a,_ x" ' + ... + a;x + a,tem-se a, # 0, ela é
" n—1 I 7] n

dita ter grau n; n € chamado de grau da expressao.

Exemplo 7-9 2x’ — 3x — 2 tem grau 3, x* — 1 tem grau 4. Uma expressio polinomial
constante, isto €, formada apenas pelo termo constante, tem grau 0.

Podemos, agora, formular o seguinte resultado:

Se A e B sdo expressdes polinomiais, B # 0, entdo existe um tnico par (Q,R) de
expressoes polinomiais tal que tem-se a identidade A = BQ + R, com R = 0 ou grau
de R < grau de B.

O e R sdo chamados quociente e resto, respectivamente, da divisio euclidiana
de A por B. Neste contexto, A e B sdo chamados dividendo e diviser, respectiva-
mente.

Existe um algoritmo para efetuar a divisdo de duas expressdes polinomiais,
andlogo ao da divisdo de nimeros. O exemplo a seguir ilustra.

Exemplo 7-10 Para dividir 5x° + 4 — 3x por x> — x + 1 podemos proceder de maneira
andloga a divisdo enfre nlimeros vista acima. Podemos usar inclusive a mesma disposi-
¢do pritica do processo. Para isso, escreva o dividendo como soma de parcelas de potén-
cias decrescentes de x, colocando 0 quando a poténcia ndo comparece : 5x° + 0x* — 3x +
4. Fagca 0 mesmo com o divisor (no caso ele ja se encontra nessa forma): x2—x + 1. Ago-
ra, disponha as expressoes como em uma divisdo de niimeros.

S +0x =3x+4 | xX—x+1
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. Divida 5x* (primeira parcela do dividendo) por x* (primeira parcela do divisor) para
obter 5x (primeira parcela do quociente):

58 4+ 0x =3x+4 | x —x+1
5x

« Multiplique 5x pelo divisor, mudando o sinal, para obter — 5x° + 5x* - 5x, escreva isto
abaixo do dividendo para somar com ele:

50 +0x -3x+4 | X —x+1
— 5% 5% 5% ‘ 5x

5x* - 8x

« Abaixe o préximo termo do dividendo, a saber 4, obtendo 5x% — 8x + 4.

56 +08-3x+4 | X —x+1
—5x +5x =5x 5x

5x —8x+4

» Repita o processo, com 5x° — 8x + 4 como dividendo. Entao dividimos 5x7 por x* para
obter 5, que vai ser a segunda parcela do quociente. Multiplicamos 5 pelo divisor, mu-
damos o sinal, para obter — 5x* + 5x — 5, que deverd ser escrito abaixo do novo dividen-
do, para somar com ele:

Sx+ 0 -3x+4 |[X—x+1
5% 45— 5% 5x+5

5 —8x+4
—5x +5x-5
—3x-1

« Como aexpressio obtida — 3x— 1 tem grau 1, menor que o grau 2 do divisor x2-x+1,
devemos parar aqui.
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Portanto, o quociente € S5x + 5 e oresto € —3x—1 <

Observagdo. O processo de divisdo acima nos permite escrever entio a identidade em R

5 =3x +4=(*=x+1DO0x+ 9 —-3x—1
ou entdo

56 —3x+4 3x+1
T T Sx+5- = =
% —x+l x —x+l1
Esta ultima igualdade s vale para os x reais que ndo anulam os denominado-
res, ou seja, para todo x tal que x> — x + 1 # 0. Aprenderemos mais tarde (§13(C)) como
achar tais x. No caso presente, verifica-se que nenhum x anula o denominador, de modo
que a tltima igualdade é uma identidade em R.

Daremos a seguir um outro exemplo, em que a divisio € exata, isto é, o resto é
0. Desta vez, apresentaremos apenas o dispositivo pratico, deixando para vocé a tarefa
de entendé-lo.

Exemplo 7-11 Divida 8x* + 16x —21 — 2x* —x’por2x* —3 4+ x.

Resolucdo.
8x — 26— x"+ 16x—21 2x +x—3
—8x' —4x'+12x° 4 —3x+7
—6x'+11x +16x—21
6x'+ 3x — 9x
14x° + Tx - 21
—14x' — Tx + 21
0
Portanto, o quociente é 4x* — 3x + 7 e o resto é 0. <

Observa¢do. De acordo com o resultado acima, podemos escrever a identidade em R

8xt=28°— 2+ 165 - 21 = (22 + x =3)Ax*-3x + T)
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ou, para todo x real tal que 2x*+ x—3#0

8x* —2x —x* +16x-21

- =4x*-3x+7
2x" +x-3

Conforme aprenderemos no §13(C), os valores de x a serem excluidos sdo 1 e
—3/2. Assim, a igualdade anterior vale para todo x real diferente de 1 e —3/2. Assim, po-
demos dizer que a igualdade anterior é uma identidade em R -{-3/2,1}.

Exercicio 7-7 Divida (isto é, dé o quociente e o resto):

(a) 4x" —3x + 6 por x + 2. (b)x'—3x+ 2porx— 1.
(e)x'—3porx’ +x—3. (d) x* +x* + 2x + 15 por 2x" — 6x + 4.
() 11x' +3x°+ 7Tx+ 9— 15x" por x' + 2x— 1. (f) 64x° — 162" + 1 por 4x" —4x + 1.

Observagio. Pode-se dividir, por exemplo, 6x* + y* — 13x*y* + x*y por x> —y*. Bastaes-
colher uma letra, digamos x, colocar as expressdes como soma de parcelas de poténcias
decrescentes de x, e proceder como acima. N6és ndao nos deteremos nesses casos.

O processo de divisdo exposto fica mais simples quando o divisor € da forma
x — a. Nesse caso, usa-se um dispositivo prético, conhecido como dispositivo de
Briot-Ruffini, que apresentamos através de um exemplo. Para dividir x + 2x*—3x*-3
por x — 3, dispomos o dividendo em soma de parcelas de poténcias decrescentes de x, e
dispomos as expressdes como na divisdo de nimeros, s6 que agora s6 escrevemos 0S co-
eficientes (os nimeros que multiplicam as poténcias de x). No caso, o dividendo se es-
creve 2x* + 0x% — 3x% + x — 3, os coeficientes sendo 2, 0, — 3, 1 e — 3. Dispomos os
nimeros como segue:

[Se]
o
|
9%}
[
I
fd
S5}

A seguir, baixamos o primeiro coeficiente, 2, isto é, escrevemos 2 abaixo do 2.
Daf multiplicamos esse nimero pelo mimero na chave da divisdo, isto €, por 3: 2.3=6,
O niimero obtido & somado ao segundo coeficiente do dividendo: 6 + 0 = 6, € o resultado
¢ escrito abaixo desse segundo coeficiente.
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I «— 23+0=86 ‘

2 0 -3 1 -3 | 3

2 6 | ?

| |
23—

Agora, repetimos o procedimento, comegando pelo 6. Multiplicamos 6 pelo
niimero da chave 3, e somamos com — 3, obtendo 15, o qual colocamos abaixo do proxi-
mo coeficiente do dividendo, isto €, abaixo do —3:

«— 63-3=15
| |
2 0 -3 1 -3 | 3
2 6 15 | %
| |
83—

De novo: multiplicamos 15 por 3 e somamos com o coeficiente seguinte 1,
para obter 46, que colocamos abaixo desse coeficiente.

¢— 153 +1=46

2 0 -3 1 -3 | 3
2 6 1 |5 46 | T
16.3—

Finalmente, a tiltima etapa: multiplicamos 46 por 3 e somamos com — 3, obten-
do 135, que deve ser colocado abaixo do — 3. O mimero 135 € o resto. Veja como fica o
dispositivo:

2 o -3 1 -3/l s

2 6 15 46 135 |

N $ 4 \? 0
quociente: 2X + 6X + 15x + 46 resto

O quociente é obtido através dos niimeros da segunda linha, exceto o ultimo,
135, que é o resto. Deve-se comegar com uma poténcia a menos que a do dividendo.
Entdo o quociente €, conforme indicado acima, 2x* + 6x* + 15x + 46. Portanto,

2t =32+ x—3=(x—3)(2x + 6x% + 15x + 46) + 135
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ou, se x # 3,

4 2 .
Mk s =2x" + 6x% + 15x + 46 + 139
x—3 x—3

Exemplo 7-12 Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, efetue a divisdo de x° + 32 por
x + 2, e em seguida escreva x° + 32 como um produto.

Resolu¢do. Procedendo como ensinamos acima, resulta:

(Note que escrevemos x + 2 = x—( —2).)
Temos que o quociente é x* — 2x* + 4x° — 8x + 16, e o resto é 0. <

Portanto, podemos escrever

P 4+32=(x+2)(x -2+ 4> - 8x + 16) <

Exercicio 7-8 Efetue a divisdo (isto €, dé o quociente ¢ o resto), usando o algoritmo de
Briot-Ruffini:

(a) De 3x" — 2x — 4 por x — 3. (b)x'+x—2porx+2.
(c) De x' —2x" + 9 por x + 2. (d) 3x" = 7x — 20 por x — 2.
(e) De 101 — 11F —25t—9 por 2t - 5. () 55" + 215’ —s+ 17 por s + 4.

Exercicio 7-9 Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, mostre que as seguintes divisdes sio exa-
tas, isto €, o resto € nulo. Dé o quociente.

(a) X —a porx—a. (b) x —a' por x —a. (c)x' —a' porx—a.
(d)x" —d porx—a. (&) x"—a'porx—a. (f) x" — a" por x — a, n inteiro positivo.

(E) Fatoracao

Fatorar uma expressao significa escrevé-la como um produto. Veremos alguns casos
que nos interessam. As férmulas que aparecerio nos diversos casos ja foram considera-
das anteriormente (na exposi¢do ou em exerciclos).
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Caso 1. x° + 2ax +a = (x + a)’

Exemplo 7-13

(a) Para fatorar 4x% + 12x + 9, observemos que 4x” = (2x)%, e que 9 = 3%. Além disso, fazen-
do aparecer o fator 2 na segunda parcela, temos 12x = 2.6x = 2.2x.3 e assim,

42 + 120+ 9= (2x)% + 2.2x.3 + 3% = 2x + 3)°

(b) Para fatorar 364° — 12a + 1. notemos que 36a” = (6a)’, 1 = 1%, e que 12a = 2.6a = 2.6a.1,
logo,

36a>—12a + 1 = (6a)> - 2.6a.1 + 1> = (6a - 1)

Exercicio 7-10 Fatore:

(@OF+ 12044, (D) 165 —40x+25. () 4+ 28x +49x"
(@ 1-2x"+x'. (e) 9x° - 6x" + 1. (fHx' —x+ /4.

Caso 2. X’ + (m + n)x + mn = (x + m)(x + n)

Exemplo 7-14 Para fatorar x* + 8x + 12, devemos achar me n tais que mn=12em + n=8.
Tentemos achar m e n inteiros. Como 12 tem fatores 1 e 12,2e 6,3 e 4, vemos que 2e 6
somam oito, logo tomamos m = 2 e n = 6. Entdo,

X+ 8x+12=(x+2)x+6)

Exercicio 7-11 Fatore:

(x +3x+2. )X +4x+3. (©x +x-2. (d)x —3x+2.

Observacio. Veremos, no §13(C), como determinar a fatoragao de ax® + bx + ¢, com
a # 0, sem ter que fazer adivinhagdo. Adiantamos, para 0 momento, que ocorre a fatora-
¢ioem R

ax® + bx + c=alx —x)(x — x3) (a=0)

se e somente se A =0, onde A = b* —4ac. Se A= 0, teremos x; = X», caso contrario x; e x,
sdo distintos. Portanto, se A < 0 néo se pode fatorar ax® + bx + ¢ (com fatores reais).
Assim, 4x* + 6x + 9 ndo pode ser fatorado, pois A =6*—4.4.9 =— 108 <0.
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Caso 3.X’—a =(x—-a)(x +a)
Exemplo 7-15 Para fatorar 4x* — 9, escrevemos
4x* -9 =(2x)* - 3?=(2x-3)(2x + 3)

Exercicio 7-12 Fatore:

(a) 25x° — 4. (b) 16x - 9. (€) 36 —x". dx-1.
(e) X' — 16. (f) 647 — 81. (g) 16 — 495", (h)x -y

Exercicio 7-13 Neste exercicio, um pequeno truque faz recair na fatoragao anterior. Por
exemplo, ' — 1 = () - 1= (- 1)(x"+ 1) = (x— 1)(x + 1)(x" + 1). Agora é sua vez:

(a) x' — 16. (b) 1 —81x", (c) £ — 256.

Caso4.x’2a’ = (x—a)(X’ + ax + &)
Exemplo 7-16 Para fatorar 8x° — 27, escrevemos
8 —27=(2xP -33= (2x-3)((2x)* + 2x.3 + 3%) = 2x — 3)(@x> + 6x + 9)

Exercicio 7-14 Fatore:

(a) 27x" 8. (b) 8x' —27. (c) 125-x. (d) ¥ — 1.
(e) x' —216. () 1000z - 1. (g) 1331 -27s". (hyx' -y

Exercicio 7-15 Fatore 512 — 5.

Caso5.x' +a’ = (x +a)(X —ax + &)

Este caso pode ser deduzido do anterior, bastando notar que a* = — ( —a)®, de modo que
Crad=r—(—al=ax-(—a)+(—ax+(—a))=(x+a)x*—ax + a°).

Exemplo 7-17 Vamos fatorar 8x°> + 27:

8x' + 27 =20+ 3= 2x+ 3N(2x)* - 2x3 + 3) = 2x + 3)(4x* - 6x+ 9) <
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Exercicio 7-16 Fatore:

(a) 27x" + 8. (b) 8" + 27. (c) 125 +x. (d)x + 1.
(e) X’ + 216. (f) 1000z + 1. (g) 1331+ 275, (h) X +y'.

Exercicio 7-17 Fatore:

@y + 1. (b) ¥+ 1. () X"+ 512.

Observacdo. Dada uma expressdo polinomial, se substituimos x por um nimero, obte-
mos um nimero real, chamado valor da expressao nesse nimero. Assim, se a expressio €
3x*~2x+ 1,0seuvalorem x=1¢€3.1"-2.1 + 1 =2. E o seu valor parax=0 € 1, como
vocé pode ver. Um niimero no qual a expressao se anula é chamado de raiz da expressdo
polinomial. Assim, 1 é raiz de 2x* — 4x + 2, pois 2.1° — 4.1 + 2 = 0. Ou seja, 1 € raiz da
equagdo 2x° — 4x + 2 = 0. Se a gente conhece uma raiz de uma expressao polinomial, hd
possibilidade de comecar a fatorar a expressao. N6s vamos ver que se ¢ é raiz de A, entdo
a divisdo de A por x — ¢ € exata, isto &, tem resto (. Entdo, dividimos A por x — ¢, usando,
por exemplo, Briot-Ruffini. Antes de justificar, vejamos como funciona em um exemplo.

Exemplo 7-18 Como 1 é raiz de x' — 7x + 6, pelo que adiantamos acima, tal expressio
polinomial é divisivel por x — 1. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, temos

Portanto, x*— 7x+ 6 = (x> + x—6)(x — 1) = (x + 3)(x — 2)(x — 1) onde usamos, na
tiltima igualdade, o procedimento do caso 2. Isto se tornara facil quando aprendermos a
resolver equacio do segundo grau, no §13(C).

Exercicio 7-18 Verifique que 2 é raiz de x’ — 6x" + 11x — 6 e em seguida fatore esta ex-
pressdo polinomial.

Para justificar a afirmacfo feita na observagdo anterior, vamos dividir a ex-
pressdo polinomial A por x — ¢. Temos, de acordo com resultado ji enunciado na se¢io
anterior, que existem expressoes polinomiais Q e Rtaisque A = (x —¢c)Q + R, sendo R =
Oou (graude R) < (grau de (x—c¢)) = 1. Entao R € constante. Fazendo x = ¢, vemos que a
constante R é igual ao valor de A em c¢. Entdo, o valor de A em ¢ € 0 (ou seja, ¢ é raiz de
A) se e somente se R = 0, ou seja, se e somente se A = (x — ¢)Q, conforme querfamos
demonstrar.
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Respostas dos exercicios do §7
71 (a)-9x2+13. (1)2-Tx—11x%  (¢)2u-21y. (d) 105+ 2x—4.
72 (@8t +4r -4 () 8y—1207  (c) 3x* —22¢ + 41x* — 46x + 20.

(d)—6x" —3x* + 22 — 10" — 12x + 8 (e) 3’ — 3w’ —6uv + 6v°. (1.
7-4  (a) Sim. (b) Sim, (c) Sim. (d) Sim.

(e) Sim. (f) Sim. (g) Nio. (h) Néo.

(i) Sim. (j) Sim. (1) Sim. (m) Sim.

(n) Nao. (o) Nao. (p) Sim. (q) Sim.

7-5 (a) x=0. (b) x=0.
7-6  (a) X"+ 5x'a + 10x°a” + 10x°a° + 5xa* + @,

(b) 2% + 6x°a + 15x%a* + 20x%a° + 15x°a* + 6xa® + a®.

77 (a)dx—11e28. (b)yx—2e0.
(c)x—1edx—6. (d)x*/2 + 2x+ 5e24x—5.
(€) 3 +5x°—Tx+4e—8x+ 13. () 16x* + 162> + 12x* + 4x + 1 e 0.
7-8 (a)3x+7ell. (b)x—1e0. (c)x>—4x+8e—T.
(d)3° + 62+ 12x+ 17e14.  (e)57+Tt+5¢e16. () 55° + s> —4s+ 15e-43.
79 (a)x +a. (b)x% + ax + a”. (€)% +al+a’x +a.
(d) x* + ax’ + &% + d’x + . (@)X +ax*+ >+’ +a'x+a.
O ¢ a2 e @ T A d  x d
7-10  (a) (3x +2)%. (b) (4x — 5)°. () (2 + Tx)°.
(d) (1 - %)% (e) B3’ - 1)% () (x - 1/2)%

7-11  (a)(x+ L)(x+ 2). (b) (x+ 1)(x + 3). (c) (x— D{x+2).
(d) (x = 1)(x—2).

7-12  (a) (5x = 2)(5x +2). (b) (4x—3)(4x + 3). (c) (6—x)(6+ x).
(d) (x = 1)(x+ 1). () (x—4)(x + 4). () (82 —9)(Bz + 9).
(g) (4—Ts)(4+Ts). (h) (x —y)(x + y).
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7-13  (a) (x—2)(x+ )2 +4).  (b) (1 —3x)(1 + 3x)(1 + 9x?).
() (t—2)(r + 2)(2 + 4)(r* + 16).
7-14  (a) (Bx—2)(9x” + 6x+4). (b) (2x—3)(4x" +6x+9). (c) (5—x)(25 + 5x+ x°).
(d) (= DO +x+ 1) (&) (x—6)(x* + 6x + 36). () (10 z— 1)(1002 + 10z + 1).
(2) (11 —35)(121 + 335 + 957). (h) (x — V)2 + xy + y2).
7-15 (2 - s5)4 + 25 + 59)(64 + 8s* + 5°).
7-16 (a) Bx+2)(Ox" —6x+4).  (b) (2x+3)(4x’>—6x+9). ©(5+x)(25-5x + X).

(d) (x+ DOE—x+ 1). (e) (x+ 6)(x* — 6x + 36). () (10z + 1)(1002° = 10z + 1).
(2) (11 + 35)(121 — 335 + 952). (h) (x + Y)(x* = xy + 9.
717 (a) 07 + D — v + 1). ) (*+ DS —x* + 1),

(€) (x + 2)(x” — 2x + 4)(x° — 8x° + 64).
7-18 (x—1)(x—2)(x—3).

(A) Adicao e subtracao

E muito simples efetuar o seguinte cdlculo:
2 5x° _ 2= 5x*

=1 -1 F£-=1

pois 0 denominador sendo o mesmo das duas fra¢des, basta subtrair (no caso) os nume-
radores, conforme j4 aprendemos. E quando os denominadores sdo desiguais? Também
sabemos como agir, pois como vimos(§6(D)), temos

_adibc

*

g, €
b d bd

Assim, lemos
2 S5xt 2P +2x+ D) — (= 1)(5x%)

2i=] 2 2zw] (=10 +25+1)
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Quando se trata de soma de nimeros racionais, vimos que este procedimento
ndo apresenta um resultado mais simples. O nosso procedimento foi de achar o mmc
dos denominadores, para ser o denominador comum. Quando se trata de expressoes
como anteriores, o procedimento € andlogo, havendo um paralelo muito forte entre ex-
pressdes desse tipo, ditas racionais, € nimeros racionais.

Exemplo 8-1 Efetue

2 5x*

2

x> =1 x> 4+2x+1
Resolugdo. Inicialmente, tentamos fatorar os denominadores:

C-l=x-1)(x+1) P+ 2+ 1=(x+ 1)

Cada fator encontrado, por nio poder ser mais fatorado, é chamado de irredu-
tivel, e faz o papel de fator primo na decomposi¢ao de um niimero inteiro (um fator irre-
dutivel niio é necessariamente da forma x + a; por exemplo, x* + 1 & irredutivel, pois ndo
pode ser fatorado em R, como aprendemos no pardgrafo anterior). Vamos agora achar o
minimo miltiplo comum (mmc) de x> — 1 e x> + 2x + 1. Continuando com a analogia, de-
vemos tomar os fatores irredutiveis comuns e ndo comuns, afetados de seus maiores
expoentes, e multiplicd-los, para obter o mmc. Detalhemos isto.

. Fatores irredutiveis ndo-comuns dos denominadores x* — 1 e x* + 2x + 1 : s6 existe
um, que é x— 1, o qual estd afetado do expoente 1 (quer dizer, estd elevado a 1). Portan-
to, devemos tomar x — 1 para construir o mmc.

. Fatores irredutfveis comuns dos denominadores x*> — 1 e x* + 2x + 1: s6 existe um, que
é x + 1. Ele aparece com expoente 1 como fator de x?—1, e com expoente 2 como fator
de x2 + 2x + 1. Portanto, esse fator, afetado do maior expoente, é (x + 1)%. Portanto, deve-
mos tomar(x + 1)* para construir o mmc.

« O mmec dos denominadores x> — 1 e x> + 2x + 1 é entdo (x — 1)(x + 1)°. Este serd o de-
nominador comum.

Procedemos como no caso de nimeros racionais. Examinemos cada parcela
separadamente:
2 2 2Ax+1)

5

2 -1 (x-D(x+1) (x—-D)(x+1)
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O que fizemos foi multiplicar numerador e denominador por x + 1, justamente
o fator necessdrio para fazer aparecer o mmc no denominador. Vocé pode também pro-
ceder assim. Escreva o mmc no denominador da dltima fracdo. Dividindo esse mmc
pelo denominador da fragao do meio, a saber, (x— 1)(x + 1), obtém-se x + 1, o fator aci-
ma referido.

Repetimos o procedimento com a segunda parcela.
s5x*  5xt Sx(x-1)
2 +2x+1  (x+1)7  (x=1(x+1)

Agora, com as duas parcelas reduzidas ao mesmo denominador, basta somar
os numeradores:

2 5x 0 2x+1) 5xf(x—1)
-1 2 42x+1 (x=D)(x+1? (x=1)(x+1)
_ 2x+1)—5x"(x—1) _ 2x+2-5x" +5x° <
(x=1)(x+1)° (x=1)(x+1)

Observacdo. O calculo acima foi feito separadamente para cada parcela, mas isto deve
ser evitado, para ndo alongar desnecessariamente a resolugdo. Assim, escreveremos di-
retamente

2 sx 2 5x' _ 2x+1) 5x(x-1)
=1 X +2x+1 (x=D(x+1) (x+17 (x=D(x+D* (x=1)(x+1)
_ Ax+1)-5x*(x—1) _2x+2-5x" +5x

(x=D(x+1)* (x=1D(x+1)

Exemplo 8-2 Efetue

2. X 3

3 2 2
x X x' =2x x —2x

Resolugd@o. Fatorando denominadores a expressdo fica

1 X 3

— — = +
x x xX(x-2) x(x-2)
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« Fatores irredutiveis comuns dos denominadores: s6 existe um, que ¢ x. O maior expo-
ente que afeta x é 2, logo tomamos x” para formar o mmc dos denominadores.

« Fatores irredutiveis ndo-comuns dos denominadores: sé existe um, que é x — 2. O
major expoente que afeta x — 2 € 1, logo tomamos x — 2 para formar o mmc dos denomi-
nadores.

+ O mmc dos denominadores é entdo x*(x — 2).

Procedendo como no exemplo anterior, de maneira abreviada(esperamos que
vocé entenda as passagens), vemn.

2 1 X 3 2x(x—2) Ux-2) ¥ 3x
S TR o+ = h = +
x x x(x=-2) xx-2) X (x=2) x(x-2) x(x=2) x(x-2)
2x* —4x x=2 X 3x
= +

= . —— - —
X (x=2) x(x=-2) x(x—=2) x*(x-2)
_2:1;2 —4)c+)c—2—x+?uc_2)62 -x—2

x°(x—2) T X (x=2) <
Exercicio 8-1 Efetue:
1 X ) -2 2x- i ; 2
R TR Bl e @ —.
x+1  x+1 x+2 2x+1 x"—4 x°—=5x+46
: : ¢* 2 5—
@ @t e T
x 41 x x+3 x -9 =1 x+1 1—x
@+ 14 1 . {.h)_32x—6 _ 1x+2 . 1):—1 .
x—1 X —=x—2 x +4x+3 x +x-6

(B) Produto e quociente

Exemplo 8-2 Conforme estudamos no § 6(E) e(F), temos:

(a)’zj\r_—l' x 2x—1)x .
£ 41 x+1 (&7 +D(x+1)
2x-1

(b xf+1_:2icwl.x+]=(2x—11)(x+1).
X x+1 x (x* +1D)x
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Observacdo. A identidade em (a) é em R — {~1}, e a identidade em (b) é em R — {0}.
De agora em diante, deixaremos de indicar onde € vilida uma identidade, pois estamos
interessados apenas em exercitar cdlculos.

Vamos aproveitar a ocasido para nos exercitarmos mais em fatoracio. Pedire-
mos entdo que seja efetuada uma operagio do tipo acima, porém simplificando-a sem-
pre que possivel. No exemplo anterior, ndo se pode simplificar mais, mas nos seguintes,
isto é possivel.

Exemplo 8-3
(a) x —16 x+]__(x-4){x+4_j; x+1 _ x+4
2 +2x+1 x* —5x+4 (x+1  (x=-D(x—4) (x+1}x-1)
o]
b) xj+1 _:x:—l.x"‘+32x3+l
x° =1 x° +1 x =1
xt+2x +1

_ =D +x+D) (B +1D)T (@ x4
- 4 (=1 (x+1) x+1 '

Exercicio 8-2 Efetue e simplifique:

4x —8
: Z 4 A ¥ g LN
(O SO A . R R L5 B S S A
X +5x 25—-5x X—a x"+a- E—E X —xy
2x7 —98 yi+xly
Respostas dos exercicios do § 8
S e e
81 (a) * +3,1-+]' b) 6x _ ©) x°=5x—4 ‘
x+1 x+2)2x+1) (X =2)x+2)x-3)
1 x(2x—3) :
——_ e)—————, 0.
) x(x®+1) (x—=3)(x+3) @
v 2x2=15
— . h - :
(g)x—[ ( )(x+!)_(.x—2)(x+3)
x £ 8(x—7) yx® +5°)°
8-2 )— ] b) (x + a). c =, d =
. 5(x+35) (B¢ a) " 3(x+2) @ X
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§9- AXIOMA DE ORDEM

Até agora vimos propriedades dos nimeros reais que envolvem igualdade. Para exami-
nar propriedades que envolvem desigualdades, em que intervém as nogdes de maior e
menor, € interessante termos uma visio geométrica dos nimeros reais. Esta se obtém to-
mando uma reta, escolhendo um ponto O da mesma (origem), e uma unidade de medi-
da. A origem O representa o nimero 0, € o ponto a direita de O, distante uma unidade de

51
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O, representa o numero 1, conforme se ilustra na Figura 9-1. Marcando pontos a direita
de O através de sucessivo uso da unidade de medida, obtemos pontos que representam
2, 3, 4, etc. Tomando os simétricos dos pontos em relacio a O, teremos os representan-
tes dos nimeros —1, =2, =3, —4, etc. Obtemos uma graduacio da reta, como se fosse um
termémetro. Uma reta, com uma graduacio desse tipo, é referida como eixo.

Figura 9-1

Suporemos todos os nimeros reais representados sobre essa reta. Por exem-
plo, na referida figura, o ponto P representa 3/2, e o ponto O representa—3/2. Usaremos
a seguinte nomenclatura:

'g Se o niimero real x € representado pelo ponto £, x é chamado coordenada de P.
(  Diz-se também que P tem coordenada x.

Exercicio 9-1 Desenhe, em uma reta, os pontos A, B, C, D, E, que representam, respectivamen-
te, os nimeros 5/2, -2, 3/5, —1/4, —5/2. Portanto, usando a nomenclatura introduzida, pede-se
que sejam desenhados os pontos A, B, C, D, E de coordenadas 5/2, -2, 3/5, —1/4, —-5/2, respecti-
vamente.

Por essa representacdo, estamos separando o conjunto R dos nimeros reais
em trés conjuntos: o conjunto{0}, o conjunto P dos nimeros representados & direita de
O, chamados de nimeros positivos, e o conjunto dos nimeros representados a esquerda
de O, chamados de nimeros negativos, cada um sendo o oposto de um niimero positivo.

A soma e o produto de nimeros positivos € um niimero positivo. Por exemplo,
243=15,25=10.
Dados os niimeros reais distintos a e b, se o representante A de a estd a esquer-

da do representante B de b, dizemos que a é menor do que b, e indicamos a < b, ou ,
equivalentemente, dizemos que b € maior do que 4, e indicamos b > a (Figura 9-2).

aémenordoque b a<b
bé maiordoque a: b=a

Figura 9-2
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De um outro ponto de vista, podemos dizer que b > a significa que b — a € posi-
tivo. Em particular, se b é positivo, podemos indicar b > 0 (pois b — 0 = b é positivo).
Assim,

b>aseesomentese b—a>0
Do mesmo modo, se b € negativo, podemos indicar b <0, e

b<aseesomenteseb—a<(

Exemplo 9-1 Para decidir se um ndmero é maior ou menor que outro, vocé pode racio-
cinar geometricamente ou estudar a sua diferenca.

« Do ponto de vista geométrico, podemos concluir que qualquer nimero negativo é
menor do que qualquer nimero positivo, pois o primeiro estd & esquerda do segundo.

+ Se vocé quer decidir se —1,234 é maior ou menor do que —1,235 , basta fazer a dife-
renca:

-1,234 - (-1,235)=-1,234 + 1,235=0,001 >0
Daf resulta
—-1,234 > -1,235

« Do mesmo modo, para decidir qual dos nimeros —4,004 e —4,002 é o maior, calcula-
mos

—4,004 — (-4,002) = —4.,004 + 4,002 = -0,002 <0
logo,

—4,004 <—4,002

Vamos resumir o que foi dito:

O conjunto R dos niimeros reais est4 separado em trés conjuntos, {0}, Pe P,
onde os elementos de P, chamados de nimeros reais positivos, verificam:

Se ae bestio em P, entdo a + b e ab também estido em P.

O conjunto —P € formado pelos opostos dos niimeros de P. Os elementos de —P
sdo chamados de niimeros reais negativos.
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Se a e b sdo nimeros reais quaisquer, b > a (1&-se “b é maior do que @”) signifi-
ca que b — a é positivo. Nesse caso, escreve-se também a < b (1€-se “a € menor do
que b”)

Exercicio 9-2 Complete com o sinal > (maior do que) ou com o sinal < (menor do que):

@3 ..5. (b)-10...... 2. @ J..-1
(d)5 ..... 6. (€)-2 ... 4. (f) —200 ....~199.
(2)-100 ..... 20. =2 ....-25 (i) -3/2 ..... 0.
() 149 ...1,5. M 1,3..... -1,3. (m)=7/2 ....~5/6.

Decorre de propriedades anteriores que:

« O produto de um niimero positivo por um negativo é um nimero negativo.

A

« O produto de um nimero negativo por um negativo € um nimero positivo.

Introduzimos a seguinte notacao:

a = b significaa >boua=b.

e

a < bsignificaa<boua=bh.
L]

Assim, x = 0 significa que x > 0 ou x = 0. Esta notagao causa por vezes estra-
nheza ao aluno, quando usada, por exemplo, do seguinte modo: 2 2 0. Isto esta correto,
pois o que esta expresso é que o nimero 2 ou € maijor do que 0, ou € igual a 0. Claro, a
gltima afirmagio ndo ocorre, mas isto ndo impede que se escreva 2 2 0.

g Convencéo. Se a <x e x < b, costuma-se combinar isso escrevendo a <x < b.
Significado andlogo tém as expressdes a<x<b,a<x<b,a<x<b.

Quando aparece um dos sfmbolos <, >, < ou 2, fala-se em desigualdade, em
contraposigiio ao caso em que aparece =, quando se fala em igualdade. Assim como na
igualdade, fala-se em primeiro membro e segundo membro. Portanto, em a < b,aéo
primeiro membro, e b é o segundo membro.

As desigualdades @ < b e ¢ < d, ou quaisquer outras obtidas delas por substitui-
¢do de um dos simbolos < por <, sdo ditas de mesmo sentido. A mesma nomenclatura é
usadaparaa2bec2d.

Portanto, as desigualdades x < 3 e y <4 sdo de mesmo sentido, 0 mesmo ocor-
rendo com as desigualdades x 22 ey = 3. '

As seguintes propriedades sdo de fécil verificagio:
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%

y (a) Tricotomia. Sendo @ e b nimeros reais, ocorre uma tnica das possibilida-
des:a<b,a=b,a>b.

(b) Transitividade. Sea <be b <centioa <c.

As seguintes propriedades envolvem desigualdade e soma:

? (a) Em uma desigualdade, pode-se somar um mesmo niimero a ambos os mem-
g bros.

% (b) Desigualdades de mesmo sentido podem ser somadas membro a membro,
¥ )

X prevalecendo o sinal < ou > caso eles ocorram.

Exemplo 9-2

(a) De acordo com a propriedade (a), temos:

« Sea+b<3entdioa+b+y<3+y. <
e Sed3+vzxentdo3 +v—z2x—2. <

(b) De acordo com a propriedade (b), temos:

Sea+ b<4ea-2b<5, podemos somar membro a membro essas desigualda-
des para obter

a+b+a-2b<4+5 o 2a-b<9 <

Analogamente, podemos somar membro a membro as desigualdades
x+y=z3 e z> 1
para obter

x+y+z>3+1 X+y+ z>4 <

Gragas a propriedade (a), podemos passar uma parcela de uma desigualdade
de um membro para o outro, desde que mudemos o sinal da parcela, isto €, tomemos o
oposto dela. Por exemplo, se a + b < ¢, somando —b a ambos os membros, resultaa + b —
b<c¢—b,ouseja, a <e¢—b. Destaquemos:

r

¥ Em uma desigualdade, podemos passar uma parcela de um membro para o ou-
i
{ tro, desde que tomemos seu oposto.

Examinaremos agora propriedades das desigualdades envolvendo produto.
Um exemplo nos ajudard a entender. Temos 7 < 12 . Escolhamos um nimero positivo,
digamos 2. Se multiplicarmos ambos os membros, obteremos 2.7 < 2.12, ou seja, 14 <
24, o que é verdade. Se tivéssemos escolhido um nimero negativo, por exemplo -2, te-
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rfamos —14 e —24, e como —14 > -24, vemos que a desigualdade muda de sentido. Isto ja
é um aviso de que nido podemos multiplicar uma desigualdade por um nimero qual-
quer e esperar que ela mantenha o sentido. Por exemplo, se x < y ndo podemos escre-
ver ax < ay. Eis o resultado correto:

(¢ Se multiplicarmos ambos os membros de uma desigualdade por um nimero
" positivo, ela mantém o sentido. Se multiplicarmos por um nimero negativo, ela
E muda o sentido.

Vejamos como se pode demonstrar a primeira parte. Ndo € nosso costume fa-
zer isto, porém no caso isto vai ser esclarecedor. Vamos supor que a > b. Isto quer dizer
que a — b > (. Entdo, se ¢ > 0, temos que c(a — b) > 0, pois o produto de niimeros positi-
vos é um nimero positivo. Entdo ca — ¢b > 0. Mas isto quer dizer que ca > ¢b. Ou seja,
provamos que se a > b e ¢ > 0, entdo ac > cb. E claro que se tivéssemos partido de a > b,
chegariamos a ac 2 bc.

Exercicio 9-3  Verdadeiro ou falso? Quaisquer que sejam x, y, 7 reais tem-se:

(a) Se x>y entdo 2x > 2y, (b) Se x < yentio zx < zv.
(c)Sex<yentiox + 3 <y+3. (d) Se x < y entdo —x = —v.
(e) Se x < () entdo —2x > 0. (f)Sex>0ey<0entio.xy <0,

A propriedade anterior nos permite resolver desigualdades tais como 2x < 3,
quer dizer, achar quais x verificam 2x < 3.

Exemplo 9-4
(a) Resolva a desigualdade 2x < 3, isto €, determine todos os x tais que 2x < 3.
(b) Resolva a desigualdade —2x < 3.

Resolucdo.

(a)Multiplicamos, membro a membro, a desigualdade por 1/2 (o inverso de 2), que € positi-
vo, para obter
1 1 3

—2x<—=3 . x<—=
2 2 2

(b) Para resolver —2x < 3, multiplicamos ambos os membros por —1/2, que sendo negativo,
inverte o sentido da desigualdade:

1 1 3
=t =3 = =
2 ( XJ > X = :
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ATENCAO. Ao resolver uma desigualdade do tipo 5x 2 3 + a (a é considerado dado),
acontece as vezes que ao se multiplicar por 1/5, apenas o 3 é multiplicado:

1 | 3
—5x2—34a .. x2—+a (ERRADO!)
5 5 5

Vocé descobriu por que estd errado? E que quando se multiplica por 1/5 o se-
gundo membro, deve-se multiplicar todo o segundo membro, e ndo s6 a primeira parce-

la 3. Eis o procedimento correto:

£.5x2£.(3+a) HOXE 38
5 5 5

Exemplo 9-5 Resolver 2x + 16>8.

Resolucdo. Temos 2x > 8 — 16, ou seja, 2x > -8, e dai , x > —4. <

Exercicio 9-4 Resolva as desigualdades (na incégnita x):

(a)7x-2>9. (b)-12x+5<2. (c)3—-3x>-2. (dy4 —x=2x-5.
) 19x+5>2—-3x. (H3-x+23<09, (g)ax< —ax+ 1. (h) ax —2ax=a.

Pela propriedade anterior podemos escrever que supondo ¢ > 0, temos que se
a < bentdo ac < be. Suponha agora que tenhamos ac < be, e que ¢ > 0. Serd que podemos
cancelar ¢ para concluir que a < b7 Vejamos: a desigualdade ac < be € equivalente a ge —
be <0, ou seja, a (a — b)e < 0. Como ¢ > 0, entdo para que o produto seja negativo deve-
mos ter @ — b <0, ou seja, a < b. Com raciocinio semelhante pode-se provar que se ac <
bc e ¢ <0, o cancelamento de ¢ inverte o sinal da desigualdade. Combinando isto com a
propriedade anterior, podemos afirmar que:

{« « Suponha ¢ > 0. Entio a < b se e somente se ac < bc.
& « Suponha ¢ < 0. Entdo a < b se e somente se ac > bc.
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Respostas dos exercicios do §9
9-1 Figura9-3.

E B BeL @ A
_ISIYilflli:zllll‘F'llll_l1l llllllll b IIIIIIIII I1 IIIII |IlIéllllT'||l|3 ||||| }PPI&
Figura 9-3

9-2  (e), (h), () : > Os restantes itens: <.

93 (aV. (b) E. (c)V. (d) V. (e) V. (1) V.

9-4 (a)x>11/7. (MHx=21M4. ()x<53. (dyx<3. (e)x=-5/22. (Hx=17.
(g)Sea>0:x< 1/2a; se a = 0: qualquer x € solucio; sea<0: x> 1/2a.

(h)Sea>0:x<-1; se a = 0: qualquer x € solucao; sea<0:x=2-1.

§10- MODULO OU VALOR ABSOLUTO

Vamos apresentar agora a no¢io de modulo de um nimero real, também chamado de va-
lor absoluto. A fim de motivar a definicfo, considere o niimero 3, e sua representacio P
na reta (Figura 10-1), ou seja, P é o ponto de coordenada 3.

3 unidades
°c_ . o P
8 =2 A4 0o 1 2 83 4
\ 3 unidades
Figura 10-1

A distdncia de P a origem O, na unidade de medida da graduacido da reta, € 3.
Vamos indicar esta distdncia por |3]. Entao, |31 = 3. Considere agora o ponto (J, que re-
presenta o nimero —3, ou seja, O é o ponto de coordenada —3. Sua distincia & origem O
também € 3. Indicamos esta distancia por |-31. Assim, |-3| = 3. Em geral, se x é um nu-
mero real, a distdncia a origem O do ponto que o representa serd indicada por lxl.
Assim, 171 = 7, |-71=7,116] = 16, |-16l = 16.
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Esses exemplos ilustram o seguinte: se a = 0, entao a distdncia & origem O do
ponto que representa a € a. E se a é negativo, tal distdncia é —a. Esta iltima afirmacio
em geral ndo € bem entendida, porque a gente acha que devido ao sinal —, o niimero —qa é
negativo. Ndo! Veja: se a = -7, entdo —a = —(=7) = 7. Uma vez esclarecido este ponto,
vamos designar pelo simbolo lal a distdncia 4 origem O do ponto que representa a (ou
seja, do ponto de coordenada a). Em suma:

% lale a se a=0 (%)
( &= -a se a<0

éE lal recebe 0 nome de médulo ou valor absoluto de a.

Exercicio 10-1 Calcule:

(a)112].  (D)I5. (c) -101. (d) =151, (e) -2-0,51.

As seguintes propriedades decorrem de (& ):

e lalZ0elal=0seesomentesea=0
| al

e labl=lalbleseb=0, %=~
b bl
{ o |—al = lal
¢ lafis (o)

Exemplo 10-1 Se Ix| = m, onde m 2 0, isto quer dizer que o ponto de coordenada x dista
m da origem O, ou seja, Ou X = i oU X = —in.

« Assim, resolver a equacdo lxl = 3 é muito fécil: x = 3 ou x = —3. Escrevemos, abrevia-
damente, x = 3. O conjunto-solug¢do da equacio dada é {-3,3}.

o Pararesolver a equagio 13x—5| = 4, escrevemos 3x— 5 = +4, portanto 3x =14 + 5,e dai x =
(4 + 5)/3, ou seja, x = 3oux = 1/3.

Exercicio 10-2 Resolva a equagdo, em cada caso:

(a) Ixl = 5. (b) lx—51=2. (c) 2x—4l=6. (d) 16 — 3xl = 10.
(e) lxl=-2. () xl =2 |-xl. (g) Bx+ 1= -2l (h) I(x— T)x+ 2)1 =0



60 Pré-Cdlculo  Cap. 3

Exemplo 10-2 Pararesolver a desigualdade |x| < m, onde m ¢ um nimero positivo, isto
é, para achar os valores de x tais que lx| < m, vamos pensar do ponto de vista geométri-
co. Marquemos os pontos A e B de coordenadas —n e m, respectivamente (Figura 10-2),
os quais sio simétricos em relagdo a origem O, e imaginemos x como a coordenada de
um ponto P. Entdo |x| < m quer dizer que P dista menos do que m de O, ou seja, P estd
entre A e B. Isto quer dizer que —m <x < m.

. Assim, resolve-se a desigualdade |x| <4 imediatamente, pois ela equivale a— 4 <x < 4.

« Resolvamos agora a desigualdade 15x + 4/ < 6. Ela equivale a—6 <3x + 4 < 6. Subtrain-
do —4 em todos os membros, resulta —10 < Sx < 2 . Dividindo todos os membros por 5
ven, finalmente, —2 < x < 2/5. (S6 para ter certeza de que vocé estd entendendo o que
estd fazendo, reforcemos que resolver a desigualdade 15x + 4| < 6 significa achar todos
os x que a verificam. NGs obtivemos a resposta: sdo aqueles que verificam —2 <x < 2/5.)

il

B
——
m

Figura 10-2

Exercicio 10-3 Resolva as desigualdades, em cada caso:

(2) Ixl < 1. (b) I7x — 4l < 10. (c) 13+ 9l < 1.
(d) 11-5x| < 4. (e) e —21 <-2. (f) Bx+ 412,

Exemplo 10-3 Queremos agora resolver uma desigualdade do tipo Ix| > m, m um ni-
mero positivo. Como no exemplo anterior, marquemos o0s pontos A € B de coordenadas
—m e m, respectivamente (Figura 10-3), os quais sdo simétricos em relacao a origem O, ¢
imaginemos x como a coordenada de um ponto P. Entdo |x| > m quer dizer que P dista
mais do que m de O, ou seja, P estd a esquerda de A ou a direita de B. Isto quer dizer que
X < —moux>n.
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m
Pa 0
X -m 0 m

m

m

Figura 10-3

« Assim, resolve-se a desigualdade |x| > 5 imediatamente, pois ela equivale a x <35 ou
x> 5
» Resolvamos agora a desigualdade [3x + 4/ > 6. Elaequivale a3x+4<-6o0u3x+42
6. A primeira ¢ equivalente a x <—10/3 e a segunda a x > 2/3. Portanto, a desigualdade
proposta tem como conjunto-solu¢do o conjunto formado pelos x tais que x <-10/3 ou x
>2/3.

Exercicio 10-4 Resolva a desigualdade, em cada caso:

(a)ldx—-4122. (b)lx+351>2. (c)2—dxI=3. (d)Ix-31>-1.

Registremos os resultados obtidos acima:

Seja m > 0. Entao:

o |xl <m se e somente se —m < x < M.

~

o lxl > m se e somente se x < —m oOu X > N

Estas propriedades podem ser demonstradas a partir da defini¢do de médulo.

Nio podemos deixar de mencionar a seguinte importante

Propriedade Triangular. Quaisquer que sejam os nimeros reais «, b e ¢,
tem-se

o,

la+ bl <lal + bl

Observacio. Sea=-4,b=1,temos la+ bl=1-4+ 11=1-31=3. Por outro lado, lal = |-4|
=4delbl=111=1,logo lal + bl = 5. Como 3 < 5, vemos que nesse caso particular, temos
la + bl <lal + |bl. Agora vocé deve estar se perguntando se existe um caso em que la + bl
= lal + 1bl. Podemos descobrir quais sdo esses numeros. De fato, como os nimeros
envolvidos sdo maiores ou iguais a zero, a dltima igualdade é equivalente a seguinte:
la + b2 = (lal + 1b)%, ou seja, la + bI* = lal® + 2lallbl + 1bI>. Usando (), temos (a + b)* =
a® + 2labl + b, ou seja, a* + 2ab + b*> = a” + 2labl + b*, de onde resulta ab = lab|. Por defi-
nicdo de médulo, isto significa que ab = 0. Assim,
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i;: la + bl = lal + bl se e somente se ab = 0.

Exercicio 10-5 Verdadeiro ou falso?

(a) lal é sempre positivo. (b) lal é sempre negativo.

(c) lal pode ser nulo. (d) lal = @, para todo a real.

(e) labcl = lallbllel, para quaisquer a,b, ¢ reais. (f) labl < lallbl, para quaisquer a,b reais.

(g) la + bl = lal + 1bl, para quaisquer a,b reais.  (h) la’l = lal’ = a’, para todo a real.

(i) I(=2) + ¢l =2+ el , para todo ¢ < 0. (j) la—bl < lal - 1bl, para quaisquer a,b reais.

Respostas dos exercicios do §10
10-1 (a) 12. (b)5. . (c) 10. (d) 15. () 2,5.
10-2 O conjunto-solugdo, em cada caso, é:

@ {=515).. B {3.7). (c) {=1.5}. (d) {-4/3,16/3}.

(e) conjunto vazio. ) {0} (@ (-3/2.1/4).  (b){-2.1}.
10-3 (a)-1<x<1. (b)-6/7T <x<2. _ () —4/9 < x < -2/9.
(d)-3/5<x<1. (e) ndo existe x. (f) 2<x<-2/3.
10-4  (a)x<1/20ux=3/2. (b) x < —7 ou x >=3.
(cyx<—1/4 oux=5/4. (d) x real qualquer.
10-5 (a)F. (b) F. (e) V. (d)F. (e) V.
() E. (g) E. (h) V. (i) V. Q) F.

§11- RADICIACAO

(A) Raiz n-ésima

« E dado o niimero real b = 16 e o nimero par n = 2. Qual é o nimero ¢ que verifica as
seguintes duas condicbes: a 20 e ¢” = 16? Vocé jd adivinhou que a=4, pois4>0e 4’ =
16. Indica-se 4 = /16, e se 1& “4 é a raiz quadrada de 16”.

Este problema poderia ter um cunho geométrico, se colocado nos seguintes
termos: determine o comprimento do lado de um quadrado cuja drea vale b =16 metros
quadrados. A resposta é: o lado do quadrado mede a = +/16 = 4 metros.
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Voltando ao problema inicial, note que existem dois nimeros cujos quadrados
valem 16. Eles sido 4 e —4 (pois (—4)* = 16). No entanto, apenas um deles, a saber 4,
merece o nome de raiz quadrada de 16, é justamente 4. Em geral, pode-se mostrar que se
b > 0 é um nimero real, entdo existem exatamente dois nimeros reais que elevados ao
quadrado ddo b. O positivo é chamado de raiz quadrada de b, e € indicado por Jb. (0 ou-
tro niimero é —+/b.) Portanto, (1./5)2 = b. Assim, existem dois nimeros cujos quadrados
valem 36, que sd0 6 ¢ —6. O positivo, a saber, 6, € chamado de raiz quadrada de 36, e € in-
dicado por + 36, ou seja, 6 = J36. Se b = 0, existe um tnico nimero que elevado ao qua-
drado dé 0, que €é o préprio 0. Por defini¢do, V0 =0.

Exercicio 11-1 Determine a raiz quadrada dos seguintes nimeros:
(a) 49, (b) 81. (e) 1. (d) 0. (e)-L.
Exercicio 11-2  Verdadeiro ou falso?

()49 =-3. (b) (9y=9. (©) V9 =13,

(d) A raiz quadrada de um niimero positivo é sempre um niimero positivo.
(e) Se b = 0, existern dois nimeros que elevados ao quadrado sdo iguais a b.

ATENCAOQ. Considere os seguintes problemas:

(1) Determine um nimero cujo quadrado € 235.
(2) Determine a raiz quadrada de 25.

Para resolver (1), chamamos um nimero x que resolve o problema , e impomos
x2=25. Daf, x>~25 =0, isto é, (x—5)(x + 5) = 0, logoou x— 5= 0 oux + 5 = 0, de modo
que ou x = 5 ou x = 5. O conjunto-solugdo € {-5,5}.

Resolvamos agora (2). Pede-se para achar J25. Conforme aprendemos, J25=5,
logo o conjunto-solugdo desse problema é {5}.

Esperamos que fique claro que se trata de dois problemas distintos, com solu-
¢oes distintas. Poderfamos ter resolvido (1) assim: x* =25, logox =% V25 =45.

Observacdo. Quando se pergunta quanto dé +/ X~ , aresposta quase sempre € x, ou seja,
escreve-se /x° = x. Serd que essa igualdade é verdadeira? Vamos experimentar. Se x =
—6, ela diz que /(=6)” = -6, 0 que evidentemente estd errado, pois \/{ —6)° = /36 = 6.

Vamos mostrar que a férmula correta é

N =%l
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De fato, v/ x* & por defini¢dio o tinico niimero positivo ou nulo que elevado ao

3 i s Z . 2 3 /
quadrado da x*. Como j4 vimos (pardgrafo anterior), lx* = x* e x| 2 0, logo v x* = lxl.

Exercicio 11-3 Verdadeiro ou falso?
(a) \;’E = (b) \a'r49 pode ser —7. (c) \/|x|: = [x], para todo x real.
(d) x*r..\'_s = x, para todo x real. (e) \x_z = x, sex =0. (H \.’[(x —I=x-l.sex<l.

Exercicio 11-4 Resolva a equa¢do na incégnita x, em cada caso:

(2) 2x—1)"=25. (b)) (x+2)' =d. © Bx-1V=@x+2).

« Podemos repetir o que vimos acima, tomando n = 4. Por exemplo, se b = 32, existem
exatamente dois nimeros que elevados a quarta poténcia ddo 32. Eles sdo 2 e -2, pois 2°
=16¢e(-2)*= 16. O positivo, a saber 2, é chamado raiz quarta de 32, e indicado por i[32.
Assim, 4/32 = 2. Estamos agora preparados para receber a seguinte definicéo:

"lg Seja b = 0 um nimero real e #n > | um inteiro par. Chama-se raiz n-ésima de b

L
{ ao ntiimero ¢ = 0 tal que a" = b. Indica-se a = Vg b € chamado de radicando, \f éo

« radical, e n o indice .
Quando n = 2, ndo se escreve o indice no radical. Pode-se provar que nas con-
dicdes acima, existe a raiz n-€ésima b, e que se b > (), existem exatamente dois niimeros,
i “ . & % i
a saber, /b e —4/b, que elevados a n ddo b. Se b = 0, existe apenas um nimero, o proprio
0, que elevado a n da 0. Portanto, ¥0 = 0.

Decorre da definigdo que
t by =b

Exercicio 11-5 Calcule:

()41 ) 'Y1. (c) {/81. (@) {-8.

« Dado um nimero real b qualquer, e sendo n > 1 um inteiro {mpar, pode-se provar que
existe um tinico nimero 4 tal que a¢" = b.

{ Sendo b um niimero real e n > 1 um inteiro {impar, o Unico nimero « tal que
t a" = b é chamado de raiz n-ésima de b. Indica-se a = %’(—.

\

Decorre da definicéo que

Wby = b
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Como ilustragio, temos:

i8=2, pois 2% = 8.
A8 =2, pois (—2)* = 8.

Exercicio 11-6 Calcule:
¥ oV YL ovE O

Exercicio 11-7 Decomponha 729 em fatores primos, e extraia a raiz sexta de 729, isto &, calcu-
le §/729.

Exercicio 11-8 Decomponha 13824 em fatores primos, e extraia a raiz cibica desse nimero.

(B) Propriedades

Valem as seguintes propriedades, para n , p, m inteiros, n >1, m >1:

ab =axlp

:
{
E‘ n
{ Ja _xa (b #0)
b b 4b

(JT a)!?] — !I\;aﬂl

¥z =la

com a ressalva de que, se n é par,entioa=0e b20,ea#0sem <0.

Exemplo 11-1
(a) 345 +235 - V5 =3 +2 - 1)A/5 = 41/5.
(b) ¥4.3/6 =3/4.6 =324.
Y36 Y36 [36 e
6 \f 6
(@ (¥8)* =8 =¥64.
@42 =42
Exercicio 11-9 Simplifique:
(2) 53/4 —8%/4. B9 (©V320/5.  @A9)?.  (e)Vi729.
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ATENCAQ. Muitos gostariam de acrescentar as propriedades acima o seguinte:
3fa+b =4a +¥b. Mas isso é falso. Em geral,
Ya+b=4a+4b

Veja:

V9+16 =25 =5e+/9 =3,1/16 = 4. Claramente, V9 +16 # /9 ++/16.
P +31 =1+1=2e¥1+1 =4/2. Claramente 2 #3/2, ou seja, V1 +31 231 +1.

Exemplo 11-2 Para facilitar cdlculos, as vezes quer-se eliminar radicais que aparecem
no denominador de uma fracdo. Esta operacdo € conhecida como racionalizacao.

3 § [ D . i
o Para racionalizar 1/4/2, multiplicamos numerador e denominador por +/2:

T w‘Eu \fi _\aE

2 22 2y 2

o Para racionalizar 1/(v11 ++/5), multiplicamos numerador e denominador por
J11 —+/5, chamado de conjugado de V11 ++/5. Lembrando que a*—b*=(a—b)(a + b),
vem:

I S T R S A
V11 +45 AL +4/5 Y11-45 (V11)? = (/5)
Al =45 Jf11—A5

11-5 6

¢ Queremos racionalizar U(\/_ —3/2). Para obtermos um procedimento para 1%%0 ree-
Xaminemos o caso aumd Usamos a relagdo a’— b*> = (a —b)(a + b). Fazendo a = Vileb

= /5, vem (V112 = (/5)2 = (/11 =5)(/11 + +/5), ou seja,
6= (W11 =511 +4/5)

de onde resulta,
1 Vi1 =45
Ji+s 6
Tentando imitar o processo, partimos, para o caso proposto, da rela¢io a* - b*

= (a— b)(a’ +ab+b)(§?(D)) e fazemos a = x, b =32. Como a® = A/x)* = x, b’ =
EJ‘—Z,lesultax 2_(vx \/_) (\,/x} +\Fx\/§ + (\/_) ) e dai
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1 @+ 2+Q2)
i/_—iﬁ x—=2

ou seja,
1 _{/xg +32x +3/4
Yx-12 x=2
Exercicio 11-10 Racionalize:
3 3 1 2
(a) —. (b) —. (c)——. (d) ———=
V3 3 V5-43 NTENE
©)— O @ W)~
Jit-r a2 T B2 Yx-Va
Exercicio 11-11  Diga qual dos dois niimeros ¢ o maior, em cada caso:
13 +410 2 :
(a) r__l _ g MOl (b) ——— e V49+3/42 +136
V13-4/10 2 Y7-6

Para a préxima propriedade, é essencial supor ¢ > 0:

Suponhamos @ > 0. Se g e n sdo inteiros maiores que 1, tem-se
”‘f{/a ne i a bl

Em palavras, vocé pode dividir o indice do radicando e o expoente do radican-
do por um mesmo niimero inteiro.

Assim, %2 =32" = V2 (dividimos 12 e 6 por 6).

V3 =3 (d1v1d1mos 12 e 21por 3). Podemos simplificar mais, escrevendo
= 3%% = 3% 3% para obter et =437 =4/3* 37 =377,
ATENCAO. A hipétese a > 0 é essencial, como ji dissemos. De fato,
%’(—2)3 =3-8=-2. Multiplicando o indice do radical e o expoente do radicando por 2
temos f{/ﬁ =%/2° =2. Portanto, {/{—2)3 ¢V(j-—2)6.

Observacdo. Sep >0, apropriedade acima vale para ¢ = 0, como é imediato verificar.

Exercicio 11-12  Simplifique:

@) ¥a". (b) 8", © ¥8*. ) ¥2=. ©iava.
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Respostas dos exercicios do §11

11-1 (a) 7. (b) 9. {c) 1. (d) 0. (e) Nao existe.
i1-2 (@ FE (b) V. e)E (d) V. (e) F.

11-3 (a) V. (b) F. (c) V. (d) E. (e) V. (H F.
11-4 (a){-2,3}. (b){-2+a,-2-a} (c) {~1/4,3/2}.

11-5 (a) 1. (b) 1. (c) 3. (d) Este sfmbolo ndo foi definido.
11-6 (a) 3. (b) —3. (c)—1. (d) -2. (e) 0.

117 729=3%%/729=3.
11-8 13824 =2°.3% = (24)%; 113834 = 24.

119 (a)-3V4. ()3 (c) 8. (d) 3. (e) 3.
{3
11-10 (a) 3. (b) /9. (c)'.‘.j.-g ;“’3. ) JH%JE
11 AT 1A 34
(c)\iu+1_ (f)¢16+_;/§+\/4_ @ B4
N _ﬁ‘h+ﬂﬁ+ﬁ?+h?
xXx—4a :

11-11 (a) O segundo. (b) O primeiro.
11-12 (a)2. (b) 2. (c) 512. (d) ¥256. (e)a.

§12- POTENCIA COM EXPOENTE RACIONA

J4 vimos o significado de " para n inteiro qualquer. Agora vamos estender a no¢ao para
n racional qualquer. Sugestivamente, usaremos r em lugar de n, para designar um racio-
nal qualquer. Inicialmente, lembremos que r = p/g, onde p € g 30 inteiros, g # 0. Pode-
mos sempre supor que g > 0. Por exemplo, se

3

r=—=
2

podemos escrever r = (=3)/2. Vamos definir a" como sendo {a’, ou seja, " = {/a Py
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Seja @ > 0 um nimero real, e r um racional. Escrevendo r = p/q, p e g inteiros,
q > 0, definimos

s q
a’ = ap/qz \ﬂp

Observacdo. Temos um problema aqui, pois podemos escrever r de modos diferentes
como quociente de inteiros. Por exemplo, (-3)/2 = (—12)/8 = (-15)/10, etc. Entdo preci-
samos ter certeza de que independentemente da maneira que escrevermos o numero ra-
cional, a resposta serd sempre a mesma. Ora, para um racional qualquer r, pode-se
provar que ele se escreve de modo tinico na forma py/gy, onde numerador e denominador
si0 inteiros, a fragdo sendo irredutivel, com ¢, > 0. Fragéo irredutivel quer dizer que nu-
merador e denominador ndo apresentam fator comum. Se » = p/q como acima, entdo
existe um inteiro positivo n tal que p = npy, ¢ = nq,. Entio, sendo a > (), podemos escrever

z;rfa P — -’N}.LJH - (J’ufa e

Isto mostra que a definicdo € boa, isto ¢, independe da representagao do nime-
ro racional. Note que supusemos a > 0 para poder usar a propriedade acima (dltimo re-
sultado do pardgrafo anterior).

Destacaremos o caso particular em que r = 1/n , n >1, inteiro:

—

a!fn ool a

Hustremos: 278 =4/27 =4/128, 315 = 4/3, 7920 = 75 = 3/7.

As propriedades da potenciagdo com expoentes inteiros se mantém para ex-
poentes fracionarios:
LE Regras de potenciac¢io. Sendo @ um nimero real positivo, m e n nimeros ra-

cionais, tem-se

. aur+n:a aﬂ

a
4 (am)n = g""

- (ﬂb}n =a'h"
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Exemplo 12-1

(a) i/.x‘4x.i/;.x‘m = x4 Ay x5 2B gpMA+ L 1523 _ 4, ATI60 4
g 2 3 2
. '\/Ih +S”I3 x2X9+5x3.”? x"’/g Sxil.-”?
(b) = = VL =5 T a5
Vx? x x' X
o 204 TS O6HS 13 <

Vocé pode deixar o resultado dos cédlculos do modo acima. Se quiser, pode vol-
tar a representagdo com radicais:

~13/35 _ 1 1

1 1
TX inif'Aﬁ +xh/35 5 \/_ 4
(C) (fi\/i)lfg = (2”4)[4’8 = 2{1!4}:’”8,1 = 2].-’32 =3 2
(d) (3\/;5 ny )40= (xlfSlylfS)dﬂ — x(!a‘E)A(]_y[ZA'S).dO 4Df8 ’240.-‘5 xS y2 B XS y

26045

A A

( }( ';\|'x )5 (xlfl )5 xfl/}].é x6/3 x'Z
e = = — - = e
273 273 M243)6 62 /3 '4
y y y y y <

Exercicio 12-1  Simplifique:

3, 3 _n,.26
@x¥x +4x" - s¥x. (b) 2 -*/x__2x .\/;_

%fxn

Yxx?x? —(Nx?) x

_ 4343
(©) — : (@ @5a%7)’. () :
1519 Vg

Exemplo 12-2 Podemos usar as propriedades vistas para efetuar cdlculos com radicais:

(a) Para simplificar /2, escrevemos 32" = 277, Dividindo 7 por 3 obtemos quociente 2 e
resto 1: 7=3.2+ 1, logo 7/3 = 2 + 1/3. Portanto,

Y27 =213 =22+ 1B 92918 _ 43 =4

(b) Para simplificar 1/139968/3+/2, escrevemos a decomposi¢ao prima de 139968 (confor-
me aprendemos no §6(D)) : 139968 = 2037, Entao

-1{'139968 B 4#26 ‘3? B (26 .3? -}]M B 26."4 3 T4 23!2 .37f4

3_\/5 - 312 - 321f2 - 3212 - 3'21f:

- 23.-"2--[."'1'3?#'4—1 - 2 31)’4 2-1 3 3 — 24 2? 4
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Exercicio 12-2 Simplifique:

(a) 11024, (b) ¥15552. (¢) +/18000. (d) ¥/56.
. ifa 4 — \,: Rt
(e) V14256. > 2,ﬂ2-. (g)Va'b'. (h) > &
A 512 va‘bj

Observacdo. Uma observagdo andloga a feita quando definimos poténcia com expoen-
te inteiro (§6(G)) cabe aqui. Vamos nos ater a um caso particular, que ilustra bem o que
acontece em geral. Se quisermos definir a*” desejando que seja preservada a proprieda-
de (a™)" = a™ , estabelecida para m e n inteiros, devemos ter

2 1

(a*)’ —a33 =a

- s 2
Dai, necessariamente, a*> =va” .

Respostas dos exercicios do §12

12-1  (a)0. (b) —1. () ¥x"” -1 (d)1252°%. (&) 1.
122 (a) 8352 B 632,  (c)6045. @ 2¥/7.
@6¥11.  (H245. (2) Yab.ab”. ) Ya*¥p* a2

§13— EOUA GAO OUADRA TICA

(A) Equacées na forma incompleta

Considere o seguinte problema: determine um nimero cujo quadrado € igual a ele. Sen-
do x um tal nimero, o problema exige x* = x. Temos entdo a equagio x>—x=0, naincog-
nita x (incOgnito significa desconhecido). Esta equagdo € um exemplo de equagio
quadldtxca

Uma equagio na mcogmta x € chamada de equacg@o quadritica se puder ser
colocada na forma ax® + bx + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo niimeros reais, com a # 0.

Quando b = 0 ou ¢ = 0, a equagdo se diz na forma incompleta.
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A equacdo x> — x = () citada acima estd na forma incompleta. Outro exemplo é
4x*—1 = 0. No exemplo a seguir veremos como tratar esse tipo de equagio.

Exemplo 13-1

(a) Para resolver a equagio x* — x = 0, colocamos x em evidéncia, quer dizer, fatoramos o
primeiro membro, com x sendo um dos fatores: x*—x = x(x— 1). A equagio dada fica entdo
x(x—1)=0. Entdo, ou x = 0 ou x = 1. O conjunto-solugdo € {0,1}.

(b) Para resolver a equagao 2x*>— 6 = 0, tentamos inicialmente isolar x*. Para isso, passamos
6 para o segundo membro: 2x* = 6, Dai, x* = 6/2 = 3, logo x = ++/3. Assim, o conjun-
to-solugiio da equacdo & {—+/3, 3}

Observacdo. Uma equagio quadritica da forma ax” + bx = 0 sempre tem solugido, pois
ela se escreve x(ax + b) = 0, logo ou x = 0 ou x = —b/a. Mas uma da forma ax* + ¢ =0
pode ou ndo ter solugio. De fato, se 2x* + 6 = 0, entdo x> = —6/2 = 3. Ora, x> 2 0, ao pas-
so que —3 < 0, de modo que ndo existe x real que verifica x* = -3. Logo, o conjun-
to-solucgdo da equagio ndo tem elementos, caso em que é chamado de conjunto-vazio.

Exercicio 13-1 Resolva a equacio, em cada caso:

(a)3x —12=0. (b) 4 —20=10. ©—=x"+1=0. (Dx+1=0.
()2 —x=0. () 3x +4x=0. (g) x =—4x. (h) x'—2x=3x".

(B) A arte de completar quadrados

Dada a expressio x* + 7x, vamos supor que por algum motivo seja necessdrio escrevé-la
na forma (x + m)* + n, onde m e n sio nimeros a determinar. Muito simples: basta desen-
volver o quadrado na tltima expressdo e iguald-la & primeira. Entdo, queremos que

X+Ix=kx+m’+n
ou seja,
E+Tx=x>+2mx+m’+n

Igualando os coeficientes de x vem 7 = 2m, logo m = 7/2. O termo que indepen-
de de x do primeiro membro é 0, e o do segundo é m* + n = (7/2)* + n. Igualando, obte-
mos 0 = (7/2)* + n, logo n = —(7/2)* = —49/4. Portanto, substituindo m = 7/2 e n = —49/4
na primeira expressao acima, vem

49

7
E+Tx= (x+=) - —
)=
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A técnica acima é conhecida pelo nome de completacao de quadrados. Para
que serve? Espere s6 mais um pouco. Antes, gostariamos de abreviar o procedimento.
Para isso, abordemos o problema geral de completar quadrados sendo y = x* + kx. Ao in-
vés de repetir o que foi feito, vamos dividir o coeficiente k de x por dois, para obter k/2,
e somar (k/2)* a ambos os membros:

k., 4 k5 B
(=) =X+ hkx+ (o) F+ (=) =(x+2)
y _2) X°+ kx (2) y {2) (x 2)
de onde resulta

k >
= (x4 )Y —(=)
y=(x 2) (2)

Portanto,

k k
g Bz R
v=x"+ kx (x+2) (2) (*)

Exemplo 13-2
(a) Retomemos o exemplo inicial. Para completar quadrados em y = 22+ 7x, dividimos o
coeficiente 7 de x por 2, e escrevemos diretamente, usando (&):

T 49

y:x2+7x=(x+%)3 —(%)2 =(X+E)2—? <

(b) Para completar quadrados em y = x*-8x, dividimos o coeficiente —8 de x por 2, obtendo
—4, e escrevemos diretamente, pelo que vimos acima:

y=x8x=(x—4)— (-4 = (x—4)-16 <
(c) Para completar quadrados em y = —3x* + x, colocamos inicialmente —3 em evidéncia,
para podermos aplicar («):

Ayt ot g Ao Lo g Lo 1
y==3x>+x=-3(x 3x)~ 3 [(x 6) ( 6)]— 3[(x 6) 36] <

Exercicio 13-2 Complete quadrados:

(a) X'+ 2x . (b) 2x—x'. (c)—4x—x.
(d) x° + x/3. (e) 4x° — 16x. ()= +3x.
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(C) Fatoracao de uma expressao quadratica. Equacao do
segundo grau

O dobro do quadrado de um ndmero somado com seu triplo vale 27. Qual é o ndmero?
Para resolver este problema, indiquemos por x um tal nimero. Entdo devemos ter, de
acordo com o enunciado, 2x” + 3x = 27. Para resolver esta equacdo, isto é, para achar x,
usaremos a técnica de completar quadrados. Para isso, dividimos ambos os membros
por 2, para que o coeficiente de x” fique 1:

5 . 3 27
X +—x=—
2 2
Como o coeficiente de x € 3/2, dividimos esse coeficiente por 2, para obter 3/4.
A seguir somamos a ambos os membros (3/4)% :
3 3y 27 3. g 225
il o :

Py x+(2) L +=)y=—
g =3 BT 16

Dafi resulta que

I+E=i1f@=i5 . x:—éiE
! 16 - 4 4

Usando o sinal +, vem x = 3, e usando o sinal —, x = —9/2. Portanto, o conjun-
to—solucao da equacdo é {-9/2.3}.

Este exemplo mostra como € 1til a técnica de completar quadrados. Experi-
mente resolver o seguinte exercicio:

Exercicio 13-3 Um individuo tem um filho aos 20 anos de idade. Qual a idade do filho quando
o produto de sua idade pela do pai valer 2247

Para evitar que se repita o procedimento acima em cada caso onde se tenha
uma equacio do tipo visto, podemos estudar a expressao

y=ax’+bx+c(a#0)

chamada de expressdo quadraitica. A idéia é completar quadrados. Para isso, dividi-

mos ambos os membros por «:
y b c
o —
a a a

Usando a técnica de completar quadrados, somamos (b/2a)* a ambos os membros:
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y b 2 B 2
= — VY =4t =X+ (—
a (Za) 174 (20) a
b, ¢
=(x+—) + —
(x ’-’.a) a

Dai, como (b/2a)* = b*/4a°,

a 2a a

Temos:

c B> dac b _4ac—b3_ b* —dac A

2

a 4a® 4d° 44’ 4a’ 4a* 4a’

onde introduzimos o nimero A (letra grega, que se l& delta), chamado discriminante,
dado por

A= b*—4dac (Q)

Substituindo na expressdo de y/a, vem

y b, A
=) ===

a 2a 4a
Esta expressao nos mostra que, se A < 0, y ndo se anula para qualquer x. Lem-
brando que ¥ = ax? + bx + ¢, isso mostra que a equacio ax” + bx + ¢ =0, com a # 0, cha-
mada de equacdao do segundo grau, nio tem solugdo (no conjunto dos nimeros reais).
Depois destacaremos isso. Vamos prosseguir (ndo desanime, por favor, que o mais difi-
cil passou!). Supondo, agora, que A 2 (), podemos escrever A = (J,_A)E, e como 4a’ =
(2a)?, resulta que A/da® = (VA)Y(2a)* = (\/A/2a)?, de modo que a expressio de y/a fica

JA b A b A

—) =(x+—+—Nx+———)
2a 2a  2a 2a  2a
b+vA b—+A —b—+A —b+vA
=(x+ Wx+ Wx— Wx—
2a 2a 2a

Voo By
Pl i B

Chamando de

—b+A _—b—«/g

a expressdo acima fica y/a = (x—x;)(x—x,), ou seja,
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¥ = alx—x,)(x—x3)

Note o caso particular A = 0, em que x, = x, = —b/2a. Neste caso, indica-se este
nimero por x,.

Em resumo:
Considere y = ax’ + bx + ¢, com a # 0. Seja A = b*>— 4ac.

(a) Se A <0, y nunca se anula, ou seja, a equagio ax® + bx + ¢ = 0 ndo tem so-
lugdo real.

(b) Se A > 0, tem-se a fatoracao
y = alx —x)(x - xp)

onde

_—b+s/£ —b—+/A

X 2
2a 2a

(v)

Portanto, y = 0 para x = x; e para x = X,, OU seja, x| & X, 530 as solucoes distintas
da equacdo ax’ + bx + ¢ = 0.

i e

(c) Se A =0 tem-se a fatoracdo
y = a(x - x)°
onde

Xy = —b/2a

B o o o et

Portanto x, é a tinica solugdo da equagdo ax* + bx + ¢ = 0.

Observagdo. Os nimeros x,, x, € x, sio referidos como raizes da equagdo ax® + bx + ¢ =0,
(a #0), dita equacgdo do segundo grau. Nesse contexto, x; é referida como raiz dupla, ao
passo que x; e x, sdo ditas raizes simples; e no caso (a), diz-se que a equacdo nido tem
raizes(reais).

Exemplo 13-3

(a) Fatorar y = 2x” — 3x + 1, e dar as raizes da equacdo 2x* - 3x + 1 =0.

(b) Fatorar y = — 4x” + 4x — 1, e dar as raizes da equacdo —4x* + 4x— 1 = 0.
(c) Quantas raizes tem a equagio x* + x + 1=0?
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Resolucdo.

(a) Temos a = 2, b=-3, ¢ = 1. Entdo A = b*—4ac = (-3)’—4.2.1 = 1 > 0, logo temos duas
raizes reais, dadas por (¥):

—btJA _~(-3)x+1 3%l

2a it 4
de onde resulta as raizes
x_3+1_i_1 . 1—3_1—%—£
T4 4 o 4 2 <
Portanto,
1
y=a(x—x1)(x—xz)=2(x~1)(x—5) <

(b) Temosa=—-4,b=4,c=—1.Entio A= b —dac=4—4.(-4)(-1)= 16 -16 =0, logo temos
uma tinica raiz dupla, a saber

ot 4 1
°T g 2A0—4) 2 <
Portanto,
= alp—aiP = A i)
s g = il 2 <

(c) Temosa=1,b=1,c= 1. Entdo A = b* —4ac = 1° - 4.1.1 = -3 < 0, logo ndo existem
rajzes reais.

Exercicio 13-4 Fatore:

(a)y=x"-3x+2. (b)y=2x"-11x+5. (€)y=3%-x—4.
(d)y=20~x-1 (€ y=16x"-8x+1. () y = x/16—x+3.
(@y=—x+2-1. (h) y =—3x"+6x +2. (i) y=—4x' +4x—1.

Observacdo. A férmula (¥) se aplica aos casos particulares em que b=0 ouc= 0 vistos
na secéo (A), de modo que se vocé quiser, pode usi-la também nesses casos. Porém a
nossa experiéncia indica que nesses casos particulares ¢ melhor fazer como ensinamos,
isto &, por fatoragdo, porque a incidéncia de erros € menor.
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Exercicio 13-5 Um sitiante tem um pomar retangular de 20 metros por 10 metros. Ele deseja
aumentd-lo prolongando seus lados de uma mesma quantidade, de modo que a drea seja de 264
metros quadrados. Quais as novas dimensoes do pomar?

Dada a equagao do segundo grau ax” + bx + ¢ = (), a soma e o produto das raf-
zes podem ser achados sem calcular essas raizes. De fato, usando (%) vem

~b+JA —b-JA _biVA-b-VA _-2b_ b

X+ X, =

2a 2a 2a "2  a
. (—b+x/£)(—b—«/z)_(—b)2 ~(JAY B -A
S 2a - 2a 2a2a 4q°
B b* —(b* —4ac) _4ac _c¢
4a’ 4a° a
Portanto:

Relacgoes de Girard. Se x, e x, sdo as raizes da equacdo do segundo grau ax” +
bx + ¢ =0, entdo

Xyt Xy=——
d

C
XiXa=—

Exemplo 13-4 Considere a equagdo 2x* + x — 5 = 0.
(a) Mostre que ela tem duas raizes reais p e ¢.

(b) Calcule p + g e pg sem calcular p e ¢.

(c) Calcule p* + ¢°.

(d) Calcule p* + ¢°.
Resolugio
(a) ComoA=12-42(-5=41>0,a equacao tem duas raizes reais. <

(b) Usando as relacOes acima temos que
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(¢) Temos
. 1 5 1 21
24 g7 = 2 g == P === =
Prg=@rar-g=(-)—2(-)=7+5=7 <
(d) Temos
P+@=p+9@’-pa+q) =@+ Q@ +q¢ - pqg)
1. .21 5. 31
S = <
( 2)(4 ( 2)) 2

Exercicio 13-6 Repita o exemplo anterior para a equagio x’ — ('{E—l)x —3=0.

Exercicio 13-7 Considere a equagio (na incégnita x) x* — 6mx + m’ = 0, onde m # 0 é um ntime-
ro real.

(a) Mostre que ela tem sempre duas raizes reais.
(b) Calcule a soma e o produto das raizes.
(c) Calcule a soma dos quadrados das raizes.
(d) Calcule a soma dos inversos dos quadrados das raizes (1/p° + 1/¢°).
{e) Calcule a soma dos inversos dos cubos das raizes.
Vamos supor agora que x; e X, $80 nimeros cuja soma S seja conhecida, bem
como o seu produto P. Entdo x, e x, sdo raizes da equagdo x> — Sx + P = 0. Isto € fécil de
provar. De fato, temos

Xy +12=S

Xix;=P

Da primeira vem x, = § — x,, que substituido na segunda fornece (S — x,)x, = P,
e daf resulta facilmente que x,” — Sx, + P = 0. Analogamente se chega a x,°— Sx, + P=0.
Combinando com o resultado anterior, podemos enunciar:

't . e . i
%g Existem niimeros reais x; e x, de soma S e produto P se e somente se eles sdo
({  raizes da equagfio x> — Sx + P = 0.

Exemplo 13-5 Determine dois niimeros de soma —5 e produto 6.

Resolugdo. Temos S =-5e P = 6. Os nameros pedidos sdo rafzes da equago x*— (=5)x
+ 6 = 0, ou seja, da equagdo x* + 5x + 6 = 0. Resolvendo-a, obtém-se -2 e —3.

Exercicio 13-8 Determine dois nimeros de soma S e produto P, nos casos:

(a)S=11,P=30. (1) S=34.P=1/8. (c)S=-1,P=-6. (d) S$=+2 ++3, P= /6.
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Exemplo 13-6 Considere a equagio x* — (+/3 —1)x—+/3 = 0, que ja apareceu no pe-
niltimo exercicio. Para determinar suas rafzes, devemos calcular o discriminante A =
b2 —dac = [~ (3 = 1)P=4.1.(=V3) = 3= 24/3 + 1 + 43 = 4 + 24/3. Como € positivo, te-
mos duas raizes reais. Para calculd-las, vamos extrair a raiz de A, ou seja, calcularemos
V4 +2+/3. As vezes, uma expressio desse tipo pode ser simplificada. Veja como proce-
der. Escrevemos

V44243 =JA+4B
com A e B a determinar. Elevando ao quadrado, obtemos

4+243=(JA) +2JAVB+(VB)* =A + B +2JAB

Fagamos 4 = A + B e 3 = AB. Portanto, A e B, se existirem, sfo raizes da equa-
¢do x¥*—4x + 3 = 0. Resolvendo esta equagdo do segundo grau, tarefa que deixamos
para vocé executar, encontram-se as raizes 1 e 3. Podemos tomar A =1e B = 3. Substuindo

na expressao acima de v4 + 24/3, vem
V4+23 =1 +43=1+43

Calculemos as rafzes da equagao inicialmente dada, a saber,
2—(3-1x=+3=0

Usando (#), temos:

~bxJA _3-1£(1+43)

2a 2

Usando o sinal +, obtemos \/g e usando o sinal —, obtemos —1, que sio as rai-
zes procuradas. <

Exercicio 13-9  Simplifique:

(a) V4 +2+/3. (b) V9 +2+/14. ©+15+176. () J11—-2+18.

Exercicio 13-10 Determine dois niimeros cuja soma € 2 e cujo produto é —6 — 24/3.
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Respostas dos exercicios do §13

13-1 (a) {-2.2). () (/5. V5. ©) {~1,1}. (d) Nio existe solugao.
(e) {0,1/2}. () {-4/3 .,0}. (g) {-1/4,0}. (h) {0}.

132 (a) (x+ 121 by 1—@—1)2 (©) 4— (x +2)%
(d) (x + 1/6)> — 1/36. (€) 4[(x—2)2—4]. (D) 94— (x—3/2)%

13-3 8 anos.

13-4 (a)y=(x—1)(x—2). (b)y=2(x—1/2)(x—5).  (c)y=3(x+ 1)(x—4/3).
(d)y=2(x— Dx+1/2).  (e)y=16(x—1/4)% () y=(x—4)(x—12)/16.
(8) y=—(x—1)*. (h)y = -3(x—1-15/3)(x— 1 +15/3).

(1) y=—4(x - 1/2)*.
13-5 22 metros e 12 metros,

13-6 (b)W3-1e—3.  (c)4. (d) 33— 1.

13-7 (b) 6me m. (c) 34m?. (d) 34/m”>. (e) 198/m’.
13-8 (a)5e6. (b) 1/2 ¢ 1/4 (©)-3e2. (D2 e 3.
139 (a)1++53. (b) V2 +4/7. (c) 2 +11. (d)3—+/2.

13-10 2446 & —+/6.

§14- EQUACOES QUE RECAEM EM EQUACOES QUADRATICAS

— . e e e T ) W I S o

Exemplo 14-1 Resolva a equagdo x'® —x* -2 =0.

Resolucdo. A equacio ndo é uma equagio quadrética (ou seja, ndo € uma equagio do
segundo grau). Porém escrevendo-a na forma (x%)* —x* - 2 = 0, ela € uma equagdo do se-
gundo grau na inc6gnita x®. Isto fica mais claro se fizermos f = x%, caso em que a equa-
¢dio fica 2 — £ — 2 = 0. Resolvendo esta equagdo, temos

(DAY= —41(-2) 19 143

21 2 2




82 Pré-Cdlculo  Cap. 3

portanto 7 =2 ou t = —1. Como ¢ = x*, temos x® = 2, logo x = = 4/2, ou x* = —1. Devemos
descartar essa ultima igualdade, pois ndo existe x real que a verifica. Assim, o conjun-
to-solucdo da equagio dada é {-%/2,%/2}. <

Exercicio 14-1 De o conjunto-solucio da equacdo, em cada caso.

(@)™ =" —2=0, (b) = 138+ 36 =0, © 2%/x? —3¢x +1=0.

Vejamos agora um exemplo de equagio em que a incégnita faz parte de um ra-
dicando. Uma tal equacio € referida como equacdo irracional.

Exemplo 14-2 Resolva a equacgio +/2x —1=8-x

Resolugdo. Para resolver a equagio, elevamos ambos os membros ao quadrado para
nos livrarmos do radical: 2x— 1 = (8 —x)?, ou seja, 2x — 1 = 64 — 16x + x%. Simplificando,
obtemos x* — 18x + 65 = 0. Resolvendo esta equagio, chega-se a que x =5 ou x = 13. Va-
mos voltar & equacdo original, e substituir esses valores de x, s6 para verificar.

o« Parax=25:
1°membro=+25-1=+9=3; 22 membro = 8 — 5 = 3.
Portanto, 3 € solucao da equacio dada.
o Parax=13:
12 membro=~213-1=+25=5; 22 membro =8 — 13 =-5.

Portanto, 13 ndo é solucio da equacio dada.

Conclusdo: o conjunto-solucido da equacio dada é {3}. <

ATENCAO. E absolutamente necessirio que vocé se convenca da necessidade de veri-
ficar os resultados, como fizemos acima. O fato se baseia no seguinte: se a gente sabe
que a = b entdo certamente vale que a” = b*. Mas, serd que vale a reciproca, isto é, se
soubermos que a* = b?, serd que podemos concluir que a = b? Claro que ndo: (-2)* = 27,
e dai ndo podemos concluir que —2 = 2! (Se a* = b* podemos concluir que a = +b.) Entio
a = b nio é equivalente a a” = b*. Ora, na resolugdo acima, partimos de uma igualdade, e
elevamos essa igualdade ao quadrado, portanto ndo temos uma equagio equivalente. E
por isso que devemos fazer a verificacdo. Se tivéssemos equagdes equivalentes, ndo ha-
veria necessidade disso.
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Observacdo. Pode acontecer que as duas solugoes encontradas depois de se elevar ao
quadrado sirvam. Veja o exercicio 14-2(c).

Exercicio 14-2 Resolva a equagio, em cada caso:

(@)V2x+4=10—x. (B)V2x+d=x-10. @4fx-2=x+L (D)2Jx +x=3.

Quando aparece mais do que uma raiz quadrada, em geral € necessario elevar
a0 quadrado duas vezes, conforme ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 14-3 Resolva a equagao vSx—1—-+vx+2=1
Resolucdo. Deixamos apenas um radical em cada membro, escrevendo

Vix—1=1++x+2
Agora elevamos ao quadrado ambos os membros:
Sx-1=14+2vx+2+x+2 dx—4=2x+2

Dividindo tudo por 2 vem 2x — 2 = +/x +2. Elevando ao quadrado ambos os
membros, vem:

4x* —8x+4d=x+ 2 42 -9x+2=0

Resolvendo, resulta x = 1/4 e x = 2. Devemos voltar 4 equacdo dada e verificar
se os valores encontrados sdo solucoes.

« Parax=1/4:

1 . 1] 3
12 membro = 5.1—1— l+2= il o b o — 1 # 1 =22 membro
4 4 4 V4 2 2

portanto x =1/4 néo € solugao.
e Parax=2:
12 membro = /52 —1 -2 +2 =9 —+/4 =3 -2 = 1 = 2° membro
portanto x = 2 € soluc¢éo.
O conjunto-solucao da equagdo dada € {2}. <
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Exercicio 14-3 Resolva a equagdo, em cada caso:

(@) 1+4x =34+x-2. MY V1+3x —4+x =1 (©)V3+2x =Vx =2 ++1+x =0.

Exercicio 14-4 Resolva a equacio

(x+l}3 —(_x+l)~2=0
X X

Respostas dos exercicios do §14

14-1 (a) (-132). (b) {=3-223}). (o) {1/32.1).

14-2 (a) {6} (b) {16}, (©) {3, 11}. (@) {1}.
14-3 (a) {2.6). (b) {5}. (¢) nfio existe solugao.

14-4 {1}.

§15- ALGUNS ERROS A SEREM EVITADOS

e e e e e  ————————————

Este pardgrafo se destina a citar alguns erros, que sio destacados pelo fato de serem co-
muns. Preste atencio para ndo cometé-los.

1. Confundir —I-xI com —(-x).

Temos —-3| = -3, e —=(=3) = 3. Em geral, pode-se escrever —|—x| = —lxl e —(—x) = x.

2. Confundir (-x)’ com —x’.

Temos (-4)* = (—4)(—4) = 16 e —4? = —16. Vale que (—x)> = x°.
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3. Escrever —(a + b) como —a + b.

Por exemplo, temos que, em geral, (2x+ 1) — (3x +4) #2x+ 1 —3x + 4. Para haver igual-
dade (para todo x) devemos escrever (2x + 1) — 3x+ 4) = 2x + 1-3x—4.

4. Concluir que se x < a entao cx < ca.

Devemos tomar cuidado. A conclusio acima s6 vale se ¢ > 0. Assim, se x <3, entao 4x <
4.3, ou seja, 4x < 12. Se ¢ <0, devemos inverter o sinal de desigualdade, quer dizer, tro-
car < com >. Assim, se x < 3 entdo —2x > (-2)3, isto é, -2x > - 6.

5. Escrever (x + a)’ como X° + &, ou (x + a)’ como X’ + &', etc.

Aqui s6 podemos dizer o 6bvio. Use a formula correta. Assim, (x + a)? =x*+ 2ax + a%,
(x + a)® = x* + 3x%a + 3xa’ + a’ etc.

6. Em uma fragédo, cancelar uma parcela do numerador com uma
do denominador.

Esta é a mais doida de todas as infragdes 2 regra do jogo. Equivale, no futebol, ao carri-
nho por trds. Veja:
As simplificagdes nos dois casos a seguir ESTAO ERRADAS:
3x+5 3x+5
x ot

345

x* +2x+1 - 2 +2x+1 _2x+1
X +x+l F+x+1l x+1

Para cancelar algo do numerador com algo do denominador, eles devem apare-
cer como fatores, e nio como parcelas. Por exemplo, se vocé deseja ardentemente can-
celar x do numerador na primeira fracéo acima, transforme esse x em fator, colocando-o
em evidéncia:
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. 5. 5 = 5
3x+5:X(3+;E:I(3+})=](3+;)=3+§

x X x 1 X

procedimento valido para x # 0.

Observe que poderfamos ter obtido o dltimo membro a partir do primeiro dire-
tamente, dividindo numerador e denominador por x, o que € valido, conforme vimos no
§6(B). Da mesma forma, se vocé quiser cancelar x* na outra fracio acima citada, basta
dividir numerador e denominador por x%;

2 1

> 14+—+—=

X" +2x+1 :
SN T (x#0)

X" +x+ fgetiges

X x

7. Escrever/x + a como sendo \/x ++/a, ix+a como sendo
Yx +¥a, ete.

A relagiovx +a =+x +/a para a >0 é uma equagdo. Ao resolvé-la, vocé obter4 a 1ini-
TR

ca solugdo x = 0. Portanto, em geral, vx+a #+x ++va. Da mesma forma, em geral

tem-se

Yx+a#ix+¥a

8. Escrever coisas como “2 > x > 6", como equivalente a “x < 2
oux>6".

Expliquemos através de um exemplo. A desigualdade Ix —4| > 2, conforme aprendemos
no § 10, se resolve assim : devemos terx—4 < —2oux—4> 2, ou seja, x <2 ou x > 6. Af
alguém resolve dar uma resposta curta, e escreve 2 > x > 6. Por que isto estd errado? A
resposta € simples: 2 > x > 6 quer dizer, pela conveng¢io introduzidano § 9. que 2 > x e
que x > 63 a0 passo que nés temos 2 > x ou x > 6. Na verdade, para se ter x tal que a > x >
b, € preciso que sejaa > b .
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9. Reduzir ao mesmo denominador e em seguida esquecer o de-
nominador.

1 1 y =
Para calcular x = §+5 acha-se o mmc de 3 e 2, que € 6, e dai escreve-se x =

2.1+3.1 5
= . = 5 Est4 tudo certo. S6 que tem gente que responde x = 5 (?!). Isso mesmo,

esquece-se o denominador. Bem, na verdade esse erro ocorre mais quando se estd resol-
vendo uma equacdo, como por exemplo a seguinte:

2
—_— _+i=4

=1

Ommcdex —1exéx(x— 1) Entdo

2x +4(x—-1)_, 6x—-4 _,
(x—Dx (x—1)x

O erro que estamos querendo evitar que vocé cometa € o de esquecer o deno-
minador (x — 1)x, e ficar com 6x —4 = 4 , o que levard a resposta x = 4/3, errada! Basta
substituir tal valor na equacio dada para ver que ela ndo € satisfeita. Mas ndo € por ai
que queremos que vocé se convenga do erro. A igualdade 10/2 = 5 € verdadeira, mas se
vocé esquecer o denominador, estard escrevendo 10 = 5, um absurdo. Voltando & resolu-
¢do da equagio, temos: 6x —4 = 4(x — 1)x. de onde resulta, apds simplificagdes, a equa-
¢do 2x° — 5x + 2 = 0. Resolvendo-a, obtém-se x = 1/2 ou x = 2. O conjunto-solugdo da
equacio é {1/2,2}. (Note que, de inicio, deveriamos ter observado que a equagdo sé tem
sentido se x # 0 e x # 1, por causa dos denominadores).

O erro acima indicado talvez provenha de confusdo com casos como o seguin-
te. Se a equagdo a resolver €

2 4 14

—_=

x—1 x x(x-=1)

entdo ao reduzirmos o primeiro membro ao mesmo denominador (x — L)x, ele também é
denominador do segundo membro, logo pode ser cancelado (parax#0e x# 1):

2x+4x-1)_ 14

(x—1)x x(x—1)

2x+4x—-1)=14

o que nos d4 a solugiio x = 3. Nosso conselho € que vocé sempre escreva o denominador,
e depois, se for o caso de se poder cancelar, efetue tal cancelamento. Assim, a possibili-
dade de erro é menor.
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10. Confundir a + bc com (a + b)c.

Escrito dessa maneira, parece um erro pouco provavel, pois (a + b)c = ac + bc, clara-
mente diferente, em geral, de a + bc. Porém o erro ocorre quando se tem uma expressao
numeérica. Por exemplo, para calcular
=247 .9

2+4.2

x=8+2.

tem gente que efetua primeiro a soma 8 + 2 = 10, para depois multiplicar pela fra¢ao,
que no caso vale 61/10, dando como resultado 61. Este resultado € incorreto. O cédlculo
correto se faz assim:

-2+7.9 ~2+63 61 61 _8.5+61 101

x:8+2_7= +2. +.2 . =& +—
2+4.2 2+ 8 10 5 5 5

O erro se deve a um equivoco de leitura da expressdo dada. Ela € lida assim:

=2+7.9

8+2).
( ) 2+4.2

Evidentemente esta é uma expressio diferente da dada: chamando-a de y, temos

DA AT g RO e B

2+4.2 2442 2+ 8 10

v=(8+2).

11. Confundir a°° com (a°)".

Uma das propriedades de potenciagao com expoente racional nos diz que (a”)¢ = a", que
em geral é diferente de a” . Exemplifiquemos:
Temos 3° = 3, ao passo que (3%)* = 37 = 3%, ou seja, 37 2 (39)*.
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Books

O Conjunto dos Numeros
Reais como Corpo
Ordenado Completo

Passamos em revista diversas propriedades dos nimeros reais, com o objetivo de forne-
cer algumas regras de trabalhar com eles. Agora temos um objetivo um pouco mais am-
bicioso. Queremos indicar a vocé o seguinte:

« A gente pode partir de algumas propriedades bésicas, as quais, uma vez admitidas,
permitem demonstrar as outras. Vamos fazer isto como quem conta uma histdria, pois
ndo € aqui o lugar de se fazer as demonstragGes. As propriedades bésicas admitidas sdo
chamadas de axiomas (ou postulados) e as que se podem provar constituem os teore-
mas.

« Contar a vocé que os niimeros reais gozam de mais uma propriedade, que nao foi ci-
tada ainda no texto, e que, juntamente com as demais, caracteriza, em um certo sentido,
o0s niimeros reais. Trata-se do axioma da completude, do qual falaremos adiante.

Partimos da seguinte nogdo bésica:

Uma operacéo sobre um conjunto é uma correspondéncia que a cada par orde-
nado de elementos desse conjunto associa um dnico elemento do conjunto.

a3
YT

Consideremos um conjunto K, munido de duas operagdes, uma chamada adi-
¢fio, que a cada par ordenado (a. b) associa a + b, outra chamada multiplicacao,
que a (a, b) associa a.b (também indicado por ab), as quais verificam o seguinte:

g

(I) (Propriedade comutativa) Quaisquer que sejam a e b de K, tem-se:

§

{ a+b=b+a ab = ba

(I) (Propriedade associativa) Quaisquer que sejam a, b e ¢ de K, tem-se:
1 (a+b)+c=a+(b+c) a(be) = (ab)c

89
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(II)(Elemento neutro) Existem elementos de K, indicados por O e 1, com 0 # 1,
tais que, para qualquer a de K, verificam

a+0=a al=a

(IV) (Elemento oposto e elemento inverso)

« Dado a de K, existe um elemento indicado por —a, chamado oposto de «, tal

g

e
(@ que
¢ :
(4 a+(-a)=0 .
"Li » Dado a# 0 de K, existe um elemento de K, indicado por —, e também pora ',
i chamado inverso de «, tal que ¢
g 1
:.:> a. —= ].
) a

(V) (Propriedade distributiva) Quaisquer que sejam a. b e ¢ de K, tem-se

a(b + ¢)=ab + ac (b +c)a=ba+ca
K, munido dessas operacdes, é chamado de eorpo. As afirmacdes (I)-(V) sao
chamadas de axiomas (ou postulados) de corpo.

Exemplo Tomemos um conjunto qualquer com dois elementos, que indicaremos com (e 1.
Vamos definir as operacoes de soma e multiplicagao:

6+6=6 6+T=? T+0=T T+I:6

po, por sinal bem diferente de R.
Partindo desses axiomas, podem ser demonstrados virios resultados. Por
exemplo:
;J; Teorema. (Leis de Cancelamento.) Quaisquer que sejam ¢ e b de K,
f;t (a) se a+b = a+centido b =¢;
[ (byseab=acea=0entio b = c.
g Teorema. (a) 0 e 1 sdo tinicos com as respectivas propriedades.
(b) Para cada elemento a de K, o oposto e o inverso (se a # () de a sdo (inicos.

Esclarecamos: (a) diz que se a+0’ = a paratodo a de K, entao 0'=0;esea.1’=

= @ para todo a de K entdio 1" = 1. Agora (b) ficou claro para vocé, esperamos.
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Outros fatos que se podem demonstrar:

Teorema. (Regras de anulamento.)
(a) a.0 = 0, para todo a de K.
(b) Para quaisquer @ e b de K, se ab=0, entdooua =0, ou b =0.

P ——

Vocé deve estar curioso para ver como se pode fazer essas demonstragdes. De
passagem, observemos que, para nds, provar é sinénimo de demonstrar. Vejamos um
exemplo, sé para matar sua curiosidade.

Para demonstrar (b), observe que estamos supondo que ab = 0. Isto constitui o
que se chama de hipétese do teorema (claro, faz parte da hipétese que K € um corpo).
Vamos demonstrar que ou a = 0, ou b = 0. Esta parte constitui a tese do teorema. Desta-
quemos:

Hipétese: K é um corpo, e a e b sio elementos de K tais que ab = 0
Tese: Oua=0o0ub=0.
Passando 4 demonstracio, temos dois casos:

« a=0.Nada hd a demonstrar.

« a#0. Podemos, pelo axioma (IV), considerar a'. Multiplicando ambos os membros
de ab = 0 por a”', obtemos

al(aby=a'.0
ou seja,
(a'a)b =0

onde usamos o axioma (II) e a parte (a) do presente teorema (suposta ja demonstrada).
Usando ainda o axioma (IV), a dltima igualdade fica

1.b=0
que pelo axioma (III) fornece b = 0.
Outros teoremas podem ser demonstrados. Entre eles, o seguinte:

Teorema. (Regras de sinal.) Para quaisquer a e b de K, tem-se:

o

(a)-(-a)=a
(b) (~a)b = —(ab) = a(-b)
(c) (-a)(-b) = ab

i e

e
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Podemos definir, em um corpo, subtracio e divisio, da maneira seguinte (que
voce ja deve ter adivinhado):
g a—-b=a+(-bh) e % =a.b™' (sendo b #0)

Resultados vistos no §5 e no §6 valem em um corpo qualquer, ou seja, constu-
em-se em teoremas, mas nés ndo vamos aqui enumera-los.

Um corpo K é chamado de corpo ordenado se verifica o seguinte :

(VI) (Axioma de corpo ordenado.) Existe um subconjunto P de K, cada ele-
mento do qual € chamado de positivo, tal que

(a) Se ¢ e bestdoem P, entdo a + b e ab estioem P.

(b) Se g estd em K, ou g estd em P, ou —a estd em P, ou a = 0, e estas possibili-
dades sdo mutuamente exclusivas.

P e

Pode-se provar que (a) e (b) sdo equivalentes a (a) e (b"), onde

(b") K fica separado em trés conjuntos, P, {0}, e {P}, este tiltimo formado pe-
los elementos da forma —a, onde a percorre K.

Portanto, R é um corpo ordenado.

Em um corpo ordenado, define-se

P

-

S S aaaa

o a>bsea-bestd em P. Nesse caso, escreve-se alternativamente b < a.

e a=hbsea>boua=h Nesse caso, escreve-se alternativamente b < a.

Decorre da definicdo que:
» gestiem P se e somente se a > 0.

Assim,

e« a>bseesomentesea—b>0.

NN

As seguintes propriedades podem ser demonstradas (as demonstracoes sio fa-
ceis, e s6 sdo omitidas tendo em vista nossos objetivos):
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Teorema. Em um corpo ordenado tem-se:
(a) (Tricotomia) Dados a e b do corpo ordenado, ocorre uma tnica das possibili-
dades: a < b, a = b,oua>b.
(b) (Transitividade) Sea <be b <centdoa <c.
(c)a<bseesomentesea+c<b+rc.
(d) « Sec¢>0entdo a < b se e somente se ac < be.

« Sec<0entdo a <b se e somente se ac > bc.
Talvez valha a pena demonstrar, em cardter excepcional, o seguinte teorema,
para o qual a seguinte nota¢do serd usada, vilida em um corpo qualquer:
7
a = d.d

E Teorema. Se K é um corpo ordenado, e a # 0 é um elemento de K, entdo a* > 0.

F e

Demonstracio. Como a # 0, ou a >0 ou a <0, pelo axioma (VI)(b).
« Sea>0, temos que a.a > 0, pelo axioma (VI) (a), ou seja, a’>0.
+ Sea <0, temos que —a > 0, pelo axioma (VI)(b), e dai,
(-a)(-a) >0
pelo axioma (VI)(a). Mas, pelo teorema que dé as regras de sinal (mencionado anterior-
mente), temos (—a)(—a) = a.a = a0 que substituido na desigualdade anterior nos dé a°
> 0.

O teorema a seguir, sendo uma consequéncia do teorema anterior, recebe o
nome de coroldrio (que tem como sindénimo a palavra menos usada escolio).

%g Corolédrio. Em um corpo ordenado, tem-se 1 > 0.

Bastanotar que 1 = 1.1 =1°> 0.
‘é% Em um corpo, pode-se introduzir a seguinte notagdo

2=1+1,3=2+1,4=3+1,5=4+ 1, e assim por diante.

Como curiosidade, provaremos que 5 = 3+2. De fato,
342=3+(1+D)=CG+D)+1=4+1=35

(deixaremos para vocé justificar as igualdades).

Em um corpo, os elementos 1, 2, 3, ... no sio necessariamente distintos (veja
o exemplo de corpo com dois elementos que demos anteriormente). No caso de um cor-
po ordenado tem-se 1 <2, pois2—1=1>0; e também 3 >2 pois 3 -2=1>0. Vé-se en-
tdo (usando a transitividade) que
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D2l g2<L32d <.

o0 que mostra que tais elementos do corpo ordenado sdo todos distintos (pela tricotomia,
quaisquer dois elementos dessa cadeia de desigualdades nao podem ser iguais).

Tanto R quanto Q (o conjunto dos racionais) sio corpos ordenados. Entao os
nimeros reais tém alguma propriedade que os racionais ndo tém. Muito bem, esta pro-
priedade é a chamada propriedade da completude. Ela é mais dificil de ser enunciada,
mas jé que chegamos até aqui, seria pena deixa-la de lado, mesmo que a compreensio
nio seja. digamos, total.

Vamos comegar com as nogoes de (elemento) maximo e de (elemento) minimo
de um conjunto:

, Em um corpo ordenado, o maximo de um conjunto ndo-vazio A € o elemento
{  de A que é maior do que todos os restantes elementos de A. Indica-se por maxA. O
minimo de A, indicado por minA, € o elemento de A que € menor que todos 0s res-
tantes elementos de A.

s
5

O maximo e 0 minimo de A sio referidos, respectivamente, como o maior ele-
mento de A e 0 menor elemento de A (eles podem ou nio existir).

o
=

Exemplo Sendo A o conjunto dos niimeros reais a tais que 0 <a < 1, entdo A ndo tem
minimo, e tem méaximo, a saber, 1: maxA = 1.

Considere, agora, o conjunto A dos nimeros reais tais que 0 <a < 1. Ele nao
tem méaximo. O nimero 1 seria candidato a ser maximo, mas nio pertence a A, de modo
que nio pode ser chamado de tal. Este nimero, que “quase € maximo™ recebe 0 nome de
supremo de A. Mas isto estd muito longe de ser algo preciso. Para melhorar, vamos
olhar para os nimeros que, em uma representagio geométrica dos niimeros reais, ficam
a direita de A (Figura 16-1), ou seja, os nimeros m tais que m = g para todo g de A. Cada
m assim se diz uma limitacdo superior de A. Ora, 1 pertence a esse conjunto de limita-
¢oes superiores de A, na verdade ele é o menor elemento desse conjunto. Agora pode-
mos definir o supremo de A como sendo a menor das limitagdes superiores de A.

(6 Em um corpo ordenado, um conjunto A € dito limitado superiormente se

(|

e

existe m do corpo tal que @ < m para todo a de A. Um tal m é chamado de limitagao
superior de A. Se o conjunto das limitagoes superiores de A tem um menor ele-
mento, ele é chamado de supremo de A, e indicado por supA.

0 A a 1 m

Figura 16-1
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A seguir alguns exemplos simples para vocé conferir se estd entendendo.

Exemplo
A € o conjunto dos ¢ reais tais que — 2 < a < 2. Entao supA = 2. A nio tem méaximo.
A é o conjunto dos a reais tais que —2 < ¢ < 2. Entdo supA = 2 = maxA.
A= {1,2,3}. Entdo supA = maxA = 3.
A={1,23.4, ...}. Entdo A ndo tem supremo.

Falando imprecisamente, o supremo de um conjunto € alguém que ganha de
todo mundo do conjunto, e é o menor que faz isso. E como se fosse um maximo do con-
junto. J4 que estamos esculhambando, podemos parafrasear o ditado “quem ndo tem
cio caga com gato” dizendo “quem nio tem maximo cac¢a com supremo’.

Estamos finalmente em condic¢Ges de enunciar o axioma da completude:

-,

g, i,y

Um corpo ordenado € chamado completo se satisfaz o seguinte:

(VII) (Axioma da completude) Todo conjunto nio-vazio limitado superior-
mente tem supremo.

O corpo dos niimeros reais satisfaz esse axioma. As propriedades dos nimeros
reais podem ser resumidas na seguinte afirmacao:

0 CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS E UM CORPO ORDENADO COMPLETO.

Admitido isso, todas as outras propriedades citadas podem ser demonstradas,
constituindo-se assim, em teoremas. Nds fizemos duas demonstracoes, a titulo de curio-
sidade.

Pode-se provar que Q é um corpo ordenado, porém nédo é um corpo ordenado
completo.

Gostariamos de ressaltar a importancia de (VII) para os nimeros reais, porém
dizer alguma coisa concatenada nos levaria totalmente fora de nossos objetivos. Apenas
como informacdo, diremos que gracgas a esse axioma, pode-se provar que todo ndmero
real positivo tem uma raiz quadrada. Nao é o caso de Q. Por exemplo, o niimero racio-
nal 2 ndo tem raiz quadrada em Q, isto €, ndo existe r > 0 racional tal que r* = 2. Dito de
outro modo, v/2 € irracional (relembremos que um ndmero real € irracional se nao € ra-
cional).
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Observacdo. A nogdo de infimo de um conjunto € introduzida com a idéia de que
“quem ndo tem minimo caga com o infimo”, da seguinte maneira:

T,

§ Em um corpo ordenado, um conjunto A € dito limitado inferiormente se exis-
(  temdo corpo tal que @ = m para todo a de A. Um tal m é chamado de limitac&o in-
ferior de A. Se o conjunto das limitacdes inferiores de A tem um maior elemento,
ele é chamado de infimo de A, e indicado por infA.

T

Pode-se provar o seguinte

59 Teorema. Em um corpo ordenado completo todo conjunto nao-vazio limitado
X inferiormente tem nfimo.
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Exercicios Suplementares

Exercicio 1 Calcule:
3 .
(a)I—ZI. ) —|-10]. ©—-(9). @ |-2[+]-3].
@© |-2]-|-=2]. 0 |-5-3]. @ |-6+4]. @ |-l
Exercicio 2 Verdadeiro ou Falso?
2 3 0 0
—=2. b)==0. ) —= 10, d)—=1.
(3)0 ()0 (L}S ()0
Exercicio 3 Calcule
3 5 2.4 A | 24
a) —=.—, b) (—2).—. c)(—=)—.(——
()53 (b) ( 7)8 (e ( 5)6(3)
A
(d){—)—. (e) (V2 ++3)(+/2 —+/3). () T
3
Exercicio4 Calcule
1. 2.9 1 1 1 5 9
(a) =+—=+—. b)— ——+— ©)——.
) 5 5 ( )6 9 3 )x X
Exercicio 5 Calcule
() — 12— (- 14) + | -17]. ) —2_ @9—{—g| 243 |
_ﬂ —8(6)—4
B

97
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) [9— (_5”{%- 5} @5 2=

-8(6)—4 2-(-3)
(f) 1+ [-2(3-2) + 1-(1-(=2)1.
Exercicio 6 Resolva as equacgdes
()4x + 10— CBx—4)+4(-—2x—-1)=—9x + 4. (b) 13x = 71=13.

() 12x — 4l lx +10 = 0. (d)13x—1l=—2.
(e) Ixl = 2x — 11. ) x—2=lk—6].

Exercicio 7 Resolva as desigualdades
(a)— (1 —x) <—(x+2). (b) 5(y + 2) >— 10v.
() I7Tx+6l=1. (d) 13x— 10l < 2.
Exercicio 8 Verdadeiro ou Falso?
(a) 2>x>35. (b)3 <5, (c)2<2.
(d)-7>-3. (e) — Il < x < lxl. 0 Vx?=lxl.

Exercicio 9 A férmula F=9C/5 + 32 d4 a relacdo entre a temperatura em graus Fahrenheit F e
graus Celsius C.

(a) Se a temperatura em graus Fahrenheit variou de 69° F a 96° FE, qual a corres-
pondente variagdo em graus Celsius?

(b) Se a temperatura em graus Celsius varion de 1° C a 99° C , qual a correspondente
variagio em graus Fahrenheit?

Exercicio 10 Calcule

2 32 2 3 2 4 - )
(a) (= 5). (b)-5. (e)—(=3). (d) (E)‘. (e)(— 5} &
1% 0 1., . 1 —ll . e
(ﬂ (—=1I)" (g)4 (h)(‘—zl i (1)_(_8) 3 (])(_\"IZ'U)“.
Exercicio 11  Simplifique, fazendo aparecer somente expoentes positivos:
21 o7 320 p e |
@2 () R
3xy (v) ¢ xy
xy
xy % 9
() © . (.
x°y” x'y 1
3x* Xy

Exercicio 12 Efetue

(a) (2x—3)(3x —x +4). (b) (x = 2)(2x + 3)(3x — 4).
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(€) 2¢ = 5x+6—(3x+ 7). (d) (2t' = £ +2r— 1)(2t-1).
(&) Bx —xy—=5)— (&' = 3xy-1). ) (' —4u +3)(4u + 2u + 5).

Exercicio 13  Fatore:
(a) 4x" — 3x. (b) 3x" - 12¢". (€)xy - 16. (d) x" + 14x +48.
(&) 2x'—x—6. (H3y'+3y -6 (g) 2x + (4/3)x +2/9.

Exercicio 14 Fatore
(a) 81 — 1. (b) 8F + 1. ©) (x—1)+8.

Exercicio 15

(a) Fatore a expressio x° — y* , escrevendo-a como diferenca de cubos.

(b) Fatore a expressio x° — y° | escrevendo-a como diferenca de quadrados.

(c) Dé uma fatoragao de x* + x*y* + y*.
Exercicio 16 Resolva a equacio
x'—a'-3x-3d"=0(a#0)

Exercicio 17 Resolva as equagoes

4\'*—75{-«6:4. (b) 6x _Sxi:_i
I—x" x—-5 x-5 5

(a) (c) -LS+3+x=x+9.

-

Exercicio 18 Resolva as equagdes

(a)l+ ! :1_ (b)f—i:i\:—lﬂ. (C)—?_x :
x x+6 4 xT—x—6 x*=25 10

Exercicio 19 Resolva as equacoes

()2 +x=3x. M) Vx Wx +1)=12. @) V4x> +x—4=x.

Exercicio 20 Racionalize
J5-3

25

2

{a) C} {_;
Ya-32

(

7
b) ——.
)B—Jf (

Exercicio 21 Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, determine a expressao polinomial Q e o

niimero R, para que se tenha identidade em R

(A)2x' —6x' +x—-5=(x—-2).0 +R.

(b)) 2x = 12" + 2x =12 = (2x— 12) .0 + R.
©3x' -2 +2¢—x+1=(x-2).0+R.
(d)xX'—8x +10x+57=(x+3) .0 + R.
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Exercicio 22 Divida:

(a) 3x’ — 5x + 4 por 3x — 6x.
®)x +35+2por9—x—x.

Exercicio 23  Efetue, simplificando:
(a) VY64 GV, @Y.

Exercicio 24 Divida. deixando aparecer somente expoentes positivos:

1/5 if 2 4/5 s a3y 175
@ 8x —2;fi_ +x . (b)&x‘x t f{x_ic +x
Vax?© F it
Respostas dos exercicios suplementares
1. (a) %. (b)— 10. (c) 8. (d) 5.
(e) 0. 0 8. (8)2. (h) 2.
22 (a) F. (b) F. (¢) V. (d) F.
3. (a) 1. (b) — i (c) i (d) Nao estd definido.
7 15
3
(e)—1. —
(e) (N 5
12 7 4
4. = ) e
(a) 5 (b) T (c) =
5. fa) I9. (b) 80. (c) 12. (d) 15/2.
(e) =2. (=3
6. (a){=3) (b) {—2, 20/3}. (c) {~ 10, 2}.
(d) Nao existe x. (e) {1, 1/3}. () {4}
7. (a) x <=1/2. (b) vy >—2/3. (c)x<—1 oux=-5/7. (d) 8/3 <x < 4.
8. (a) F. (b) V. (c) V. (d) F.
(e) F. (v
9. (a) De 185/9 a 320/9 . (b) De 169/5 a 1051/5.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.

24.

(a) 25. (b) =25. (c) —25. (d) 9/16.
(e) 9/16. () 1. (g) 1. (h) —64.
(i) 2. (j) 1.
@) 7 y. i ()L (@) x°.
uv'e 4x

) (f) 9x°y.

x
(@)6x’ — 11x* + 11x— 12. (b) 6x° — 11x° — I4x + 24.
(c) 2x* —8x— 1. (d) 4t —4r + 5 —4t + 1.
(e) 2x° + 2xy — 4. (f) 40® — 16u* + 144° — 3u° — 14u + 15.
(a) x(4x — 3). (b) 3x%(x = 2)(x + 2). (c) (xy—4)(xy + 4).
(d)(x +6)(x+8). (e)2(x+3/2)(x~2). (f) 30y = Dy + 1)(y* + 2).

(g) 2(x + 1/3)°.

(@) (2t — 1)(4F + 2t +1). (b) (2t +1)(4€ — 2t +1). (c) (x + 1)(x* —4x +7).
(@) (x + y)x—p)(x + 2 + ¥ (B) (x + Y)x =YX + xy + Y )& —xy + Y.
(c) & + 2y + ' = (2 + 2y + V) = xy + ¥°).

(a®+3, —a®+3).

(a) {— 1, 2}. (b) {0}. (c) {6}.

(a) {~ 4, 6). (b) { 8/3, 4}. (¢) Nao existe x.
(a) {1, 4). (b) {9). (c){-1, 1, 4.

(a) 1 ++/5. (b) 3 + /2. (c) 316 +3/8 +3/4.
(@) 25° — 25 =3 e =1L (b)x> + 1e0.

(c) 35+ 4x° + 10x + 19 ¢ 39. (d)x*=3x + ¥*=3x+ 19 0.

(a) Ouociente x +2, resto 7x + 4. (b) Quociente — x> + x —13, resto —22x + 119.
(a) 2. (b) x. (c) x|
- 8 1 1
/5 /5
(a) 8O-2x"C + 7. (b) PrIE _x?.f,'? +xunm'
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