Lista de exercicios
Revisao 3.1 — Autovalores e Autovetores
Algebra Linear
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Entrega: 05/07/2023

Esta lista se refere ao contetido das aulas

« Aula 19 Autovalores e Autovetores

« Aula 20 Diagonalizacdo de Transformacdes lineares
« Aula 21 Aplicacoes de Diagonalizacao

Verifique as instru¢oes sobre a atividade na pagina da disciplina. Envie as resolu¢des das
questdes pedidas na pagina de instruc¢des pelo Formulario do Google.

1. Considere o operador linear T : R? — R? dado por T(x,y) = (x +y,x — y).
(a) Escreva a matriz [T] desse operador em relagdo a base candnica.

(b) Escreva pr(A) = det([T] — A1), o polinémio caracteristico de T. Qual o grau desse
polinémio, na variavel A?

(c) Obtenha as raizes de pr(A), os autovalores de T. Qual a multiplicidade algébrica de
cada raiz?

(d) Para cada autovalor A obtido no item anterior, encontre um conjunto L.I. de autove-
tores v associados a A pela equacédo T(v) = Av.

(e) Quantos autovetores L.I. estdo associados a cada autovalor? Essa é a multiplicidade
geométrica do autovalor. Compare com a multiplicidade algébrica.

(f) O conjunto B de autovetores que vocé encontrou forma uma base de R?? Se sim,
escreva a matriz mudanca de base de B para a base canonica: [I[]g.
(g) Se B for base, escreva [T, a matriz de T na base B.
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2. Considere o operador linear T : R* — R®dadopor T(x,y,z) = SX Yt onyox -yt ozl

(a) Escreva a matriz [T] desse operador em relagdo a base candnica.

(b) Escreva pr(A) = det([T] — A1), o polindmio caracteristico de T. Qual o grau desse
polindmio, na variavel A?

(c) Obtenha as raizes de pr(A), os autovalores de T. Qual a multiplicidade algébrica de
cada raiz?
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(d) Para cada autovalor A obtido no item anterior, encontre um conjunto L.I. de autove-
tores v associados a A pela equacdo T(v) = Av.

(e) Quantos autovetores L.I. estdo associados a cada autovalor? Essa é a multiplicidade

geométrica do autovalor. Compare com a multiplicidade algébrica.

(f) O conjunto B de autovetores que vocé encontrou forma uma base de R3? Se sim,
escreva a matriz mudancga de base de B para a base candnica: [H]g.

(g) Se B for base, escreva [T]p, a matriz de T na base B.
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(a) Escreva a matriz [T] desse operador em relagio a base candnica.
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3. Considere o operador linear T : R3 — R3 dado por T(x,y,z) = (z, -x+y+ 52’ x).

(b) Escreva pr(A) = det([T] — A1), o polindmio caracteristico de T. Qual o grau desse
polindmio, na variavel A?

(c) Obtenha as raizes de pr(A), os autovalores de T. Qual a multiplicidade algébrica de
cada raiz?

(d) Para cada autovalor A obtido no item anterior, encontre um conjunto L.I. de autove-
tores v associados a A pela equacédo T(v) = Av.

(e) Quantos autovetores L.I. estdo associados a cada autovalor? Essa é a multiplicidade
geométrica do autovalor. Compare com a multiplicidade algébrica.

(f) O conjunto B de autovetores que vocé encontrou forma uma base de R3? Se sim,

escreva a matriz mudanca de base de B para a base canodnica: [Jl]g.

(g) Se B for base, escreva [T]p, a matriz de T na base B.
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4. Considere o operador linear T : P;(R) — P,(R) dado por T(a+bt +ct?) = (g -b+ —C) +

2
bt+(3—a—b+f)t2.
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(a) Escreva a matriz [T] desse operador em relagio a base candnica C = {1, t, tz}.

(b) Escreva pr(A) = det([T] — A1), o polindmio caracteristico de T. Qual o grau desse
polindmio, na variavel A?

(c) Obtenha as raizes de pr(A), os autovalores de T. Qual a multiplicidade algébrica de
cada raiz?

(d) Para cada autovalor A obtido no item anterior, encontre um conjunto L.I. de autove-
tores v associados a A pela equacéo [T][v] = A[v]. Note que resolvendo esse sistema
linear, vocé obera as coordenadas, [v], do autovetor. Apds obter as coordenadas, es-
creva o polindmio explicitamente.

(e) Quantos autovetores L.I. estdo associados a cada autovalor? Essa é a multiplicidade
geométrica do autovalor. Compare com a multiplicidade algébrica.

(f) O conjunto B de autovetores que vocé encontrou forma uma base de P,(RR)? Se sim,
escreva a matriz mudanca de base de B para a base canonica: []I]g.
(g) Se B for base, escreva [T, a matriz de T na base B.

5. Verifique que A é autovalor e vy é o respectivo autovetor do operador T : C(R) — C(R)
nos casos:



@) T(f(x) = f'(x); A= Lo =™ © T(f(1) = f'(t); 4 = -o% v =

b) T(f(1) = f'(t); A = -o% o = cos(wt)
sen(wt)
6. Considere o operador linear F : R? — R? que tem os autovalores A; = 1e A; = —1 e que

o vetor v; = (1,1) é o autovetor associado ao autovalor A; e v, = (—1,1) é o autovetor
associado ao autovalor A,.

(a) Calcule F(1,1) e F(—1,1).
(b) Calcule F(2,2) e F(1,-1).

(c) Escreva a matriz [F]p na base B = {v1,v,} de autovetores de F. Lembre-se que
1
[o1]p = ol
(d) Escreva os vetores da base candnica de R? como combinacio linear dos autovetores.
(e) Calcule F(1,0) e F(0,1).
(f) Escreva uma expressio para F(x,y).

(g) Escrevaas matrizes mudanca de base [I ]g da base de autovetores para a base canonica
e [I]ICS da base canonica para a base de autovetores. Note que nio é preciso inverter
nenhuma matriz e vocé pode usar o resultado do item (d).

(h) Verifique que [F]c = [I]g[F]B[I]g.

7. Considere o operador linear F : R? — R? que tem os autovalores A; = 3 e A, = —1 e que
o vetor v; = (—2,1) é o autovetor associado ao autovalor A; e v, = (3,1) é o autovetor
associado ao autovalor A,.

(a) Calcule F(—2,1) e F(3,1).
(b) Calcule F(2,-1) e F (1, %)

(c) Escreva a matriz [F]p na base B = {v1,v,} de autovetores de F. Lembre-se que

[v1]p = l(l)]

(d) Escreva os vetores da base candnica de R? como combinacio linear dos autovetores.
(e) Calcule F(1,0) e F(0,1).
(f) Escreva uma expressdo para F(x,y).

(g) Escrevaas matrizes mudanga de base [I ]g da base de autovetores para a base canonica
e [I]Jcs da base canonica para a base de autovetores. Note que nio é preciso inverter
nenhuma matriz e vocé pode usar o resultado do item (d).

(h) Verifique que [F]¢ = [I]g[F]B[I]g.

8. Considere o operador linear F : P,(R) — P,(RR) que tem os autovalores ; = 1,e A, = -1
e A3 = 0 e que o vetor v; = 1+t é o autovetor associado ao autovalor A, v, = 1+ 1% é o
autovetor associado ao autovalor A, e v3 = 1 — t é o autovetor associado ao autovalor A;.

(a) Calcule F(1+1t), F(1+1t%) e F(1-1).
(b) Calcule F(=1—1t), F(3+3t?) e F(=1+1).



(c) Escreva a matriz [F]|g na base B = {v1,v,,v3} de autovetores de F. Lembre-se que
1

[Ul]B =10[.
0

(d) Escreva os vetores da base canénica C = {1,t,t?} de P,(R) como combinacéo linear
dos autovetores.

(e) Calcule F(1), F(t) e F(t%).
(f) Escreva uma expressio para F(a + bt + ct?).

(g) Escrevaas matrizes mudanca de base [] ]g da base de autovetores para a base canonica
e [I]g da base canonica para a base de autovetores. Note que néo é preciso inverter
nenhuma matriz e vocé pode usar o resultado do item (d).

(h) Verifique que [F]¢ = [I]g[F]B[I]g.
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9. Considere A = [ 5 0] .

(a) Calcule os autovalores e autovetores correspondentes de A e A2

(b) O que vocé pode dizer ao comparar os autovetores de A e A??

(c) E quanto aos autovalores?

(d) O que vocé espera dos autovalores e autovetores de A3? Verifique.

(e) Use a equacao de autovetores Av = Av para demonstrar esse resultado para A".
. 0 2

10. Considere A = [2 3] .

(a) Calcule os autovalores e autovetores correspondentes de A e A™!, a matriz inversa de
A.

(b) O que voceé pode dizer ao comparar os autovetores de A e A™1?
(c) E quanto aos autovalores?
(d) Use a equacao de autovetores Av = Av para demonstrar esse resultado para uma

matriz A inversivel qualquer. (Sucestio multiplique por A™! pela esquerda de ambos os lados)

11. Sejam abase canonica de R*: C = {(1,0,0), (0,1, 0), (0,0,1)},abase B = {(0,1,1), (0,—1,1),(1,0,1)}
de R3 e o operador linear T € L(IR®) dado por

2 0 1
[T]C =10 -3 1
0 0 -3

(a) Encontre o polinémio caracteristico de T, os autovalores de T e os autovetores cor-
respondentes.

(b) Encontre [T]j e o polinémio caracteristico. O que vocé pode dizer a respeito dele?

(c) Encontre uma base D de R?, se possivel, tal que [T], seja diagonal. Escreva a matriz
M tal que [T]D = ]\/I_1 [T]C M.



12. Seja A € L(R?) o operador linear cuja matriz relativa a base canonica é

2 2 0
[A]=]2 -1 o0
0O 0 2

(a) Obtenha os autovalores e autovetores de A.
(b) Mostre que existe uma base B de R?, ortonormal, formada por autovetores de A.

(c) Escreva a matriz mudanca de base da base de autovetores de A para a base candnica.
Verifique que é uma matriz ortogonal M~1 = M'.

(d) Mostre que [A]p = MT[A]M.

i .. o o
1 0 2 sujeito a condi¢do inicial u(t = 0) =

(0, 1). Para isso, efetue os passos da questao 1 da lista da aula 21.

d
13. Resolva o sistema —u(t) = Au(t) onde A = ll



