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Revisao 2.1 — Transformacoes lineares
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Esta lista se refere ao contetido das aulas

« Aula 11 Transformacoes

« Aula 12 Transformacoes lineares

« Aula 13 Nucleo e Imagem

« Aula 14 Algebra de Transformacdes lineares

Verifique as instru¢oes sobre a atividade na pagina da disciplina. Envie as resolu¢des das
questdes pedidas na pagina de instruc¢des pelo Formulario do Google.

1. Considere a transformacéo linear T : R* — R? dada pela expressio

T(x,y) = (x —y,5y — 3x)

(a) Calcule T(1,0).

(b) Calcule T(0,1).

(c) Calcule T(2(1,0) — (0,1)).
(d) Calcule T(2,-1).

(e) Calcule T(a+b,a—b).

(f) Para quais valores de @ e f temos T(«, ff) = (5, —3)? Vocé tera que calcular a expres-
sdo para T(a, f), igualar a (5, —3) e resolver o sistema linear para obter a e f. Com
isso vocé calculou a transformacéo inversa: T71(5, -3) = (a, f§).

(g) Faca o mesmo procedimento do item anterior, mas a fim de obter a expressio geral
T (x,y).
(h) Calcule T71(37, 42).

2. Considere a transformacéo linear F : R* — P,(RR), que leva um vetor do R* a um polin-
mio de grau < 2. A transformagio é dada pela expressao

F(x,y,2) = x + yt + zt*
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(a) Calcule F(1,0,0), F(0,1,0) e F(0,0,1).

(b) Calcule F (2(1,0,0) — (0,1,0) +3(0,0,1)).

(c) Calcule F(2,-1,3).

(d) Calcule F (xo, oo, g)

(e) Para quais valores de @, f e y temos F(a, B,y) = 1 — 2t + t2?
Com isso, vocé calculou a transformacio inversa F~!(1 -2t +t?) = (a, f.y). Note que essa
inversa, F~! : P,(R) — R3, leva um polinémio a um vetor do R3.

(f) Faca o mesmo procedimento do item anterior, mas a fim de obter a expressao geral

F~(a+ bt +ct?).

3. Considere a transformacio linear G : P,(R) — R3, que leva um polindémio de grau < 2 a
um vetor do R>. A transformacio é dada pela expressdo

Gla+bt+ct®))=(a+bb—cc+a)

(a) Calcule G(1), G(t), G(t?).
(b) Calcule G (1+1¢— %tz)
(c) Calcule G (x + 2yt — 3zt?)

4. Considere a transformacio linear C : R®* — Msy;, que um vetor do R® a uma matriz
coluna 3 X 1. A transformacao é dada pela expressao

C(x,y,2) =

SIS~ o

(a) Onde vocé ja viu essa operacio?

(b) Calcule C(1,0,0), C(0,1,0) e C(0,0,1).

(c) Calcule C (2(1,0,0) — (0,1,0) +3(0,0,1)).

(d) Calcule C(2,-1,3).

(e) Calcule C(a+b,c—a,b+c).

(f) Obtenha uma base e a dimensao do nucleo dessa transformacio. Ela é injetora?

(g) Obtenha uma base e a dimensao da imagem dessa transformacao. Ela é sobrejetora?
(h) Ela é bijetora? Se sim, os espacos R? e Msx;(IR) sdo isomorfos!

5. Considere a transformacio linear F : R® — R? que, ao atuar sobre os vetores da base
candnica, resultam em

F(e;) = F(1,0,0) = (-1,2,1)
F(es) = F(0,1,0) = (0,1, 1)
F(es) = F(0,0,1) = (1,~1,0)

(a) Calcule F (—e; + 2e; + 3e3)
(b) Calcule F (-1,2,3)



(c) Calcule F (x,y,2)
(d) Obtenha uma base para a imagem de F.
6. QUESTAO COM ERRO DE DIGITACAO. FAVOR IGNORAR E MANTER A NUMERACAO
7. Obtenha uma base e a dimensdo do nucleo e da imagem das seguintes transformacdes
lineares. Verifique se sdo injetoras, sobrejetoras, isomorfismos:
(@) F:R?>— R? onde F(x,y,2z) = (z,x + 1)
(b) F:R® — R3, a projeciio no plano xy, dada por F(x,y,z) = (x,y,0).
(c) F:R* — R3, onde

F(x,y,s,t) = (x —y+s+t,x+2s—t,x+y+3s— 3t)
(d) Ry : R® — RR® que rotaciona um vetor em torno do eixo z perfazendo um angulo 0:
Ry(x,y,z) = (xcosO —ycos O, xsen +ycosb,z)

(e) F:R? — FNotall onde F(x,y) = xe' + ye*
(f) D: Ps(R) — Ps(R), onde D(f) = f”

8. Considere a seguinte transformacio de C'(R)N°® 2] em C(IR) (espago vetorial de funcdes
continuas nos reais):
df
dt

D (f() =
(a) Calcule D(0)
(b) Calcule D(cos(t))
(c) Calcule D(cos(t) +3t? — 2t + 1)
(d) D élinear?

(e) D é injetora?

9. Repita os itens da questdo anterior para as seguintes transformacoes:

d2
@ D() =L

d2f

(b) D(f) = m-7 + kf, com m e k constantes positivas arbitrarias

(@Mﬂ=£fm&

10. Consideremos o espago vetorial C sobre R e seja F : C — C tal que F(z) = z. Mostre que
F é um operador linear. Se tivéssemos considerado o espaco vetorial C sobre C, F ainda
seria um operador linear?

[Nota 1 t L2t

IFéo subespaco vetorial das func¢des continuas gerado pelos vetores {1, el et ... }
[Nota 2l C1(R) ¢ 0 espaco vetorial das funcdes reais que tém derivada continua



11. Sejam F : R®> —» R? e G : R® — R? transformacdes lineares definidas por

F(x,y,z) = (x+y,2)
G(xy.2) = (x,y - 2)
(a) Calcule (F+G)(v),como = (2,3,4).
(b) Obtenha uma expressio para a transformacéao F + G
(c) Calcule (2F — 3G)(v), com v = (2,3, 4).

(d) Obtenha uma expressao para a transformacio 2F — 3G
12. Sejam S : P,(R) — P2(R) e T : P,(R) — P,(R) transformacdes lineares definidas por

S(a+bt+ct?)=(a+b)+(a—b+c)t+ (b—c)t?
T(a+bt+ct))=(a—c)+(b+c)t+ (b+0o)t?

(a) Calcule (S+T)(v),comov =2 —t + 3t
(b) Obtenha uma expressao para a transformacao S+ T
(c) Calcule (35 —5T)(v),comov =2 — t + 3t2

(d) Obtenha uma expressao para a transformacdo 35 — 5T

13. Sejam F : R? - R? G:R?® - R?e H : R? — R? transformacées lineares dadas por

F(x,y,2z) = (y,x + 2)
G(x,y,2z) = (2z,x — y)
H(x,y) = (y,2x)
Considere os vetores v = (4,—1,5) ew = (3,4, 1).
(a) Calcule (F+G)(v) e (F+G)(w)
(b) Obtenha uma expressio para F + G.
(c) Calcule (H o F)(v) e (H o F)(w).
(d) Obtenha uma expressao para H o F.
(e) Calcule (H o G)(v) e (H o G)(w).
(f) Obtenha uma expressao para H o G.
(g) Obtenha uma expressao para H o (F + G).
(h) Obtenha uma expressdo para H o F + H o G. Compare com o item anterior.
(i) Obtenha uma expressio para H = H o H.
14. Sejam F : P;(R) — P;(R), G : P,(R) — P;(R) e H : P;(R) — P;(R) transformacdes
lineares dadas por
Fla+bt+ct®’) =b+ (a+c)t
G(a+bt+ct?) =2c+ (a—Db)t
H(a+bt) =b+2at

Considere os vetores v = 4 — t + 5t2 e w = 3 + 4t + t2.



(a) Calcule (F+G)(v) e (F+G)(w)

(b) Obtenha uma expressio para F + G.

(c) Calcule (H o F)(v) e (H o F)(w).

(d) Obtenha uma expressao para H o F.

(e) Calcule (H o G)(v) e (HoG)(w).

(f) Obtenha uma expressao para H o G.

(g) Obtenha uma expressao para H o (F + G).

(h) Obtenha uma expressdo para H o F + H o G. Compare com o item anterior.

(i) Obtenha uma expressio para H? = H o H.

15. Seja B = {ey, e, e3} base candnica do R>. Se F € L(IR?) é o operador tal que

F(e1) = e
F(ez) =ée3
F(es3) = ey,

(a) determine F(x,y, z)

(b) e mostre que F> =1 e, portanto, F? = F~1, [Nota3]

(c) Obtenha uma expressio para F'%.

16. Mostre que o operador F : R® — R? projecio sobre o plano xy, dado por F(x,y,z) =
(x,y,0), é idempotente, ou seja F2 = F.

17. Mostre que o operador F : R3 — R3 dado por F(x,y,z) = (y + z,z,0), é nilpotente, ou
seja, existe uma poténcia n de F tal que F" = 0, o operador nulo.

18. Mostre que o operador derivacdo no espago P,(RR) é nilpotente.

[Nota 3] ¢ o operador identidade: I(v) = v



