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Esta lista se refere ao contetdo das aulas

« Aula 1 Espacos vetoriais

« Aula 2 Subespacos vetoriais

« Aula 3 Combinagdes lineares e espacos gerados

1. Para que um conjunto, associado a um corpo e as operacdes de adi¢do entre seus elementos
e multiplicagao de seus elementos e um escalar, seja considerado um espago vetorial, deve
satisfazer aos 10 axiomas. Verifique que os conjuntos abaixo, com as operacdes dadas, sdo
espacos vetoriais, verificando a validade de cada axioma.

(a) O conjunto das funcgdes a valores reais.
Escalares o € R
Adicio (f+9)(t) = f(2) +g(b).

Multiplicacdo por escalar (af)(t) = af (1)

[Nota 1

(b) P,(R), o conjunto dos polinémios I de grau < n a valores reais:

n

f(t):Zaktk:a0+alt+...+antn
k=0

Escalares ¢ € R

Adigao (F+9)(t) = £(1) +g(t).
Multiplicacao por escalar (af)(t) = af (1)

(c) (DEesar10) C?, o conjunto das duplas ordenadas (x;, x;) de nimeros complexos, com
Escalares a € C
Adicao (x1,x2) + (Y1, y2) = (x1 + Y1, X2 + 12)
Multiplicacao por escalar a(xy, x3) = (axy, axz)

(d) (Desar10) K", o conjunto das n-uplas ordenadas (x, xs,...,x,) de escalares x; do
corpo K, um corpo qualquer.

[Nota 1] Dyjca: todo polindmio é uma funcio.
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Escalares a € K

Adlgﬁ.o (xl,X2, . ,xn) + (yl, Yz, .., yn) = (x1 Y, X2+ Y, ..., Xp+ yn)
Multiplicacdo por escalar a(xy,x,...,x,) = (axy, axy, ..., ax,)

. Seja H o conjunto de pontos de IR? no exterior e na borda do circulo unitario. Ou seja,
H = {(x, y)|x2 +y* > 1}. Obtenha um exemplo especifico — dois vetores ou um vetor e
um escalar — para mostrar que H ndo é um subespaco de R?.

. Quais conjuntos abaixo sdo subespacos do espaco vetorial P(R)? Justifique.
(a) Os polindmios da forma p(t) = at®> com a € R.

(b) Os polinémios da forma p(t) = a+t coma € R.

(c) Os polindmios de grau < 3 com coeficientes inteiros.

(d) Todos os polindémios em P(R) tais que p(0) = 0.
. Considere os vetores de R:

e; = (1,0,0) e; = (0,1,0) es = (0,0,1)
o1 = (1,1,0) v, = (1,-1,1) o3 = (1,0,—-1).

Escreva as seguintes combinacdes lineares:
(a) 2e; — ey +e3 (c) —e;1+e;—e;3

(b) 201 — U9+ 03 (d) —01+0y — U3

. Escreva os seguintes vetores de R3 como combinacdes lineares dos vetores e; = (1,0,0),
€y = (0, 1, 0), €3 = (0, 0, 1):

(@) (2,-1,3) (b) (1,1,1) (c) (-1,0,1)

. Escreva os vetores da questdo anterior como combinacéo linear dos vetores v; = (1, 1,0),
v, =(1,-1,1) ev3 =(1,0,—1)

. Considere os vetores de P;(R):

61:1 e, =1 es3 =

v =1+t vy =1—t+1 v3=1-t%
Escreva as seguintes combinacdes lineares:
(a) 2e; — ey +es3 (c) —e;+ey;—e3

(b) 201 — vy + 03 (d) —v1+0v, — 03

. Escreva os seguintes vetores de P,(IR) como combinacdes lineares dos vetores e; = 1,
e, =1t,e3= t2:



(@) 2 —t+3t? (b) 1+t+1¢2 (c) =1+ 12

9. Escreva os vetores da questido anterior como combinagio linear dos vetores v; = 1 + ¢,
02:1—t+tzev3:1—t2

10. Verifique se o vetor w = (9, —4, —4, 7) est4 no subespaco de R* gerado por

{v1=(8,-4,-3,9),v, = (—4,3,-2,-8),v3 = (-7,6,—5,—-18) }

Desafios

As questdes abaixo nédo sdo necessarias para obter a pontuacido completa da lista, entre-
tanto contam como bonus além do valor total.

11. Para que um conjunto, juntamente com operacgdes de adicdo e multiplica¢do entre seus
elementos, seja considerado um corpo, deve satisfazer a 11 axiomas. Verifique que os
conjuntos abaixo, com as operacdes dadas, sdo corpos, verificando a validade de cada
axioma.

(a) Os numeros reais, com a adi¢ao e multiplicagao usuais.

(b) Os numeros racionais (), com a adicdo e a multiplicacdo usuais.

(c) Os pares ordenados de nimeros reais (x,y) e as seguintes operagdes:
Adicao (x1,y1) + (x2,y2) = (x1 + x2,y1 + 12)
Multiplicacao (x1,y1)(x2,y2) = (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + X2Y1)

(d) Os nimeros complexos, com adicdo e multiplicacdo usuais.

(e) Os numeros inteiros {0, 1,...,p — 1} e as seguintes operacdes:
Adicao x+y = ((x+y) mod p) onde a mod p é o resto da divisdo a + p.

Multiplicacdo xy = ((xy) mod p).

12. Mostre que o conjunto dos vetores (x,y,z) € R® solucdes do sistema de equagdes abaixo
é um subespaco de R>.
x+y—-z=0
2x —2y+z=0
-x+3y—2z=0



