Capitulo 26

Equacoes Diferenciais Parciais

Imagine uma barra reta de comprimento L e sec@o transversdo com drea A.
Suponha que a superficie lateral esteja isolada termicamente e portanto qualquer
troca de calor com o ambiente s6 pode ser feita pelas extremidades da barra. Su-
ponha também por simplicidade que o comprimento L seja muito maior que a
espessura da barra de modo que a barra seja aproximadamente unidimensional,
isto é, a variacdo de qualquer grandeza fisica em uma direcdo contida na secdo
transversal da barra € desprezivel.

Se 0 nosso objeto em questio € um para-
' lelepipedo de secdo transversal A preen-
chido com um material condutor de ca-
lor com placas de drea A a uma distancia

: d uma da outra como mostra a figura ao
) B T S lado e as placas sdo mantidas a tempera-
turas constantes 77 e T3, pela lei de res-
‘ ‘ friamento de Fourier haverd uma troca de

d calor dada por

q= M , (26.1)
onde k € a condutividade térmica do material que preenche o paralelepipedo.

No caso da barra de comprimento L e se¢do transversal A, orientamos 0 nosso
objeto ao longo do eixo x com x = 0 em uma ponta e x = L na outra. Nessa
orientacdo podemos desprezar a dependéncia nas dire¢des y e z da temperatura
da barra, ou seja, podemos modelar a temperatura da barra como uma fungdo da
posicdo x e do tempo ¢.

T =u(x,t) . (26.2)
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Seja tp um instante de tempo qualquer e xo um ponto qualquer da barra. O fluxo de
calor entre a secdo transversal da barra localizada em x = x e a secdo transversal
localizada em x = xg + Ax € dada por

kA Ax,ty) —
g0, 19) = AL I) 0] (263)

Podemos eliminar o médulo desta equagdo definindo fluxo de calor positivo como
um fluxo da esquerda para a direita e um fluxo negativo como um fluxo da direita
para a esquerda. Tomando o limite em que Ax — 0 temos

0
q(xo0,t0) = —kAa—z(Xo,to) : (26.4)

Na regido da barra entre xp e x; no intervalo de tempo [fo, ;] a quantidade de calor
que entre € o fluxo na se¢do transversal da esquerda x = xo menos (devido a nossa
convengdo de sinal) o fluxo na secdo transversal da direita x = x, isto é,

1 1
0= [ atronar— [ qur.ar 26.5
o to

ou
0—— / lqer,) — g0, dr (26.6)
fo

que pelo teorema fundamental do cdlculo podemos escrever como

B 151 X1 aq
Q——/t0 /x a(x,t)dxdt. (26.7)

0
Pela lei de resfriamento de Fourier escrevemos este calor como
g Jdu
= — — | —kA=—(x,t) ) dxdr . 26.8
o= [ [" 5 (~tageien) @69

Se a condutividade k € constante ao longo da barra, assim como a sua se¢do tran-
versal A, temos

1 X1 azu
0= kA / / () (26.9)
to X X

0

Esta quantidade da calor que entra nesta sec@o da barra aumenta a temperatura.
Seja T'(t) a temperatura média da barra entre xg € x; dada por

() = — / ) (26.10)

xl _x() xO



26.1 Método de separacao de variaveis 1089

A variagdo desta temperatura entre os instantes # e #; obedece
Q =mcAT =mc (T (t1) — T (t0)) , (26.11)

onde ¢ € o calor especifico da barra e m a sua massa. Se a barra possui densidade
constante, entdo na regido em questdo temos m = pA(x; —xp) €

! / () — u(x,10)) d (26.12)

X1 —X0 Jx

Q = pA(x1 —xp)c-

que pelo teorema fundamental do cédlculo escrevemos como

gy
0= pAc/ / ——dxdr . (26.13)
0w Jxg Ot
Comparando os resultados tempos
1 X1 9 151 X1 82
pAc / / M dxdr = kA / / =2 (x,1)dxdr (26.14)
0 Jxo ot 0 Jxo ox

que podemos escrever como uma unica integral

/ / {pcat u(x,t)] dxdt =0 . (26.15)

Esta expressdo deve ser vdlida para todo A, todo instante 7 e t; € em qualquer
secdo de xg a x;. Portanto a fun¢do que estamos integrando deve ser identicamente
nula, ou seja,

2
pc% g;‘(x )=0. (26.16)

Agrupando todas essas constantes em uma sé temos
ou ’u

g = Gw(x,[) )

onde o0 = % ¢ a difusibilidade térmica.

(26.17)

26.1 Método de separacao de variaveis

Como visto, a fungdo que modela a temperatura de uma barra u(x,t) deve
obedecer a equacdo diferencial

Jou 82u

5 = U5 (), (26.18)
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que é uma equagdo diferencial parcial linear homogénea de segunda ordem co-
nhecida como equacdo do calor ou equagdo de difusdo.

E simples vefiricar que a solugdo identicamente nula u(x,t) =0 é uma solugdo
da equacdo do calor. Estamos interessados nas solu¢des ndo nulas. O método
de separacdo de varidveis ou método de Fourier consiste em procurar solucdes
separaveis, isto €, funcdes da forma

u(x,t) =X(x)-T(t) . (26.19)

Substituindo este Ansatz na equacao diferencial temos

9 X()-T()) = 0.r (X ()T (1) (26.20)
ot ox? ’
X(x)-T'(t) = aX"(x)-T(2) . (26.21)

Como procuramos por solucdes ndo nulas, podemos dividir a equacgao diferencial
por ow(x,t) e obter

X(x)-T'(1) _ oX"(x)-T(1)

oX (x)-T(1) N aX (x)-T(t) (26.22)
que simplificamos como
T = (26.23)

aT() X

O lado esquerdo desta equacdo é uma funcdo apenas da varidvel ¢ e portanto ndo
pode depender de x, enquanto o lado direito é uma funcdo apenas da varidvel x e
ndo pode depender de ¢. Entdo cada lado da equagdo deve ser uma constante, isto
€, existe um ndmero real G tal que

17T'(t) X" (x)

T =0 e X0 =0. (26.24)

Esta constante 6 é chamada de constante de separagdo. As fungdes T (t) e X (x)
devem ser solucdes das equagdes diferenciais ordindrias

T'(t) —oaT (1) =0, (26.25)

¥’ (x) —ox(x) =0. (26.26)
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A solugdo para T (t) é simples,
T(t) = coe®™ (26.27)

onde co € uma constante por enquanto arbitraria. A solugdo para X (x) depende do
sinal da constante 6. Se 6 > 0 escrevemos 6 = +k” e as solucdes sio

X(x) = C1e™ 4+ Cre ™. (26.28)
Sec =0,

X(x)=Cix+C (26.29)
e se 6 < 0 escrevemos 6 = —k” e

X (x) = Cj cos(kx) + C sen(kx) . (26.30)

26.2 Problemas de valor de contorno

Pela teoria das equagdes diferenciais ordinarias precisamos de duas condi¢des
iniciais para determinar os valores de C; e C;. No caso de uma equacio de mo-
vimento dada pela segunda lei de Newton normalmente impomos duas condigdes
iniciais como a posi¢do inicial e a velocidade inicial da particula no instante ¢ = f.

O problema da conducéo de calor em uma barra é melhor modelado impondo
alguma destas condi¢des em cada ponta da barra. Por tratar de condi¢des nas
bordas do dominio em x da solugdo u(x,?), estas condi¢des sdo chamadas de con-
di¢des de contorno e o problema de encontrar solu¢cdes de uma equagao diferen-
cial que satisfazem certas condi¢des de contorno se chama problema de valor de
contorno.

Se o dominio em x da solugdo u(x,z) é o intervalo [0,L], as condi¢des mais
simples sdo fixar o valor da funcfo nas pontas ou fixar a derivada da fungdo nas
pontas. No primeiro caso impomos que a fungao satisfaca as condig¢des

u(O,t) =0; € M(L,l‘) =0y, (26.31)
também conhecidas como condicdes de Dirichlet, e no segundo caso impomos

ou ou

—(0,t) =qa —(L,t) = 26.32

ax( ) ) 1 € ax( ) ) 2 ( )

condigdes estas conhecidas como condigcdes de Neumann. Os valores 0 e 0Ol
podem ser constantes ou no maximo funcdes de . Podemos também misturar
estes casos e impor

ou

=On=0 e uli)=o (26.33)
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ou

u(0,0) =0 e %(L,t):ocz, (26.34)

casos estes chamados de condi¢cdes mistas.

26.2.1 Condicoes de Dirichlet

Trateremos do caso mais simples que podemos impor para encontrar solugdes
da equacio do calor. Imagine que a temperatura da barra nas pontas tem 0 mesmo
valor da temperatura ambiente e que essa temperatura pode ser escolhida como
zero (em relacdo a alguma escala qualquer, ndo o zero absoluto). Neste caso
temos as condicdes de Dirichlet

u(0,6)=0 e u(Lt)=0. (26.35)

De acordo com o método de Fourier escrevemos u(x,7) = X(x)-T(t), entdo as
condig¢des de contorno implicam

X(0)-T(t)=0 e X(L)-T()=0. (26.36)

Esta equag@o deve ser satisfeita para todo ¢ > 9. Entdo se impusermos 7'(¢) =0
automaticamente a soluc@o encontrada é a solugdo trivial u(x,7) =X (x)-T(z) = 0.
No entanto estamos procurando por solu¢des nao triviais (inclusive dividimos a
equagdo diferencial por X (x)-T(¢)), portanto as solu¢des ndo nulas da equagio
diferencial parcial devem satisfazer as condi¢des de contorno

X(0)=0 e X(L)=0. (26.37)

Com estas condi¢des de contorno podemos calcular as solugdes para a funcao
X (x) da equagdo diferencial x”(x) —6X(x) = 0. No caso em que 6 > 0 temos
o=+ke

X(x) =C1e¥ +Cre™™ . (26.38)
A condi¢do X (0) = 0 implica C; + C, = 0. Escrevendo C; = —Cj temos

X(x) = Cy (™ — ™) = 2C) senh(kx) . (26.39)
A condi¢do X (L) = 0 implica

2C) senh(kL) =0 . (26.40)
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A funcdo seno hiperbdlico é uma fung@o biunivoca que se anula somente se o
argumento € nulo. No entanto k por hipétese € diferente de zero, pois neste caso
a solugdo ndo seria exponenciais. Além disso, L > 0 porque senio ndo teriamos
uma barra para modelar. Entdo a segunda condi¢do de contorno implica C; =0 e
que por sua vez implica X (x) = 0 e u(x,t) = 0. Portanto ndo existe uma solugio
nao trivial deste problema de valor de contorno com a constante de separacdo ¢
positiva.
No caso em que ¢ = 0 a solucdo da equacao diferencial ordindria é

X(x) =Cix+C, . (26.41)

A condi¢do X (0) = 0 implica C; =0 e X (x) = Cjx. A condi¢do X (L) = 0 implica

CiL=0. (26.42)

Como L > 0 esta condic@o implica C; = 0, X(x) = 0 e u(x,¢) = 0. Néo existe so-
lucdo nio trivial deste problema de valor de contorno com constante de separacao
© nula.

Finalmente no terceiro caso, temos 6 = —k> < 0 e as solucdes da equagio
diferencial ordindria sdo escritas como

X (x) = C) cos(kx) + Cysen(kx) . (26.43)
A condi¢do X (0) = 0 implica

X(0) =Cycos(0)+Casen(0) =C; =0. (26.44)
Assim a solug@o deve ser da forma

X(x) = Cysen(kx) . (26.45)
A segunda condi¢@o de contorno x(L) = 0 implica

Cysen(kL) =0 . (26.46)

Se C> = 0 encontramos novamente a solucdo trivial e esgotamos as possibilida-
des de solugdo nao nula do problema de valor de contorno. Para encontrar uma
solug@o ndo trivial precisamos impor sen(kL) = 0, mas agora esta fungdo possui
infinitos zeros desde que kL = nT onde n € um nimero inteiro. Portanto para cada
n inteiro positivo existe uma soluc@o do problema de valor de contorno

X"(x)—oX(x)=0, X(0)=0 eX(L)=0 (26.47)
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na forma

'm> . (26.48)

X, (x) = sen (T
Estas funcdes sdo chamadas de autofuncdes do problema de valor de contorno.
Os valores permitidos para a constante de separacio siao

On=—k=""

e sdo chamados de autovalores do problema de valor de contorno.
Para cada autovalor G, hd uma solugdo correspondente para a fungio T'(t)
dada por

(26.49)

n2‘r:2
T(t) = Coe®* = Cpe 2" (26.50)
e a solugdo correspondente da equacgdo do calor é
_ nznz X
Un(x,1) = Coe~ ™2 " sen (”T) , (26.51)

onde a constante C,, absorve as constantes arbitrarias Cy e C.

Pelo principio de superposi¢do uma combinagao linear de solugdes da equacio
diferencial parcial é também uma solu¢do da mesma equagao diferencial parcial.
Podemos assim escrever a solug@o geral como

2.2

u(x,t) = Y Coe ™2 ' sen (@) . (26.52)
n=1

L

Os termos n < 0 foram excluidos porque ndo sdo linearmente independentes dos
termos ja escritos.

As infinitas constantes arbitrarias sdo determinadas pela condicao inicial. Ima-
gine que no instante inicial + = 0 a barra possui uma temperatura inicial dada por
uma fungdo conhecida f(x), isto é,

u(x,0)=f(x) vxel0,L]. (26.53)
Substituindo # = 0 na solugdo geral temos
- nmx
0=Yc (—) . 26.54
u(x,0) ; nsen (— (26.54)

Imagine que a temperatura inicial seja dada pela fungdo f(x) = 8sen (3—2)‘) , entdo

a condicdo inicial implica

3mx > nmx
8sen (T) = n;lCn sen (T> , (26.55)
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que possui uma solug@o 6bvia C3 = 8 e C, = 0 se n # 3. Neste caso a solucdo da
equacdo do calor é

2
u(x,t) = 8¢ ' sen (?) . (26.56)

Se a condicao inicial for agora

2mx 4mx
f(x) =2sen (T) + S5sen (T) (26.57)

existe uma solucao da equagdo do calor com C; =2, C4 = 5 e com os demais C,
nulos. Neste caso a solucdo é

_air? 2 _ a6 4
u(x,t) =2¢ “1*'sen (%) +5¢ “ 2 sen (Tm) . (26.58)

No entanto podemos nestes casos afirmar que as escolhas de constantes sdo
tnicas? Além disso nos casos mencionados as condi¢des iniciais foram conveni-
entemente escolhidas como combinacdes lineares de autofun¢des do problema de
valor de contorno

X"(x)—oX(x)=0, X(0)=0 eX(L)=0. (26.59)

Como encontrar uma solucio da equacdo do calor se a condi¢do inicial ndo for
uma combinacao finita de autofun¢des deste problema de valor de contorno, como
apardbola f(x) = Ax(L—x)? Suponha também que em um determinado problema
temos uma combinacao infinita das solug¢des u,(x,). Para quais valores de xe t a
série infinita de fungdes converge? Esta convergéncia € pontual ou uniforme?

26.2.2 Condicoes de Neumann

O préximo caso de condi¢des de contorno chama-se condi¢des de Neumann.
Ao invés de fixar a temperatura das barras supomos que o fluxo de calor nas pontas
¢ nulo, que implica as condi¢des

a—”(o,r):o e g—z(L,t):O. (26.60)

De acordo com o método de Fourier escrevemos u(x,7) = X(x)-T(t), entdo as
condi¢des de contorno implicam

X'(0)-T(t)=0 e X'(L)-T(t)=0. (26.61)
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Como no caso anterior, as condi¢des de contorno devem ser satisfeitas para todo
t >tg. Se T(t) =0 concluimos que u(x,t) = X(x)-T(¢t) = 0. Como estamos
procurando por solugdes nao triviais, as condi¢des de contorno implicam

X'(0)=0 e X(L)=0. (26.62)
Calculamos agora as solug¢des da equacdo diferencial
X"(x) —oX(x)=0. (26.63)
Se 6 > 0 escrevemos 6 = +k° e
X(x) = C1e¥ +Cre™ . (26.64)
A condicdo de contorno de Neumann deve ser aplicada na derivada desta funcao.
X'(x) = C1ke®™ — Coke ™ (26.65)

A condigdo X'(0) = 0 implica k(C; —C;) = 0. Como k deve ser diferente de
zero, temos que C, =Cp e

X(x) = Cy (" + ™) = 2C; cosh(kx) . (26.66)
A condigdo X' (L) = 0 implica
2C1ksenh(kL) =0 . (26.67)

A funcgdo seno hiperbdlico € uma funcio biunivoca que se anula somente se o
argumento € nulo. Entdo se k # 0 e L # 0, a constante C; € necessariamente nula
e ndo existe uma solug@o ndo trivial deste problema de valor de contorno com a
constante de separacdo G positiva.

Se 6 = 0 a soluc¢do da equagdo diferencial ordindria é

X(x) =Cix+C, (26.68)
com derivada
X'(x) =C;. (26.69)

A condi¢do X’(0) = 0 implica C; = 0 e a condi¢do X' (L) = 0 implica também que
C1 = 0. Qualquer funcdo constante é uma solucdo da equacdo diferencial para
X (x) com condigoes de contorno de Neumann. Logo existe um autovalor nulo
deste problema de valor de contorno com autofungéo

Xo(x)=1. (26.70)
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Finalmente se 6 < 0 escrevemos 6 = —k” e as solucdes da equacio diferencial
ordindria sdo escritas como

X (x) = Cy cos(kx) + Cysen(kx) , (26.71)
com derivada

X'(x) = —Cyksen(kx) + Cokcos(kx) , (26.72)

A condig¢do X’(0) = 0 implica

X'(0) = —Cyksen(0) +kCp cos(0) = kC, = 0. (26.73)
Como k # 0 por hipétese, C; = 0 Assim a solugdo deve ser da forma

X (x) = Cj cos(kx) . (26.74)
A segunda condig¢do de contorno x’(L) = 0 implica

—kCjsen(kL) =0 . (26.75)

E possivel termos soluc¢ido com C; # 0 desde que sen(kL) = 0, o que ocorre sem-
pre que kL = nTt com n inteiro. Portanto para cada n inteiro positivo existe um
autovalor negativo

2.2
nem
com autofungio
y
X, (x) = cos ("—Lx) . (26.77)

Para cada autovalor G, hd uma solu¢io correspondente para a fungio T'()
dada por

n?n2

To(t) = Coe®™ = Cpe * 22 (26.78)

e a solugdo correspondente da equacdo do calor é

nTmx

Vlzﬂ:z
n(x,7) = Cpe *'I2 ' cos (T> (26.79)

sen>0e

uo(x,1) =Cop , (26.80)
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onde as constantes C,, absorvem as demais constantes arbitrarias.

Pelo principio de superposi¢cdo uma combinacio linear de solucdes da equagao
diferencial parcial € também uma solucdo da mesma equagao diferencial parcial.
Podemos assim escrever a solug@o geral como

° l‘l27[2
u(x,t) = Co+ Y Cue 1 " cos (?) . (26.81)
n=1

As infinitas constantes arbitrarias sdo determinadas pela condicéo inicial

u(x,0)=f(x) vxel0,L]. (26.82)

Substituindo # = 0 na solugdo geral temos
- nx
u(x,0) = co+n;cncos <T> . (26.83)

Podemos determinar os valores das constantes C,, desde que a condi¢@o inicial
seja uma constante mais uma combinagdo linear de cossenos. Voltamos a0 mesmo
problema das condicdes de Dirichlet. Como determinar a solucdo do problema da
conducgio do calor com condicdes iniciais arbitrarias? Quais condi¢des iniciais
podem ser escritas como combinacdes lineares de cossenos? Esta combinacéo é
finita ou infinita? Caso seja infinita, hd uma convergéncia pontual ou uniforme?
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26.3 Série de Fourier

No estudo da conducio do calor em uma barra de comprimento L vimos que
a equacao diferencial parcial

ou *u

= =0=— 26.84

o~ "o (2089
sob condicdes de contorno de Dirichlet u(0,7) = u(L,t) = 0 admite solu¢des em
termos das autofungdes X,,(x) = sen (%) e sob condicdes de contorno de Neu-

ou

mann §¢(0,7) = §¢(L,t) = 0 admite solugdes em termos das autofungdes X, (x) =
cos (%) No entanto para resolver completamente o problema € necessario es-
crever a condi¢@o inicial em termos destas autofuncdes, entdo devemos investigar
quais fungdes podem de fato ser escritas desta maneira e se hd condi¢des sufici-
entes para tal.

Estas autofuncdes possuem diversas propriedades interessantes. Entre elas, se
n e m sdo nimeros inteiros positivos, entdo

L
/ cos (”—M) sen (’"—m) dx=0, (26.85)
., L L
L
nmx mmx L, sen=m
/_LCOS <T> cos <T> dx= { 0, sen#m (26.86)
e
L _
/ sen (n_TEx) sen (m_ﬂ:x> dx = { L, sen=m (26.87)
_I L L 0, sen#m
Além disso
L L
/ cos (”—m> dx = / sen (”—m> dx=0. (26.88)
LT s

Seja V o espaco vetorial das fun¢des integraveis no intervalo [—L, L] com pro-
duto interno dado por

L
)= [ f)slar. (26.89)
Pelas relagdes vistas o conjunto de funcdes

{uo(x),u1 (x),uz(x),...} (26.90)
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com

uo(x) = 1, tan(x) = cos (?) dx e iz (x) = sen (%’C) dc  (2691)

€ um conjunto ortogonal. Como cada elemento deste conjunto € nao-nulo pois,
possui norma positiva, o conjunto € linearmente independente.

Outra propriedade importante € que elas sdo periddicas, isto €, exite um pe-
riodo T > 0 tal que

up(x+T) =uy(x), Vn>0. (26.92)

Para uo(x) = 1, que é uma funcéo constante, esta propriedade é vilida para todo
periodo T real. Ja para as outras fungdes temos que encontrar 7 tal que

sen (%(H T)) = sen (%) (26.93)

para todo valor real de x. Pela propriedade do seno de uma soma escrevemos esta
ultima equacgdo como

nx nnT nwx nT nmx
sen (—) cos| — | +cos (—) sen | —— | =sen <—> . (26.94)
L L L L L
As fungbes que aparecem na equacgdo anterior sdo linearmente independentes, en-
tdo a Unica maneira desta igualdade ser satisfeita para todo valor de x € com

T T
cos L 1 e sen L 0. (26.95)
L L
O menor valor positivo que satisfaz estas condi¢des é
T 2L
oo — 1= (26.96)
L n

Cada funcéo sen (%) ¢ uma funcdo periddica de periodo %L, assim como as fun-
¢cdes cos (%") Se uma fungdo é periddica de periodo T ela deve também ser
periddica de periodo kT com qualquer k inteiro. Portanto podemos dizer que as
fungdes do conjunto

{uo(x),u1 (x),u2(x),...} (26.97)

sao todas periddicas de periodo 2L.
Seja f(x) um elemento do espago gerado por estas fun¢des. Entdo podemos
escrevé-la como uma combinagdo linear destas autofuncdes na forma

f(x)=aop+ i [an cos <n_l7jx> + b, sen (%xﬂ ) (26.98)
n=1
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Como a base € ortogonal, € trivial calcular os coeficientes

x) 1
~ar / Fx (26.99)
__ (f)cos("F)) 1 [t nmx
= o) ey 2 SO (D) (26.100)

b, = ) sen (7)) /f ) . (26.101)

(sen (") ,sen (“F)

Curiosamente se substituirmos » = 0 na férmula dos coeficientes a,, temos

1 [t 1 [t
=0 = 7 /_ ) f(x)cos(0)dx = 7 /_ ) f(x)dx (26.102)

que € o dobro da féormula encontrada para o cédlculo de ag. Se quisermos aproveitar
esta formula para o cdlculo também do ap podemos redefinir a expansdo como

Fx) = 30 2 [a,, cos (”Zx) + bysen (”Zxﬂ (26.103)
onde
a4y = % _LLf(x) cos (”Tm) dx, ¥n>0 (26.104)
e
- %/LLf(x)sen (%)dx, ¥n>0. (26.105)

Esta expansdo de f(x) em termos de fun¢des trigonométricas é chamada de Série
de Fourier de f(x) e os coeficientes a, e b, assim definidos sdo chamados de
coeficientes de Fourier.

Ainda nio sabemos quais as condi¢des que uma fungdo f(x) tenha que sa-
tisfazer para que ela possa ser escrito como na equacdo (26.103), mas mesmo
assim podemos definir a série de Fourier de uma funcdo periddica de periodo 2L
qualquer como a projegdo no espago gerado pelas funcdes

2 2
1,cos (E) ,sen (E) ,COS il ,sen il U (26.106)
L L L L
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Pelo teorema da aproximagdo a proje¢do de uma funcio no espago gerado por um

conjunto S € o elemento de G(S) que minimiza o erro ’ f(x) —projgy (f(x))

mas nio garante que o erro seja nulo. O erro € nulo somente se o vetor original
pertence a G(S).

Evidentemente para que a projecdo possa ser calculada as integrais dadas pelas
equacgdes (26.104) e (26.105) devem existir. As fungdes trigonométricas sd@o con-
tinuas, entdo para os coeficientes existirem basta que a fung@o f seja integravel.
Pelo critério de integrabilidade de Lebesgue, uma fung¢éo é integravel no intervalo
[—L,L] se e somente se ela for limitada e o conjunto de descontinuidades tiver
medida nula. Um exemplo simples de conjunto de medida nula num intervalo é
um conjunto finito de pontos. Fun¢des que sao limitadas em um intervalo fechado
e continuas exceto talvez em um niimero finito de pontos sdo chamadas de fungoes
seccionalmente continuas.

Exemplo 26.1 (Fun¢do degrau).

A funcdo
fx)=k, sexeclkk+1) (26.107)
¢ descontinua em cada ndmero inteiro,

mas como qualquer intervalo [a,b] con-
tém um nimero finito de elementos intei-
- o ros e f(x) é limitada pelo maior nimero
inteiro menor ou igual a b, esta fungdo
é seccionalmente continua em qualquer
intervalo [a, b].

Exemplo 26.2.
Seja
1, sex>1
— f@) =9 &+ sex€[mr.1)
0, sex<O0
- (26.108)
s Esta funcdo € limitada, mas possui um
ndmero infinito de descontinuidades no

intervalo [0, 1], portanto nao definiremos
esta funcdo como seccionalmente conti-
nua neste intervalo.
Sempre que f € uma fun¢do seccionalmente continua e periddica de periodo
2L podemos calcular a proje¢do no espago dos elementos da série de Fourier. Se
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a funcdo ndo for periddica, como por exemplo, f(x) = e*, as integrais dadas pelos
coeficientes da série de Fourier existem. No entanto a projecdo calculada para "
serd uma func¢@o que melhor aproxima a fungdo ¢* no intervalo [—L,+L] e serd
periddica de periodo 2L, como mostra a figura 26.1

- P

Figura 26.1: A esquerda temos o grifico da funcdo exponencial. Na direita temos
a fun¢do exponencial no intervalo [—L, L] e periddica de periodo 2L.

Exemplo 26.3.
Seja a funcdo
1, se0<x<m
f(x)—{ 0, se —t<x<0
e e I S (26.109)
e fora deste intervalo ela € periddica de

periodo 2w, como mostra a figura ao

lado.
Neste caso temos L = T e a projecdo que queremos calcular é

oo

flx)= % + Y (ancos(nx)+ bysen(nx)) (26.110)
com

aO:l/nf(x)dx:l/nldx:I, (26.111)
0
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_ LT 1 T _lsen(nx)n_
an = %f(x) cos(nx)dx = 7t/0 cos(nx)dx = T T 0 (26.112)
e
e LT _ Lsen(nx) T
bn_f_c _nf(x)sen(nx)dx—n/o cos(nx)dx = |,
1 1 ;
= —(I—cos(nm)) = — (1= (=1)") . (26.113)

Se n for um nimero par o termo b, correspondente é nulo e se n é impar o nume-
rador pode ser simplificado como 2. Assim by,—g € by,—1 = ﬁ e

proj(f(x)) = %Jrnml #sen(m) (26.114)
ou
, 1 & 2
proj(f(x)) = 5+n;msen((2n— Dx) . (26.115)

No ponto x = 0 a fungio f(x) estd definida como f(0) = 1. Neste ponto a fungio
ndo é continua, mas mesmo assim a série de Fourier converge para um valor real.
Substituindo x = 0 em qualquer expressao encontrada as fungdes seno se anulam,
ou seja,

1

= 26.116
5 ( )

proj (f (x)) |0 =
que € diferente do valor da funcdo e de qualquer um dos limites laterais.

Exemplo 26.4.
Seja agora a fun¢a@o definida como

/ / / / fx)=x, se—n<x<m (26.117)

e periddica de periodo 2n. O gréfico
desta funcdo € mostrado na figura ao
lado.

Os coeficientes a; de Fourier sdo

1 [T 1 [T
ayg= — f(x)dx:—/ xdx=0, (26.118)
) . ) .
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e
1 [ [
an=— [ f(x)cos(nx)dx = —/ xcos(nx)dx =0, (26.119)
T) n T) n
pois sdo funcdes impares em intervalos simétricos. Os termos b,, valem
[ 1 [
by, = = f(x)sen(nx)dx= —/ xsen(nx)dx
T) n T) n

() L

T
1 o
_ L ( cos nx)) 21 sen(nx)
T n

. Tonr |
ncos(nmt) —mcos(nm) 1sen(nm) 1 sen(nm)
- n T T n2 n ol
= 2y n F gy (26.120)
n n

Logo a série de Fourier da fun¢do f(x) = x no intervalo [—7,+7) e periddica
fora deste intervalo é dada por
= 2
proj(f(x)) = Y =(=1)"""sen(nx) . (26.121)
n=1"
Note que em x = 7 a funcdo é descontinua e a série de Fourier converge para
proj(f(m)) = 0, que é a média dos limites laterais.

33333
I
AR WN =

Figura 26.2: Primeiros termos da série de Fourier da funcgdo f(x) = x.
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Exemplo 26.5.

Por fim, queremos agora calcular a série
de Fourier da funcéo

fx)=|x[, se —nm<x<m (26.122)

e periddica de periodo 27T como mostra a
figura ao lado.

Agora esta fung@o € par e portanto todos os coeficientes b, sdo nulos, pois sdo
integrais de uma funcdo impar em um intervalo simétrico. Ja os coeficientes a,
sao dados por

1 T 1 I 2 I
P f(x)dx:_/ de:_/ xdx = (26.123)
e L T Jo

T

a, = / f(x)cos(nx)dx = /_ |x| cos(nx)dx = %/Onxcos(nx)dx
/ Y
2

. = nn2 (cos(nm)—1) = p— (=D)"=1).

2 sen nx
= —x—>=
T

2

2
= cos(nx)

Se n for par o termo a, correspondente ¢ nulo, enquanto se n € impar, o termo
pode ser simplificado, isto é,

4

wCn T (26.124)

ay =0 e ay_1=—

Assim a série de Fourier da fun¢do f(x) = |x| no intervalo [—x, 47| e periddica
fora dele é dada por

4
T

o) a

proj(f(x)) =

i 2n—1)x)
;T' (26.125)

A figura 26.3 mostra o comportamentos dos primeiros termos da soma parcial
da série de Fourier. Apesar da fun¢do ser continua, nos pontos em que a derivada
¢é descontinua a convergéncia é mais lenta que no outros pontos.
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A WN=O

S33333

\AAA A/
YV VY

<

Figura 26.3: Primeiros termos da série de Fourier da fungdo f(x) = |x|.

Se estivéssemos interessados numa aproximagao para a fungao f(x) = xno in-
tervalo (0, 1), os dois exemplos mencionados seriam capazes de calcular tal apro-
ximagdo. O primeiro exemplo é uma decomposi¢io apenas em fungdes sen(nx)
que sdao impares, mas na vizinhanga do ponto xyp = T podemos notar que a con-
vergéncia € lenta devido ao fenomeno de Gibbs. Ja no segundo exemplo temos
apenas fungdes pares do tipo cos(nx) e além de ndo exibir o fendmeno de Gibbs
a convergéncia desta série de funcdes € uniforme. No entanto o critério para es-
colher quais destas expansdes escolhemos depende de condic¢des fisicas sobre o
problema que queremos modelar, como veremos mais tarde.
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26.3.1 Convergéncia pontual da Série de Fourier
Seja
S = {uo(x),u;(x),uz(x),...} (26.126)

o conjunto infinito de fungdes u, (x) dadas por ug(x) =1 e

uzn(x) = cos (@> e uzy—1(x) = sen (@> (26.127)
L L
para n > 1. Definindo o produto interno
T
(f.8)= [ flx)gx)dx (26.128)
—T

verificamos que o conjunto S € ortogonal e como cada elemento € ndo nulo con-
cluimos que S € linearmente independente.

Seja f(x) uma fung@o integravel no intervalo fechado [—L,L| e periédica de
periodo 2L. Definimos a série de Fourier como a projecdo de f no espago gerado
pelo conjunto S da forma

pProjg(s) (f(x)) = 0_20 +’; {an cos (n%tx) + b, sen (%)] (26.129)

onde

1 L 1 L
an:Z/_Lf(y)cos (”Lﬂ) dy e bnzz/_Lf(y) sen (?) dy . (26.130)

Nos exemplos ja vistos, a série de Fourier parece convergir para a f(x) se a
fungdo é continua. Quando a fun¢do é descontinua em algum ponto, a série de
Fourier parece convergir para a média dos limites laterais. Definimos entdo

f(x*): lim f(x+h) e f(x )= lim f(x+h). (26.131)
h—0+t h—0~
Uma fungio € continua se e somente se f(x™) = f(x~) = f(x). Ja no caso de uma
func¢do descontinua com limites laterais finitos, a média destes limites vale

% () + £ 6] - (26.132)

Esta média é igual a f(x) nos pontos que em f é continua, entdo podemos dizer
que nos exemplos vistos a série de Fourier parece convergir para esta média em
todos os pontos calculados.
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Pelo teorema da aproximacdo esta projecao é o elemento de G(S) que mini-
miza o erro

szpmmmU@»—%Uuﬂ+f@>], (26.133)

mas este erro é nulo somente se a funcéo periddica e integravel f(x) é um elemento
de G(S). Queremos saber quais condi¢des uma fungio deve satisfazer para que
este erro seja nulo.

Seja Si(x) a soma parcial

Sk(x) = % —|—nZ: [an cos <nTﬂ:x> + b, sen <nT7txﬂ . (26.134)

A diferenga entre o valor para o qual a série de Fourier parece convergir e Si(x) é
chamado de erro parcial e dado por

&@z&w—%mﬁHfWﬂ- (26.135)

Se provarmos que m Fy (x) = 0 provamos entdo que a série de Fourier de fato

converge para 5 [f(x") + f(x7)]. Como sabemos calcular os coeficientes a, € by,
pela equacdo (26.130), podemos calcular a soma parcial como

=5+ Z[( )+ Sen(”f“)}
L E[ e )=
# (1 rosen (")) sen ("))
[ {% b o (o (1) en (5 n ()] s
ety

que podemos escrever de forma mais simples como

LT L Z COS( )] f(y)dy, (26.136)

L
Sk(x) = /_ LDk(x—y)f (v)dy (26.137)



1110 Equacoes Diferenciais Parciais

onde a fun¢do

1 1 ¢
Dilx) = 5+ X cos (”Lﬂ) (26.138)

€ chamada de Niicleo de Dirichlet.

Teorema 26.1.
O Niicleo de Dirichlet possui as seguintes propriedades:

1. Dy(x) € uma fungdo par, continua e periédica de periodo 2L;

2.

L
Dk(O):%(qu%) e /_LDk(x)dle; (26.139)

1 sen [(k+ %) =]
D) = L en(§)

se x ndo é um multiplo inteiro de 2L.

(26.140)

Demonstragdo. A propriedade 1 € trivial, pois a fungdo Dy (x) é uma combinagdo
linear finita de funcdes pares, continuas e periddicas de periodo 2L.
A propriedade 2 € simples, pois

1 k 1 k 1 1
- 4 R A 26.141
Di( 2L LZ L L<+2> ( )

n=1

L 1 L 1 & L nmx
Di(0)dx= — [ dr+~ (—)dle 26.142
/L ) 2L/L +L,;1/LC°S L (20.142)

pelas préprias relacdes de ortogonalidade destas fungdes.
A propriedade 3 € um pouco mais trabalhosa de se demonstrar. Sabemos que

sen(A+B) = sen(A)cos(B)+cos(A)sen(B) e (26.143)
sen(A—B) = sen(A)cos(B)—cos(A)sen(B) . (26.144)

Subtraindo estas expressoes temos

sen(A+B) —sen(A — B) = 2cos(A)sen(B) . (26.145)
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__ nmx _ X
Escolhendo A = e B= 57 temos

sen <”_Lx (n+ %)) —sen (%x (n . %)) —2cos (”Tm) sen (%) . (26.146)

Somando os elementos da dltima equagdo de n = 1 até k temos

£l (r03)) s (3 (rm3))] -2 G) o)
(26.147)

O lado esquerdo € uma soma telescOpica, portanto
X\ w nix X 1 X
2sen (2_L> ];cos <T> = sen (f <k+ 5)) —sen (Z> (26.148)
Se x ndo € um multiplo inteiro de 2L podemos dividir os dois lados da equacdo

por 2sen (J3) e obter

” m 1sen (& (k+1 1
Zcos(u):— (Z (m 2)) —-=. (26.149)
= L 2 sen (i) 2

Substituindo esta expressdo para a somatéria na férmula do nicleo de Dirichlet
temos

1 1 |t1sen(® (k41 1 1 sen (& (k+1
Dk(x):_+_ - (L (nx 2)) [ (L (nx 2)) ) (26150)
2L L |2 sen(E) 2| 2L sen(%)
]
Voltando a soma parcial S(x), temos que
L
519 = [ Dulx=2)s0)ay (26.151)
~L
Com a mudanca de varidveis y = x — ¢, escrevemos a soma parcial como
x—L L+x
Sk(x) = / Di(t)f(x—1)(—dt) = / Dy(t)f(x—rt)dt . (26.152)
x+L —L+x

Como tanto Dy () e f(x —t) sdo periddicas de periodo 2L podemos escrever a
integral como

L
Sk (x) :/ Dy (t)f(x—rt)dt . (26.153)

—L
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Pela aditividade da integral
0 L
Si(x) = / Du()f(x—1)dt + / Du()f(x—1)dr . (26.154)
-L 0

Na integral calculada no intervalo [—L, 0] fazemos a mudanga de varidveis t' = —¢
resultando em

0 L
Se(x) = /L Da(—") f(x+1) (—dr') + /0 Du()f(x—1)dr . (26.155)

Utilizando a propriedade de que Dy(t) é par e escrevendo ¢’ = ¢ podemos agrupar
as duas integrais na forma

L
Se(x) = /0 D) [f(x+1) + fx—1)] dr (26.156)
O erro parcial Ei(x) é dado por
Elx) = 8ilx) — 5 [Fr) +700)] (26.157)

L
Como Dy(t) é pare [ Dy(r)dt = 1, podemos escrever
“L

L L
Ex(x) = /O D) [f (1) 4+ flx = )] de — [F(x) + F(x)] /0 Dy(t)dr (26.158)

ou de forma mais simples

L
Ex(x) = / Di(t) [(fx+1) = F(6) + (fe—1) = Fx )] dr . (26.159)

Podemos escrever a fungdo entre colchetes como g(x,#) e o erro parcial como

L 8 L
Ek(x):/o Dk(t)g(x,t)dt:/o Dk(t)g(x,t)dt~|—/5 Dy (t)g(x,2)dt (26.160)

e mostrar que cada uma destas duas integrais tende a zero no limite em que k — oo.
A integral no intervalo [0, 8] tende a zero pelo teste de Dini enquanto a integral no
intervalo [3,L] tende a zero pelo lema de Riemann-Lebesgue.

Teorema 26.2 (Lema de Riemann-Lebesgue).
Seja f uma fungdo integrdvel e integrdvel em mddulo no intervalo [a,b). Entdo

b b
lim/ f(x)sen(tx)dx=0 e lim/ f(x)cos(tx)dx=0.  (26.161)

t—>o0 t—vo0
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Demonstragcdo. Se f € integrdvel, pela definicdo de integral sabemos que para
todo € > 0 existe uma parti¢do de [a, D]

P={a=x0,x1,...,xN_1,Xn = b} (26.162)
tal que
S(f,P)—I(f,P)<§, (26.163)
lembrando que
N N
S(f,P) =Y MiAx; e I(f,P)=) miAx; (26.164)
i=1 i=1

com

M;= max {f(x)}, mi= min {f(x)} e Ax=xi—xi_1. (26.165)

XE[X,;I.,X,'] XE{Xi—lvxi}
Sobre a parti¢do P escrevemos
b N rxi
/ f(x)sen(tx)dx =Y [ f(x)sen(tx)dx . (26.166)
a i=1YXi—1

A cada termo desta somatdria podemos somar e subtrair a mesma quantidade,
resultando em

b N Xi N rxi
/ f(x)sen(tx)dx = Z{f(x,-)/} sen(rx)dx+ Y [f(x) — f(x;)]sen(tx)dx .

i—1 i=1Y%Xi-1

(26.167)

Como f(x) é limitada, existe um M real tal que |f(x)| < M para todo x € [a,b].
Além disse, se x € [x;_1,x], | f(x) — f(xi)| < M;—m;. Pela desigualdade triangular

b N X
/f(x)sen(tx)dx < Z|f(x,)|/ sen(tx)dx / f(xi)||sen(zx)|dx
N xi
< ZM cos tx)} +Z (M; — m)dx
i=1 Xi—1 Xi—1
2 N
< Z —+ ) (M;—mi)Ax; (26.168)

—

1

1
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que podemos €SCrever como

MN

¥) sen(x)dx| < 27 +S(FP)—I(f,P) . (26.169)

Para todo € > 0 existe um ¢ grande o suficiente tal que

2MN ¢
ki 26.170
; > ( )
Portanto para todo € > 0 existe uma particio P fina o suficiente e ¢ grande o

suficiente de modo que

€ €&
(e < E+ &= 26.171
)sen(rx)dx| < 515 ( )
Logo
b
lim/ f(x)sen(tx)dx=0. (26.172)
t—eo [,
A demonstrag@o para o caso cos(zx) € idéntica.
]
O erro parcial foi escrito como
) L
Ex(x) = / Dy (t)g(x,t)dt ~|—/ Dy (t)g(x,t)dr (26.173)
0 )

e que manipulamos como

_[® g(x,1) booosen[(kt5) 7]
Ep(x) = /0 (tDk(t))Tdt—i- /8 g(x,1) e (ZL)L de.  (26.174)

Para utilizar o lema de Riemann-Lebesgue na segunda integral precisamos mostrar

L’t)m ¢ integravel no intervalo [3,L]. O denominador ndo se nula
2Lsen ( 78 )

no intervalo em questéio, portanto basta que g(x,7) seja integravel, isto é, f(x)
deve ser seccionalmente continua, para que exista um k grande o suficiente tal que

que a fungdo

/ Sen sen[(k+2) 7] < (26.175)
2L sen (%) 2 ’

e o problema da convergéncia desta integral para zero esta resolvido.
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Agora tratamos da integral no intervalo [0,d]. Queremos que para todo € > 0
exista um d > 0 tal que

‘/2an@>“L”w
0 1

A fung@o (¢Dg(t)) é limitada, pois

< ; . (26.176)

1\ me t t

tDi(t)] = |sen | | k+ = 26.177

[#Di(1)] [( 2) } 2Lsen (;—L) 2Lsen (37) ( )
Esta ultima fung¢@o é crescente no intervalo [0, L], portanto

L 1

tDi(1)] < ==. 26.178

| k( )‘ = |2Lsen (72;_L) 2 ( )
Portanto

o gt |1 e
/ (tDy (1)) ==—=dr| < = / =2d. (26.179)
0 t 210

Resta apenas provar que para todo € > 0 existe um & > 0 tal que a dltima integral
acima € menor que € para provar a convergéncia da série de Fourier. Este critério
se chama Teste de Dini. Se existir um M real tal que

gn| : (26.180)

isto é, se esta razdo for limitada, entdo

z ~ cee ~ t
Neste caso basta escolher 8 < A%, que é um ndmero positivo caso a fungdo @
seja de fato limitada. Como g(x,#) é seccionalmente continua, o numerador é
limitado. Para a razdo ser limitada basta que o limite

t
lim g(x,1)
—0t+ t

dr < M3 . (26.181)

(26.182)

exista. Lembrando de como definimos g(x,), temos que

o 80 ) = )+ (fx =) = ()
t—0+t f t—0t t
frt ) —f ) | fla—) = fx)

t—0* t t—0* t

=) +F0)
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O teste de Dini é portanto valido se f/(x") e f'(x™) sdo limitadas para todo x €
[—L,L], isto é, se a fungdo f(x) for seccionalmente diferencidvel. Isto encerra a
demonstracdo do seguinte teorema.

Teorema 26.3 (Teorema de Fourier).
Seja f(x) uma fungdo periddica de periodo 2L seccionalmente continua e sec-
cionalmente diferencidvel. Entdo a série de Fourier de f(x) converge para a mé-

dia entre f(x") e f(x7), isto é,
(an cos (nTﬂ:x> + b, sen (%)) (26.183)

s

[P+, =+

| =

n=1

onde

—%/_if(x)cos(n—zx>dx /f sen )dx (26.184)

26.3.2 Convergéncia uniforme da Série de Fourier

Seja f uma funcdo que satisfaz as hipéteses do teorema de Fourier. Entdo a
série infinita

+): (ancos (“5) +busen (“3)) (26.185)

converge pontualmente para 3 [f(x") + f(x7)].
A soma parcial é dada por

Si(x) = 2 0+ Z (a,, cos (n;x) + by sen (%)) (26.186)

n=

e nos pontos em que f € continua o erro da soma parcial é
Er(x) = f(x) — Sk(x) . (26.187)

O erro quadratico médio no intervalo [—L,L] é dado por

L L
e RS UCERIE) (26.188)

que podemos dividir em trés integrais

1 L 2 L 1 L
2 _ -~ 2 _z 1 5
Ek = L/—Lf (x)dx L/_Lf(X)Sk(x)dx+L/_LSk(x)dx’ (26.189)
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que podemos escrever como produtos internos na forma

= LI ) =200, + (5650 (26.190)

Calculando estes produtos internos temos

L
ao nmx nmx
(Sk,Sk) = / > + Z a, cos (T) + b, sen (T))

&

ag m
> + Zamcos( 7 sen 7

A

g
SN—
_|._
>
3
/N
3
g
g

L a% k () / (mnx k ao L m
)4 2 b / sen <—) dx
/L * Z:: . mgl 2" —L L
+n;1 2" (T) ; ; Gnm [ (T> cos <T) dx
ko k . .
nmx mmx ao Tx
+nz:1n;lanbm/_Lcos <T> sen (T) dx—l—ng’l ) n/_Lsen <T> dx
k k L
+ Z Z bnam/ sen (ﬂx> CcOS (m_th) dx
n=1m=1 L L L
k k L
* Z Z b"bm/ sen <@> sen (m_nx> d .
n=1m=1 -L L L

De acordo com a relagdo de ortogonalidade das fun¢des envolvidas, estas diversas
integrais apenas trés sao ndo nulas. E mesmo as ndo nulas s6 possuem termos nao
nulos quando m = n. Portanto

2 )
(Si,S0) =L (%0 +y a§+bﬁ) . (26.191)
n=1

O préximo produto interno é
<f,Sk>=/LLf( )(612()+Zancos (nz >+b en(?))dx
:ajo/_LLf(x)dx—l—rgan/_LLf(x)cos (%)dx—f—;bn/if(x)sen(%)dx.

Cada integral corresponde a um coeficiente de Fourier, resultando em

2 k
(f,Sk) =L<%+ Zai+bﬁ> . (26.192)

n=1
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}

Podemos escrever o erro quadrético médio como

_1 (f.f)=2|L ﬁ+ia2+52 +|L a—%+ia2+b2
L ’ 2 n=1 " " 2 n=1 " "

(26.193)
ou apenas como
1 @ N 2 o
== ST Xatb ). (26.194)
n=1
Como o erro quadrético ndo pode ser negativo, temos que
a2 k ) ) 1 L )
30+Zan+bn§Z/Lf (x)dx . (26.195)
n=1 -

Se esta dltima integral for um niimero real a sequéncia do lado esquerdo é es-
tritamente crescente e limitada superiormente, portanto ela converge para o seu
supremo. Estd provado o seguinte teorema.

Teorema 26.4 (Desigualdade de Bessel).
Se (f,f) € R, entdo

2 o L
1
Dy R+p< —/ F(x)dx . (26.196)
2 n=1 L -L

A desigualdade de Bessel serd importante para provar a convergéncia uniforme
da série de Fourier. Os elementos da série de Fourier s@o funcdes continuas. Se
a série converge uniformemente, a fungdo para a qual ela converge deve também
ser continua. Portanto se a funcdo f ndo for continua, a convergéncia da série
de Fourier ndo pode ser uniforme. Logo devemos impor a condicdo adicional de
que f é continua no intervalo [—L,L]. Como f é periddica de periodo 2L, para
garantir que f € continua em todo o dominio real é necessdrio impor também
que f(L) = f(—L). A derivada da fungdo no entanto é mantida seccionalmente
continua. Logo o gréfico de f em qualquer intervalo fechado é uma curva continua
que admite no méaximo um ndmero finito de “bicos”. Tanto f quanto f’ satisfazem
as condigdes do teorema de Fourier, entdao

=g (e (F) o (F)) s

s

% [f’(x*) —i—f'(xf)] — % + (un cos (%) + B sen (?)) . (26.198)

n=1
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Estes coeficientes sd@o dados por

o=1 [ s0a= L@ s =

ocnz/f )

et

B[ e
By = /f sen ( )

= fx)sen (T 7L—

_ /fcos g

Pela desigualdade de Bessel,

/

DY oithicp [ Uwiaer.

-L
portanto a série

¥ (5 e

n=1

converge.
Sejam i, e v, elementos do R” dados por

0,

iL—%/_LLf(x) (—%sen (?

(nnx
L

_ (W%m,@g%,@gwg,

.,\/oc,%-i-B,%)

)

)

(26.199)

(26.200)

(26.201)

(26.202)

(26.203)
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Estes vetores possuem norma finita para qualquer valor de n, pois

) e
lal*=Y 5 <Y z=%2)€R (26.204)
k=1 k=1
c
n [
[T =Y o2 +B7 < Y o +p? (26.205)
k=1 k=1

que converge pela desigualdade de Bessel. Seja a série

Y \Jai+b}. (26.206)
k=1

A soma parcial pode ser escrita como

i Vi +bi = i \/<£>2 (o +B7) = = i . o +B; = éﬁn"_}n
k=1 =V kT Tk T
(26.207)
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
L, , L,, . .
—iln -V < — [t V]| (26.208)
T T

que é uma quantidade limitada. L.ogo a soma parcial desta série € uma sequéncia
crescente e limitada superiormente, portanto a série infinita (26.206) converge.
A série de Fourier de f(x) é

Fx) = %0 +§; (ancos (”%’C) + bysen (”Tm)) . (26.209)

Cada termo desta série de funcdes € limitado.
nmx

)< bl (5 e )
L )| =19 L n L

< lan| + [bal < \J@R + B2+ a2 + 03 = M, .

nix

a, cos (T) + b, sen <

A série dos M,, converge, pois

ianzi \J a2+ b2 (26.210)
n=1 n=1
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que € a série (26.206) que vimos que converge. Entdo pelo teste M de Weierstrass
a série de Fourier converge uniformemente para f(x).
Um passo importante nesta demonstragado foi utilizar a desigualdade de Bessel

2 ) L
1
204 Y ar+br < —/ 2 (x)dx . (26.211)
2 n=1 L -L

A convergéncia uniforme da série de Fourier é garantida se além das condic¢des
adicionais de continuidade esta integral for um nimero real. Em outras palavras,
a funcdo f deve ser uma fungdo de quadrado integrdvel. E simples verificar que
a soma de duas funcdes de quadrado integravel ¢ também uma funcdo de qua-
drado integrével, assim como o produto de uma destas fungdes por um numero
real. Logo este conjunto de fun¢des € um sub-conjunto do espaco de fungdes in-
tegraveis fechado pela soma e pela multiplicac@o por escalar, formando assim um
espaco vetorial chamado Espaco de Hilbert.
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26.4 Equacao do calor

Vimos que a temperatura em uma barra de comprimento L ao longo do tempo
pode ser modelada por uma fung@o u(x,7) que deve ser solugiio da equacdo dife-
rencial parcial

?)_L; = a% ) (26.212)
Esta func¢do esté sujeita também a condicéo inicial

u(x,0)=f(x) Vvxe|0,L] (26.213)
e as condig¢des de contorno de Dirichlet

u(0,6))=0 e u(L,t)=0 (26.214)
ou as condi¢des de contorno de Neumann

g—Z(O,I) =0 e g—Z(L,t) =0, (26.215)

formando assim um Problema de Valor Inicial e de Contorno.

A solugdo trivial u(x,7) = 0 é solugdo da equagdo diferencial mas ndo satisfaz
a condig¢do inicial se f(x) # 0 em algum ponto do dominio [0,L]. Pelo método
de separagdo de varidveis, procuramos por solu¢des da forma u(x,#) = X (x)-T(t)
nao nula. Substituindo esta funcdo na equacdo diferencial parcial temos

X(x)-T'(t) = aX"(x)-T(t) . (26.216)
Dividimos a equagdo por oX (x)-T'(¢) que supomos ndo nulo, resultando em

1 TI t I

1T X0 (26217)

aT() X
O lado esquerdo € fun¢@o apenas da varidvei ¢ enquanto o lado direito € fungdo
apenas de x. Para que existam solucdes separdveis cada lado da dltima equacdo
deve ser igual a uma constante chamada de constante de separagdo, isto é,

1 7T(r) X" (x)

&T(t):c © X =0. (26.218)

A funcdo T'(¢) admite solucdes da forma

T(t) = Ce" . (26.219)
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A constante C depende da condig¢@o inicial, que no momento ndo é possivel apli-
car.

Jd a fungdo X (x) deve ser solucdo da equagdo diferencial ordindria de segunda
ordem

X"(x) —0X(x)=0. (26.220)

As condig¢des de contorno impdem condigdes sobre a fungdo X (x). No caso da
condic¢@o de Dirichlet, temos que

u(0,6)=0 Vr>0 = X(0)-T(1)=0 Vr>0. (26.221)

Como esta condigdo deve ser vélida para todo ¢t > 0, a imposi¢do 7'(¢) = 0 implica
que a solugdo u(x,t) = X (x)-T(t) é identicamente nula. Portanto as condi¢des de
contorno de Dirichlet implicam

X0)=0 e X(L)=0, (26.222)
enquanto as condi¢des de contorno de Neumann implicam
X'0)=0 e X(L)=0. (26.223)

Estas condic¢des de contorno impdem valores para a constante de separacido 6. Os
valores permitidos sdo chamados de autovalores do problema de valor de con-
torno e as fungdes associadas a cada autovalor sdo chamadas de autofuncoes do
problema de valor de contorno.

26.4.1 Condicoes de Dirichlet

Comecamos pelo problema de valor de contorno
X"(x)—oX(x)=0, X(0)=0 e X(L)=0. (26.224)

A forma especifica da solucao dessa equacgdo diferencial depende do sinal da cons-
tante de separacio 6. Se 6 > 0 escrevemos G = k> e as solugdes da equacio
diferencial sdo da forma

X (x) = C1e +Cre ™. (26.225)
A condigio de contorno X (0) = 0 implica

X0)=C+C,=0 = G, =-C; (26.226)

X (x) = 2C senh(kx) . (26.227)
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A segunda condic@o de contorno X (L) = 0 implica
X (L) =2Cysenh(kL) =0. (26.228)

A funcdo seno hiperbdlico se anula apenas se o argumento é nulo. No entanto

supomos k positivo e se L = 0 ndo temos barra para modelar. Entdo a condicdo

de contorno implica C; = 0. Como neste caso C; = C; = 0, a solu¢@o encontrada

¢ identicamente nula, que viola a hipdtese de que a solugdo u(x,7) é ndo nula.

Portanto ndo existem autovalores positivos deste problema de valor de contorno.
Se 6 = 0 a solugdo da equacdo diferencial é dada por

X(x) =Cix+C, . (26.229)

A condi¢do X (0) = 0 implica C; = 0 e X (x) = Cjx. Impondo X (L) = 0 temos
CiL = 0 e como queremos que a barra tenha comprimento positivo temos que
C; =0 e a solugdo X (x) é identicamente nula. Logo ndo existe autovalor nulo do
problema de valor de contorno.

Finalmente se ¢ < 0 escrevemos ¢ = —k
sdo escritas como

2 ¢ as solucdes da equacdo diferencial

X (x) = Cj cos(kx) + Casen(kx) . (26.230)
Impondo X (0) = 0 temos

X(0)=C1-14G-0=0 = C; =0. (26.231)
A solucdo entdo deve ser

X (x) = Cysen(kx) . (26.232)
Impondo X (L) = 0 temos

X(L) =Cysen(kL) =0 . (26.233)

Se C; = 0 esgotamos a possibilidade de solucdes do problema de valor de con-
torno. No entanto podemos encontrar solu¢des com C, # 0 se sen(kL) = 0, o que
ocorre em multiplos de 7, isto €,

nm

KL=nt = k= . (26.234)

Os autovalores deste problema de valor de contorno sdo

nm?

— (26.235)

Gn:
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com autofungdes
X, (x) = sen (”—f‘) . (26.236)

Os valores de n s@o positivos, pois 0s termos negativos e nulo resultam em so-
lucdes que nao sdo linearmente indepentendes das autofuncdes encontradas com
n>0.

A solugdo de T'(¢) associada ao autovalor G, é

2.2
T, (1) = et = ¢ %

(26.237)

e a solugdo da equagdo diferencial parcial correspondente a este autovalor €

n?n2

_ TC
n(x,1) = Tp(1) X (x) = & 2 x

! sen (T> . (26.238)

Pelo principio de superposi¢ao qualquer combinacao linear destas solu¢des € uma
solucdo da mesma equagdo diferencial parcial, portanto a solugdo geral € dada por

° }’lzTC2
u(,t) = Y bue 2 "sen (”—f‘) . (26.239)
n=1

Aplicando a condigdo inicial u(x,0) = f(x) encontramos
- nmx
=Y busen (") . wxe oL, 26.240
f(x) ng’l nsen (— x € [0,L] ( )

Para determinar os valores de ¢, precisamos calcular a série de Fourier da
condicdo inicial f(x). No entanto a condi¢do inicial estd definida apenas no inter-
valo [0, L], mas precisamos que a fun¢io esteja definida no intervalo [—L, L] e que
seja periddica de periodo 2L. Este problema é resolvido fazendo uma extensdo de
f(x). Podemos definir uma nova fung¢@o F'(x) escolhendo uma expressdo qualquer
g(x) para o intervalo (—L,0) e definindo-a como periédica de periodo 2L, como
mostra a figura 26.4.

Nao importa como definimos esta extenséo de f(x), podemos calcular a série
de Fourier de F(x) e esta série de Fourier converge para a condicéo inicial f(x)
no intervalo (0,L). Na fronteira sabemos que a série de Fourier converge para os
limites laterais, mas o valor da solugdo ja estd fixado nestes pontos pelas condi¢des
de contorno.
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Figura 26.4: Extensdo arbitrdria no intervalo (—L,0) e periédica de periodo 2L.

Analisando com mais cuidado a equacdo (26.240) podemos ver que a série
de Fourier que devemos expandir contém apenas fun¢des senos, entdo devemos
escolher uma extensdo de f(x) no intervalo (—L,0) tal que a série de Fourier
resultante contenha apenas func¢des senos, isto €, com coeficientes

1 [t nmx
ay, = —/_LF(x) cos (T> dx (26.241)

todos nulos. Como a fungdo cosseno € par, se F' é uma funcido impar a integral
acima € automaticamente nula. Entdo para modelar adequadamente a solugédo da
equagdo do calor devemos extender a condig@o inicial de modo que F(x) seja
impar, o que chamamos de extensdo impar, como mostrado na figura 26.5.

Neste caso os coeficientes b, sdo calculados como

1 L
—— / F(x)sen (—"m> dr. (26.242)
L], L

Como definimos F como uma fun¢@o impar, os coeficientes b, sdo calculados
como a integral de uma fun¢do par em um intervalo simétrico, o que nos permite
escrever

2 (F nmx 2 [(F nix
by = Z/o F(x)sen <T> dx = Z/o £(x)sen <T) dx . (26.243)

Com estes valores de b, calculamos a solu¢ido do problema da conduc¢do do calor
sujeito a condigdo inicial f(x) e condigdes de contorno de Dirichlet.
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Figura 26.5: Extensdo impar da funcao original.

Exemplo 26.6.

Uma barra de comprimento L com a temperatura fixa nas pontas possui uma
temperatura u(x,t) que satisfaz o problema de valor inicial e de contorno definido
pela equacdo diferencial

du_ 0 (26.244)
o o2 '
com condig¢do inicial
u(x,0) =Ax(L—x) Vxe€|0,L] (26.245)
e condicdes de contorno de Dirichlet
u(0,0)=0 e u(L,t) Vt>0. (26.246)
Como visto a solucdo geral é dada por
had _ n2n2 X
)= bae ¥ sen (T2 26.24
u(x,1) ,,;1 ne L2 sen 7 ( 7)
com
b 2/LA (L—x)sen (’m>dx ALy (26.248)
= = X —X — = —== — (= . .
" LJ L n3m3

Se n € um nimero par, b, € nulo. J4 nos casos dos nimeros impares temos

8AL? 1
by = ol 26.24
s R P I (26.249)
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A solug@o deste problema de valor inicial e de contorno €

SAL? & 1 g’ X
w(x,1) = e sen <(2n - 1)—) . (26.250)
3 ng’l (2n—1)3 L

Uma aplicacdo simples do teste M de Weierstrass mostra que esta solu¢do con-
verge uniformemente.

26.4.2 Condicoes de Neumann

Agora resolvemos o problema da condu¢do do calor com condi¢des de con-
torno de Neumann. O método de separacdo de varidveis nos diz que a solucdo
u(x,t) da equagdo do calor

ou 0%u

— =0= 26.251

ot or? ( )
pode ser escrita como u(x,t) = X (x)-T(¢). A funcdo T (¢) é solugdo da equagio
diferencial ordindria

T’(t) —ooT (1), (26.252)
ou seja,
T(t) = Ce™o! (26.253)

e a fungdo X (x) € solucdo da equagdo diferencial

X"(x)—6X(x)=0 (26.254)
sujeita a condicdo de contorno

X'(0)=0 e X' (L)=0. (26.255)

Se 6 > 0 escrevemos 6 = -+k? a solucdo da equacio diferencial e sua derivada
sao dadas por

X(x) = Ci¥+Ce ™, (26.256)
X'(x) = Crke™ —Coke ™™ . (26.257)

A condi¢do de contorno X’(0) = 0 implica k(C; — C2) = 0. Estamos conside-
rando k # 0, portanto C; = C;,. A solugdo é dada entdo por X (x) = 2Cj cosh(kx)
com derivada X’(x) = 2kC)senh(kx). A segunda condi¢do X'(L) = 0 implica
2kC;senh(kL) = 0. Novamente k ndo pode ser zero sendo a solugdo ndo teria



26.4 Equacao do calor 1129

esta forma e L deve ser maior que zero para termos uma barra para modelar. En-
tdo C1 = 0 e a solugdo € identicamente nula, que também excluimos ao aplicar o
método. Logo ndo existem solugdes do problema de valor inicial com autovalores
positivos.

Se 6 = 0 a solugdo da equagdo diferencial ordindria se sua derivada sdo dadas
por

X(x) =Cix+C (26.258)
X'(x)=C . (26.259)
Neste caso tanto a condi¢do de contorno X (0) = 0 quanto X (L) = 0 implicam

C1 = 0 sem fazer nenhuma imposicdo a constante C>. Entdo este problema de
valor de contorno admite um autovalor 6y = 0 com autofungdo

Xo(x) = 5 (26.260)
onde este valor foi escolhido por conveniéncia.
Se 6 < 0 escrevemos 6 = —k e a solucdo é tal que

X (x) = Cj cos(kx) + Cysen(kx) , (26.261)
X'(x) = —Cyksen(kx) + Cakcos(kx) . (26.262)
(26.263)

A primeira condi¢io de contorno X’(0) = 0 implica C; = 0, ou seja,
X(x) = Cjcos(kx) , (26.264)
X'(x) = —Ciksen(kx) . (26.265)
(26.266)

A segunda condic@o de contorno X’(L) = 0 implica —Cjksen(kL) = 0. Para que
existam solucdes com autovalores negativos € necessario que kL = nT, ou seja, o
problema de valor de contorno possui autovalores negativos dados por

Gy = —% (26.267)
com autofungdes
X, (x) = cos (”—zx> . (26.268)
Para cada autovalor hd uma solug@o 7,(¢) correspondente
To(t) =e 07" =1, (26.269)

n?z2

T()=e * 2", (26.270)




1130 Equacoes Diferenciais Parciais

e uma solugdo u,(x,t) correspondente

1
(v.) = Xo () To(1) = 5 (26271)
(1) = Xo (0)Ta(1) = &% cos (%x) . (26.272)

Pelo principio de superposicdo, escrevemos a soluc¢do geral da equacdo do calor
como

e n2n2
u(x,t) = %O —|—nglane7a 2" cos (n%tx) . (26.273)
A condic@o inicial
u(x,0) = f(x) vxel0,L] (26.274)
implica
_d .y iy
fx) =5 +’§1an cos ( =) (26.275)

Novamente devemos extender a fung¢do f(x) de alguma maneira para o intervalo
(—L,0) para calcular a série de Fourier. Esta extensao deve ser tal que

1 L
by = / F(x)sen (—”m) dx=0, (26.276)
L), L

o que ¢ satisfeito se fizermos a extensdo par, como exibido na figura 26.6.

A

[ [ [ [
I I I l -2L L L 2L
2L L L 2L

Figura 26.6: Extensdo par da fun¢do original.
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Para construir esta extensdo definimos uma fungdo

F(x) = { ﬁx—)@ zxé Eo_i] 0 (26.277)

e periddica de periodo 2L fora do intervalo (—L,L]. Neste caso os coeficientes
nao nulos sdo dados por

1 L
a4, = — / F(x)cos ”m / 7(x) cos ) . (26.278)
LJ L
Exemplo 26.7.

Uma barra de comprimento L com a temperatura fixa nas pontas possui uma
temperatura u(x,7) que satisfaz o problema de valor inicial e de contorno definido
pela equacdo diferencial

ou 0%u

— =0= 26.279

a e (26279)
com condi¢ao inicial

u(x,0) =Ax(L—x) Vxe€|0,L] (26.280)
e condicdes de contorno de Neumann

ou ou

=—(0,1)=0 —(L,t)=0 Vvt>0. 26.281

00 =0 e L) > (26.281)
Como visto a solucdo geral é dada por

oo 22
£) = %0 +n;ane‘°‘ 2 cos (%) . (26.282)
com
2 (F X 2AL?

4 = Z/o Ax(L — x) cos <T> dr === (1= (=1)") (26.283)

eay= ATLZ, A solucdo deste problema de valor inicial e de contorno é
AL2 247 &1 (- e
u(x,t) = 5 “27 cos (ﬂx) : (26.284)
T = L

Uma aplicacdo simples do teste M de Weierstrass mostra que esta solug¢do con-
verge uniformemente.
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26.5 Equacao de onda

Seja uma corda esticada por uma tensido 7" de comprimento L com uma densi-
dade linear p. Um pequeno deslocamento vestical de propaga ao longo da corda
como uma onda. Podemos orientar a corda ao longo do eixo x e o deslocamento
vertical no eixo y, que serd uma fungdo da posi¢do x e do tempo ¢, isto €,

y=u(x,t), (26.285)

ondex € [0,L] et >0.

/\ [\

L L L

/\

——
—

Figura 26.7: Propagacdo de uma onda em uma corda de comprimento L.

Neste movimento as particulas da corda se movimentam para cima e para
baixo apenas, apesar da onda se propagar para a direita. Seja uma regido da corta
entre os pontos xg € xo + Ax. A massa desse trecho de corda é dada por

X0 +Ax
m= / p(x)dx . (26.286)

0

A componente vertical do centro de massa deste trecho é

1 x0+Ax
yem = — / p(x)u(x,t)dx . (26.287)
m Jy

A velocidade do centro de massa é

d |1 xo+Ax 1 X0+Ax p)
yom = — [ / p(x)u(x,t)dx] S / p(x)a—?dx (26.288)

dr |m Jy, )

se a fungdo u(x,t) for diferencidvel neste intervalo. A acelaragdo do centro de
massa é

d |1 [rofax 0 1 [XotAx 92
Yem = —; [ / p(x)a—?dx] e —/ p(x)y;tdx (26.289)

dr |m Jy, mJy,
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Pela segunda lei de Newton,
mycm(t) = To(t) , (26.290)

sendo 7,(f) a componente vertical da tensdo na corda, convencionando que uma
tensao positiva puxa a corda para a direita ou para cima.

Seja 8(x,7) o angulo de inclinagdo da reta
tangente a corda no ponto x e no instante
t. Seja T (x,t) a tensdo da corda no ponto
X e no instante r. As componentes ho-
rizontais destas tensdes nos pontos xp €
xo + Ax devem ser iguais para que nao
haja movimento horizontal da corda, ou
seja,

T (xo,t) cos(0(xo,7)) = T (xo + Ax,t)cos(8(xo + Ax,1)) = Ty(t)  (26.291)
A diferenca entre as tensdes verticais é
T (x0+ Ax, ) sen(0(xo + Ax,1)) — T (x0,1) sen(8(xo,7)) = mycm(t) . (26.292)

Queremos dividir cada termo desta dltima equacao por 7j,(). Podemos escolher a
expressao mais conveniente em cada termo, resultando em
T (xo + Ax,t)sen(0(xo+ Ax,1)) T (xo,t)sen(6(xp,?)) m

T(xo+ Ax,1)cos(8(xo + Ax,1)) T (x0,1)cos(8(x0,0)) Th(t)y'CM(t) (26.293)

ou de maneira mais simples

tan(8(xo + Ax, ) — tan(8(xo, 1)) = Ti(t)yCM(t) (26.294)
h
ou ainda
ou ou 1 Fo+Ax 0%u
— Ax,t) — =—(x0,t) = —— ——dx 26.295
e A~ S0 =zos [ e (26.295)
Pelo teorema fundamental do célculo escrevemos esta tltima equagdo como
Xo+Ax azu 1 x0+Ax azu
—dx=—— X)=dx, 26.296
/xo 2™ T T () /xo P5a (£8:250)

que agrupamos em uma Unica integral

Xo+Ax Fa2,, p<x) %u
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A quantidade %(—é)) determina a velocidade de propagacdo da onda na corda e po-
1

demos escrevé-la como 5. Esta integral deve ser nula em todos os trechos da
corda, isto é, para qualquer valor de xy € [0, L] e qualquer comprimento de trecho
Ax para todo instante ¢ > 0. Portanto a expressdo entre colchetes dentro da integral
deve ser nulo em todos os pontos da corda e em todo ¢ > 0, isto &,

1 %u d%u

para todo x € [0,L] e todo ¢ > 0. Esta equacdo é chamada de equagdo de onda
unidimensional. No caso de uma propagacdo de onda em um ndmero maior de
dimensdes a equagdo de onda € dada por

1 azu 2
e =V (26.299)

Esta equagdo é uma equacdo diferencial parcial linear homogénea de segunda
ordem. Se a tensdo na corda e a densidade forem constantes, esta equacdo é
também de coeficientes constantes.

26.5.1 Problema de valor inicial e de contorno

Se as pontas das cordas estdo presas, como numa harpa ou violdo, impomos
a funcdo u(x,r) condigdes de contorno de Dirichlet. Podemos orientar o nosso
sistema de coordenadas de modo que as alturas nas quais as pontas estdo presas
sejam nulas, isto €, temos as condi¢des de contorno

u(0,6)=0 e u(Lt)=0. (26.300)

Outra possibilidade € prender a corda em uma argola e permitir que a argola
suba e des¢a presa a uma barra. A altura da corda € varidvel, mas a tensdo da
corda faz com que faz com que a inclinacfo da corda seja nula na ponta, ou seja,

ou ou
—(0,/)) =0 e =—(L,t)=0 26.301
20 L) =0, (26301)
também conhecidas como condicdes de Neumann.

Assim como no caso da equagdo do calor, procuramos por uma solugdo ge-
ral que satisfaca uma destas condicdes de contorno e depois impomos condicdes
iniciais. Pelo método de separacdo de varidveis escrevemos

u(x,t) =X(x)-T(t) . (26.302)
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Substituindo na equagdo de onda temos

ST X () =X"() T () (26.303)

Como procuramos por uma solug¢@o ndo trivial, supomos que u(x,) ndo seja iden-
ticamente nula, o que nos permite dividir a equagdo anterior por X (x)-7'(¢) e obter

17"(r)  X"(1)
= T = X0 (26.304)

Como o lado esquerdo € uma func¢do apenas de ¢ enquanto o lado direito € func¢do
apenas de x, cada lado deve ser igual a uma constante ¢ que chamamos de cons-
tante de separacao, resultando em duas equacdes diferenciais ordindrias, uma para
a funcdo T (¢) e outra para X (x), dadas por

T"(t)—v*T(t) =0, (26.305)
X"(x)—oX(x)=0. (26.306)

As solugdes das duas equagdes diferenciais dependem do sinal da constante de
separacdo G, cujos valores permitidos sdo determinados pelas condi¢des de con-
torno.

Comecando pelas condicdes de Dirichlet, se ¢ > 0 escrevemos 6 = +k> e
encontramos as solucdes

X (x) = C1e¥ +Cre ™. (26.307)

A condi¢do de Dirichlet X(0) = 0 implica C; +C, = 0 e X(x) = 2Cj senh(kx).
A préxima condi¢do X (0) = L implica 2C senh(kL) = 0, que s6 é satisfeita com
C1 = 0, portanto a Unica soluc¢do possivel com ¢ > 0 é a solucdo identicamente
nula que excluimos ao dividir a equacéo diferencial pela solu¢do ao aplicar o
método. Portanto ndo existem solucdes deste problema de valor de contorno com
autovalor positivo.

Procuramos agora solugdes com ¢ = 0, que sdo dadas por

X(x)=Cix+C . (26.308)

A condi¢do X (0) = 0 implica C; = 0 e X(x) = Cix. Impondo X (L) = 0 temos
CiL = 0 que implica C; = 0 e novamente encontramos apenas a solucio iden-
ticamente nula e ndo existem solucdes do problema de valor de contorno com
autovalor nulo.

Procurando por solucdes com 6 < 0 escrevemos 6 = —k? e as solucdes para
X (x) sdo dadas por

X (x) = C) cos(kx) + Cysen(kx) . (26.309)
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A condi¢do de contorno X (0) = 0 implica C; =0 e X (x) = C sen(kx). Impondo
X(L) = 0 temos Cysen(kL) = 0. Para que existam solugdes com C, # 0 é neces-
sario que sen(kL) = 0, ou seja, kL = nm. Entdo existem autovalores negativos do
problema de valor de contorno dados por

2.2
n-m
Cp = I (26.310)
com autofungdes dadas por
X, (x) = sen (”%’C) . (26.311)

Antes de partir para a fungio 7 (¢) resolvemos novamente o problema de valor
de contorno agora com condi¢des de contorno de Neumann X’(0) =0e X'(L) =0.
Se 6 > 0 escrevemos 6 = +k° e

X(x) = C1e +Cre™ | (26.312)
com derivada
X'(x) = Crke™ — Coke ™ | (26.313)

A condi¢do x'(0) = 0 implica k(C; —C;) = 0. Como k # 0 entdo C; = C, e
X (x) = 2Cj cosh(kx). A condi¢do X'(L) = 0 implica 2Cksenh(kL) = 0. Como
k#0e L # 0, temos apenas C; = 0 e X(x) = 0, que excluimos por hipétese.
Entdo nido existem autovalores positivos do problema de valor de contorno com
condi¢des de Neumann.

Se 6 = 0 temos

X(x)=Cix+C, e X'(x)=C . (26.314)

As condi¢des X'(0) =0 e X'(L) = 0 implicam apenas C; = 0, permitindo que
C, tenha qualquer valor real ndo nulo. Entdo existe uma solug¢do do problema de
valor de contorno com autovalor nulo que por conveniéncia escrevemos como

Xo(x) = = . (26.315)

Se ¢ < 0 definimos ¢ = —k?

sdo dadas por

e as solucdes da equacdo diferencial ordindria

X (x) = Cj cos(kx) + C; sen(kx) (26.316)
com derivada

X'(x) = —Cyksen(kx) + Crkcos(kx) . (26.317)
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Agora a condi¢do de contorno X’(0) = 0 implica C; = 0 e a condigdo X'(L) =0
implica —Cjksen(kL) = 0, que admite C; # 0 somente se kL = nm. Portanto
existem autovalores negativos do problema de valor de contorno dados por

2.2
nem
com autofungdes
g
X, (x) = cos (”—Lx) . (26.319)
Tanto nas condic¢des de Dirichlet quanto nas condi¢cdes de Neumann os auto-
valores negativos sdo dados por 6,, = — ”2—’2‘2 e a equacdo diferencial ordindria para
T(t)é
2.2
n-m 2
T! (1) + 77" T,(t)=0 (26.320)

cuja solugdo € escrita como

t 1
T,(r) = Ancos (ﬂ) 4 B, sen (”m ) . (26.321)
L L
No caso de autovalor nulo a solugdo para T'(¢) correspondente é
To(t) = Ao+ Bot . (26.322)

No caso de condi¢des de contorno de Dirichlet as solucdes da equagdo de onda
sao

1 1
n(,1) = (Ancos (%) + B, sen (%)) sen (%) . (26.323)

Estas funcdes s@o chamadas de modos normais de vibracdo.

-4

Figura 26.8: Primeiros modos normais de vibra¢do de uma corda.
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Pelo principio de superposi¢do a solucdo geral é a soma de todos os infinitos
modos normais de vibrag3o,

u(x,t) = i (An cos (?) + B, sen (%W» sen <?) ) (26.324)
n=1

Como a equacgdo de onda é de segunda ordem no tempo precisamos de duas
condi¢des iniciais para determinar as constantes A, e B,. A posi¢do inicial da
corda é

u(x,0) = f(x) (26.325)
e a velocidade inicial da corda é
% (0) = g (26.326)

onde f e g sdo fungdes definidas no intervalo [0, L]. Substituindo ¢ = 0 na solugio
geral encontramos

> nmx
f(x)=) Apsen|— (26.327)
(= LAwsen ()

e determinamos os coeficientes A, pela série de Fourier da extensdo impar de f(x),
ou seja,

2 (L nmx
An=1 /0 £(x)sen (T> dx . (26.328)

Derivando a solugdo geral u(x,7) e calculando em 7 = O temos

i nmy nmx
g(x) = B,—sen| — (26.329)
()= ¥ B sen ()

e determinamos B, pela série de Fourier da extensdo impar de g(x), ou seja,

2 L
B, -~ / g(x) sen (%x) dx (26.330)
0

ou

2 L nmx
By= o | gsen (T> dr . (26.331)

Assim a solugdo da equagdo de onda com condigdes de Dirichlet estd completa-
mente resolvida.
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No caso de condicdes de Neumann os modos normais de vibracio sdo

t t
up(x,t) = <An cos <mzv ) + B, sen (nizv )) cos (%) (26.332)

e a solugdo referente ao autovalor nulo

B Ao+ Bot
2

up(x,1) (26.333)

descreve um movimento médio devido ao fato das argolas onde as pontas estdo
presas poderem subir ou descer.
A solucdo geral neste caso é dada por

Ao+ Bot | t t
u(x,t) = %%— Z (An cos (%) + B, sen (%)) cos (?) . (26.334)
n=1

Aplicando a condigdo inicial u(x,0) = f(x) temos

nmx

Ay &
fx)=—+4) A,cos|— (26.335)
(9 =5+ L Aneos ()

e calculamos os coeficientes A, pela série de Fourier da extensdo par de f(x), ou
seja,

2 L
Ag= = / F(x)dx . (26.336)
L Jo
€
a2 TN d 26337
=1 [ reos () (26.337)
sen > 0.

Derivando a solugdo geral em relagdo ao tempo e calculando em ¢ = 0 temos

_Bo vy p v (”“x) (26.338)

g(x) > +n§’anT cos

e os coeficiente B, sdo calculados pela série de Fourier da extensdo par de g(x),
isto €,

2 L
Bo=7 /0 g(x)dx . (26.339)
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c
g™ 2 /L (x) sen (”m) dx (26.340)
— == X — :
nr L/ 8 I )
sen > O, que escrevemos como
2 L nmx
Bi= o | stsen (T> dr . (26.341)

Calculando estes coeficientes determinamos a solugdo da equagdo de onda com
condi¢des de Neumann.

Exemplo 26.8 (Corda dedilhada).

Uma corda de harpa (ou violdao) tem as pontas fixas. Se puxarmos a corda a
uma altura £ na posicdo x = a e soltarmos com uma velocidade inicial nula temos
condigdes iniciais

e sefsx=sa 26.342
f(x)_ h((ax:zf)), SeaSXSL ( . )
eg(x)=0.
Como g(x) = 0 temos trivialmente B, = 0 e a solugdo geral é
o nmvt nmx
N=Y A (—> (—) . 26.343
u(x,r) ngi ncos (—— Jsen = ( )

Os coeficientes A, sdo dados por

2 [t nix
A, = Z/o f(x)sen <T> dx, (26.344)

que devemos dividir em dois intervalos para calcular.

2 [h 2 [Fh(x—L
An:_/ _xsen(@)dx+_/ (x )sen(@)dx. (26.345)
L), a L L), (a-1 L

Integrando por partes temos
2h L o\ [¢ 2 [ L Tx

A, = S =) cos <n_x> ——/ —— | cos (n—)dx
La nw L /|, LJo nT L

PR (L) eos (M)
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Estas tltimas integrais sdo simples.

2h nmxy |¢ 2hL nwx |¢
A, = — —xcos (—) ————sen (—)
ant L /|, an’m? L /|,
2h nmxy | 2hL nroxy |
—————(x—L)cos (— )| + ——<5—5sen(—
(a—L)nm L /|, (a—L)n’n L/|,

Metade destas substituicdes sdao nulas. Os termos ndo nulos sdo

2h nmwa 2hL nma
A, = ——cos( > 5 2sen( >
nw L an-m L
L 2h cos (nna) 2hL cen (nﬂa)
nm L (a—L)n*n? L

Convenientemente 0s cossenos se cancelam. Os termos restantes sao

Ay 2hL F— ! ]sen(mra) 2hL {a—L—a} sen (@) (26.346)

T 2m2la a—L L) w2 ala—L) L

e finalmente chegamos no resultado

An =

2nL* 1
”’m) (26.347)

— sen
n’*n? a(a—L) ( L

A solucdo da equacdo de onda é finalmente

2hL? =1 nma
M(X,t) = —m Z — S€n <T) sen

1
= <@> cos (@) . (26.348)
n=1

L L

Pelo teste M de Weierstrass € simples verificar que esta série converge unifor-
memente. Os modos normais de vibragdo descrevem o som gerado pela corda.
Esta solugdo ignora a resisténcia do ar. Considerando a resisténcia do ar podemos
verificar que os modos sdo amortecidos e quanto maior o valor de n mais rapido
0 modo decai. O tltimo modo a decair é 0 modo fundamental com n = 1. Escre-
vendo a dependéncia temporal como cos(®t) calculamos a frequéncia do modo
fundamental como

w w |T
o= - = Z\/; (26.349)

Este resultado € interessante porque mostra que a frequéncia do som nédo depende
da posicdo em que puxamos a corda e nem a que altura. Depende apenas do
comprimento da corda, da densidade e da tensdo.
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26.6 Problema de Cauchy

Imagine uma corda com comprimento tdo grande que ndo podemos ver as pon-
tas e que idealizamos como uma corda de comprimento infinito. Neste caso ndo
podemos determinar condi¢bes de contorno e portanto ndo podemos definir um
problema de valor de contorno. Devemos encontrar uma solugdo para a equagao
de onda

1%u d%u
—— = 26.350
v2orr  ox? ( )
com x € (—oo,4o0) et > 0 satisfazendo as condi¢des iniciais
ou
u(x,0)=f(x) e E(x, 0) = g(x) (26.351)

para todo x real. Este problema é conhecido como Problema de Cauchy e possui
uma solucdo geral dada pela formula de d’Alembert.

Teorema 26.5.
Se u(x,t) é solucdo da equagdo de onda

1 %u  d%u
et = (26.352)

com v constante, entdo existem fungoes reais F e G de uma tinica varidvel tais
que

u(x,t) =F(x+vt)+G(x—wvt) . (26.353)
Demonstragdo. Sejam as varidveis & = x+ vt e 1 = x — vt. Pela regra da cadeia

du 0Judf Juon du  du
ST En e = o (26.354)

A segunda derivada é dada por

0%u 0 (du Odu

a? T o (x*%)

Puodt %u am  %u & %uam
9 ax T omaEax T oEamax ot ax
9%u u  d%u

(26.355)
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A derivada no tempo é

du  udE dudm  du  ou

g_i§+ﬁ§_vﬁ_vﬁ (26.356)
e a segunda derivada é
Pu_ 9 () _ 9 (ou ou
az — w\or ) "o \3E o
L (Pud | Fuon Pud oo
- V0B TomeEdr  dEmar  om? o
L (Pu P Pu Pu
— P\ T amag Y T e a2
%u ?u  u
B R, W T
= v (agz 25n 8n2> (26.357)

Nestas coordenadas escrevemos o lado esquerdo da equacio de onda como

o%u *u  *u 0%u d%u 82u)

1 9%u azu_iz Ou_,dw  du\ (ou ,du
062 “d&an oJn? €2~ T9Ean

2V

Va2 o v om?
(26.358)
ou apenas
1 %u du ’u
2o a3 (26:359)
Entdo a equagdo de onda implica
o%u
— 26.
3Eam 0 (26.360)
Podemos escrever esta equacdo como
d [ du Ju
% (%) =0 = % =g(M), (26.361)

onde g é uma funcdo de uma unica varidvel. Seja G alguma primitiva de g, pode-
mos escrever a fun¢ao u como

u(@n) =GM)+F (), (26.362)

onde F é uma “constante” em relagdo a varidvel 1, isto é, s6 depende de &. Vol-
tando as varidveis x e ¢ temos

u(x,t) =F(x+vt)+G(x—wt) . (26.363)
O
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Nesta demonstracdo as func¢des F e G devem apenas ser duas vezes diferencii-
veis, mas fora esta condi¢do ndo foi imposta uma expressdo especifica. A expres-
sao para estas funcoes € determinada pelas condi¢des iniciais. A condi¢o inicial

u(x,0) = f(x) implica

F(x)+G(x) = f(x) . (26.364)
Para aplicar a condi¢do inicial 2 5 (x,0) = g(x) calculamos a derivada de u(x,?)
pela regra da cadeia
ou , ,
g(x,t) =vF'(x+vt) —vG (x —vt) (26.365)
e a condicdo inicial implica
vF' (x) —vG'(x) = g(x) (26.366)
ou
1
F'(x)—G'(x) = -g(x), (26.367)
%
Integrando esta expressao temos
l X
F(x)—G(x) = —/ g(s)ds+C, (26.368)
vJo

onde C é uma constante de integracdo arbitraria. Somando as equagdes (26.366)
e (26.368) temos

flx) 1 / x C
F(x)=—>+— - 26.
(x) 7 +2v A g(s)ds+ 7 (26.369)
e subtraindo as equagdes temos
flx) 1 / x C
— _ _= 26.
G(x) > ), g(s)ds 5 (26.370)

Agora escrevemos a solug@o da equagéo de onda u(x,t) = F(x+vt) + G(x — vt)
como

1 X+VvE C 1 X—Vt C

(26.371)

que simplificamos como

X4Vt
u(x,t) = %(f(x+vt)+f(x—vt))+5/ g(s)ds . (26.372)
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Exemplo 26.9 (Corda dedilhada).

Imagine uma corda infinita esticada com uma deformacao inicial descrita por
uma fungdo u(x,0) = f(x) e solta com uma velocidade inicial %(x, 0) = 0. Neste
caso a solucdo de d’ Alembert € escrita como

u(x,t) = %(f(x—kvt) +f(x—wr)) . (26.373)

Se a condicao inicial é

sen(ow) ,

f(x) :{ 0 - (26.374)

como mostra a figura 26.9.

Figura 26.9: Condic¢do inicial da solu¢do de d’ Alembert.

A solug@o de d’Alembert € a soma de duas fungdes

u(x,t) = %f(x —vt)+ %f()H— vt) (26.375)

onde

_ Iy <k
f(x—vt):{éen(wc owr), se —X<x—w<Z _(26376)

sex—vt < —Toux—vt>¢

O intervalo em que esta fungdo é diferente de zero pode ser escrito como —g +
vt <x < & +vt. Este intervalo se desloca para a direita com uma velocidade v. Ja
no caso da fun¢do f(x+vz) o intervalo no qual ela é ndo nula ¢ —Z —vr < x <
T vt
(X/ . ~ ., . . .
Esta solucdo € a soma de dois pulsos que s@o transmitidos um para a direita
e outro para a esquerda, com velocidade v. No instante inicial # = 0 ocorre uma
interferéncia construtiva resultando na condig¢do inicial. Para ¢t > 0, o comporta-

mento da solucdo de d’ Alembert € ilustrado na figura 26.10.
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NN

\ |

Figura 26.10: Comportamento da solucdo de d’ Alembert.

Exemplo 26.10 (Corda percutida).

Agora a corda infinita estd inicialmente sem deformacdes, isto é, com posi¢ao
inicial u(x,0) = 0, mas um martelo ao bater na corda transfere momento, impli-
cando uma velocidade inicial %—’t‘ (x,0) = g(x). Neste caso a solucdo de d’ Alembert
€ dada por

1 X+t
u(x,t) = — / g(s)ds . (26.377)
PAVRY P
Se
[ sen(ow), se —Z<x<Z
S { 0, sex<—goux>"’ (26.378)
como no exemplo anterior, a solucdo torna-se
(x,1) = 1H( +v1) 1H( 1) (26.379)
onde
_1 _ R _eox
H(x—vi) = { Scos(ox—owr), se —X <x :t <z 26380
07 Sex—Vt<—a0uX_vl->&

Assim como no exemplo da corda dedilhada, o intervalo em que H(x — vt) é
diferente de zero é —g +vt <x< g 4+ vt, ou seja, se desloca para a direita com
velocidade v, enquanto o intervalo no qual a fung¢do H (x + vt) é diferente de zero
se desloca para a esquerda também com velocidade v. Neste caso o sinal destas
ondas € oposto, e no instante t = 0 ocorre uma interferéncia destrutiva tornando a
posicdo inicial nula.
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| /\
\ I

Figura 26.11: Comportamento da solucdo de d’ Alembert.

26.6.1 Integral da energia

Dizemos que as condi¢des iniciais u(x,0) = f(x) e % (x,0) = g(x) possuem su-
porte compacto se as integrais improprias de —oo a +oo convergem. Em particular,
se as fungdes f e g se anulam fora de um intervalo fechado [a,b] e sdo seccional-
mente continuas dentro dele, as condi¢des iniciais possuem suporte compacto.

Se multiplicarmos a equagdo de onda por % temos

1 *udu *udu B

ora e (26381
O primeiro termo pode ser escrito como

1udu 1 9 (ou)’

—— = =] . 26.382

v2or2 ot 2v2or (8t> ( )

Queremos escrever o segundo termo de maneira parecida. Pela regra de Leibniz,

d (dudu Juod*u  0%u du

PR (ga) “aod aarar (26.383)
Entdo segundo termo da equagdo (26.381) é

Pudu 9 [oudu 0%u du

o ax (ga—) ~ v o (26.384)

que também podemos escrever como

RPudu O [duou\ 19 [Ju\’
W§:$<§§)_§E($> ' (26.385)
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Assim escrevemos a equagdo (26.381) como

1 9 /ou\> 9 [dudu\ 10 [ou\>

z—vzg(g) _$<§$>+§E($> =0 (26.386)
Logo a equacdo de onda implica

ol 1 /au\? 1 /ou\?| 9 /ouodu

@@y e

Integrando sobre todos os valores possiveis de x temos

311 fau\> 1 /[du\? * 9 /udu
/_oﬁlz_ﬂ (5) +§<$) ]dxz/_ﬁ(§$>d’“' (26.359)

Como o dominio de integrag@o ndo varia com o tempo, escrevemos

d =1 /ou\* 1/[/u\’ udu\ |
— — | = | = dx= | =—= . 26.389
it /_m lzﬂ (a:) 3 (ax) ] (at ax) B (26.389)
Se as condic¢des iniciais possuem suporte compacto, entao
. Ou
XEE?W P 0, (26.390)

portanto o lado direito da equagdo (26.390) € nulo. Entdo

1 fou\* 1 [ou\?
ﬁ(a%t) +§<a_;‘> ]dx:o, (26.391)

Esta integral é entdo uma grandeza que se conserva chamada integral da energia e
denotada por E. Como ela possui 0 mesmo valor em qualquer ¢ > 0, substituindo

t =0 temos
1 /ou 2 1 /0u 2
. (§<x,o>) ‘s (a(x,0)> ]dx (26392)

e

que de acordo com as condi¢des iniciais calculamos como

d (e]
dr J

E= [ | 45 (7 ar. (26.39%

Como f e g s@o fungdes com suporte compacto, £ € um nimero real finito, garan-
tindo a conservagdo de energia da onda.
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A integral da energia garante também a unicidade da solug@o do problema de
Cauchy

1 o%u  d%u Jdu
ﬁm — ﬁ =0 , u(x, 0) = f(x) e g(.x, O) = g(x) (26394)

com condicdes iniciais de suporte compacto. Sejam u; e u, solugcdes do problema
de Cauchy. Pelo principio de superposicdo a diferenca i(x,t) = uj (x,t) — uz(x,1)
é também solucdo da equacdo de onda, mas com condi¢des iniciais

i(x,0) = uy(x,0) —uz(x,0) = f(x) — f(x) =0 (26.395)
€

dit d d

5 (6,0) = S1(x,0) = S2(x.0) = g(x) — g(x) = 0. (26.396)

Pela integral da energia

E—/m 1L (% 0) Ll % 0) i 26397)
)22\ A - (26.
Entdo para qualquer r > 0
|1 [ou 2 1 /o 2
E:/_m [2—‘)2 (E(x,t)> +§ (a(x,t)) ]dxzo (26.398)

As expressdes dentro desta dltima integral ndo podem ser negativas. Entdo para a
integral ser nula temos que

il il

a—?(x,t) =0 e a—Z(x,t) ~0. (26.399)

Portanto i(x,7) = K com K constante, mas a condi¢do inicial #(x,0) = 0 implica
K =0, ou seja,

up(x,t) —up(x,t) =0 VxeReVr>0. (26.400)

Logo a solugdo do problema de Cauchy € tnica.
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26.7 Equacao de Laplace

Imagine uma membrana eldstica (uma
bexiga, por exemplo) esticada e presa a
um arame que descreve uma curva fe-
chada. A posi¢do da membrana pode ser
expressa como uma superficie limitada
por uma curva fechada. Suponha tam-
bém que esta superficia possa ser repre-
sentada explicitamente pela equacao

z=u(x,y,t) (26.401)

em um dominio compacto D.
O deslocamento vertical da membrana u(x,y,?) deve ser solugdo da equacéo
de onda bidimensional

1%u d*u du
- =0. 26.402

V2ot ox?  dy? ( )
Queremos encontrar uma solucdo estaciondria para a membrana, isto é, uma solu-
¢ao0 que nao depende explicitamente do tempo, o que implica

%(x’y7t) =0 (26403)

em todo o dominio D e todo ¢t > 0. Entdo podemos escrever a funcdo u como fun-
¢do das varidveis x e y apenas e a equacdo diferencial parcial que u deve satisfazer
é

2 2

%+37”2‘=o e Vu=0. (26.404)

O operador V? é conhecido como operador laplaciano e a equagio VZu =0
¢ conhecida como equagdo de Laplace. Solugdes da equacio de Laplace sdo cha-
madas também de fungdes harmoénicas. A equagdo de Laplace aparece também no
problema de determinar o potencial eletrostitico numa regido sem carga elétrica.

Na fronteira do dominio, que denotamos por dD, a fung@o u(x,y) deve satis-
fazer condicdes de contorno. Se a altura da membrana € fixada por uma fung¢do
conhecida f(x,y), isto &, se

u(x,y) = f(x,y) ,¥(x,y) €dD, (26.405)
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temos condi¢cdes de contorno de Dirichlet. Se a altura da membrana pode va-
riar mas possui derivada direcional na direcdo normal a fronteira fixada por uma
fun¢do conhecida g(x,y), isto é, se
du =
i Vu-ii=g(x,y) ,¥(x,y) €D, (26.406)
n

temos condi¢des de Neumann. O problema de encontrar solugdes continuas da
equagdo de Laplace com condicdes de contorno de Dirichlet chama-se problema
de Dirichlet.

Definicao 26.1 (Problema de Dirichlet).

Dada uma funcdo continua f definida na fronteira de um dominio fechado
compacto D, isto é, f : dD — R, queremos encontrar uma funcdo u : D — R tal
que

* u é continua em D;

e V24 = 0 no interior de D;

* u(x,y) = f(x,y) em oD.

Este problema é extremamente dificil de ser resolvido em uma regido arbi-
traria D e em alguns casos € possivel mostrar que nao existem solugdes de um
determinado problema de Dirichlet. Os casos gerais que nio resolvemos analiti-
camente muitas vezes podem ser resolvidos numericamente, ou seja, encontramos
na verdade uma aproximagdo da solu¢cdo em uma grade. Supondo que exista uma
solu¢do, podemos ao menos mostrar que a solugdo € unica.

Teorema 26.6.
Se uma fungdo u(x,y) € solugdo do problema de Dirichlet, entdo o mdximo
global de u ocorre na fronteira do dominio.

Demonstragdo. Como u(x,y) é continua em um dominio fechado e compacto D,
pelo teorema de Weierstrass existe um méaximo global de u em D,

M= max {u(x,y)} . (26.407)
(x.y)eD
Seja My 0 méaximo global de u na fronteira de D, isto €,
M¢= max {u(x, . 26.408
f (w)eaD{ (x,¥)} ( )

Por contradi¢do supomos My < M. Entdo o maximo global ocorre em um ponto
(x0,y0) do interior de D. Seja

M—M;

Sz [ =x0)" +(y=0)] , (26.409)

v(x,y) = u(x,y) +
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onde d é a maior distancia possivel entre dois elementos de D. Se D é um disco,
d é o diametro deste disco. Se D é um retangulo, d é o comprimento da diagonal.
No ponto (xg,yp) temos

v(x0,y0) = u(x0,y0) =M . (26.410)

Na fronteira de D temos que

M+M
M em,
2d

f 2
Zd_ 2

v(x,y) <Ms+ (26.411)

portanto o maximo global de v(x,y) ocorre no interior de D em um ponto denotado
por (x1,y1). Neste ponto temos que

pe e
S0 e ﬁ(xl,yl) <0, (26.412)

que implica

o2y %y

@(xl,y1)+a—y2(x1,y1) = V2u(x1,y1) <0. (26.413)

No entanto aplicando o operador V2 na equacio (26.409) temos

M—M;
242

M=Mryo g
2d2

(26.414)

V2u(x,y) = Vu(x,y) +

V2 [(x—x0)* + (y —y0)*] =

em todos os pontos do interior de D, o que contradiz o resultado V?v(x1,y;) < 0.
Portanto o maximo global de u(x,y) ocorre necessariamente na fronteirade D. [

No caso de uma membrana esticada presa a um arame, este teorema quer dizer
que se existe um ponto da membrana mais alto que qualquer ponto do arame entio
a funcdo que descreve a membrana ndo € solugdo de um problema de Dirichlet.
De fato tensdo na membrana a faria oscilar de acordo com a equacéo de onda e
a fun¢do em questdo ndo seria estaciondria. Ja no caso do problema do potencial
eletrostdtico no vacuo um potencial mais alto que na fronteira pela lei de Gauf3
indica a presenca de carga elétrica no interior do dominio, e o problema teria que
ser modelado pela equacdo de Poisson e ndo pela equagdo de Laplace.

Teorema 26.7.
Se uma fungdo u(x,y) é solucdo do problema de Dirichlet, entdo o minimo
global de u ocorre na fronteira do dominio.
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Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior a fungdo —u(x,y) que também é
solu¢@o de um problema de Dirichlet. ]

Teorema 26.8.
Se a condicdo de contorno de um problema de Dirichlet é nula em toda a
fronteira, isto é, se

u(x,y)=0, V(x,y)€adD, (26.415)
entdo a solugdo u(x,y) é identicamente nula em todo o dominio D.

Demonstragdo. Como o miximo e o minimo global de # devem ocorrer na fron-
teira, entdo da desigualdade

0= (X{Iyl)igD{u(x,y)} <u(x,y) < max {u(x,y)} =0 (26.416)
temos

u(x,y) =0, V(x,y)€aD. (26.417)

0

Teorema 26.9 (Unicidade da solugéo do problema de Dirichlet).
Sejam uy e up solucdes do mesmo problema de Dirichlet. Entdo uj(x,y) =
up(x,y) em todo o dominio D.

Demonstracdo. Seja ii(x,y) = uj(x,y) —uz(x,y). O laplaciado desta nova fungédo
€ dado por

VZi(x,y) = Vui(x,y) — Viu (x,y) =0—0=0. (26.418)
Na fronteira do dominio temos que
i(x,y) = f(x,y)— f(x,y) =0. (26.419)

Entdo i € solucdo de um problema de Dirichlet com condi¢do de contorno nula,
portanto i(x,y) = 0 para todo (x,y) € D, ou seja,

ul(X,y) = MZ(xay) ) V(x,y) €D. (26.420)

]



1154 Equacoes Diferenciais Parciais

26.7.1 Problema de Dirichlet no retangulo

O problema de Dirichlet pode ser resolvido por série de Fourier se o dominio
D for um retangulo como no caso de uma fita esticada com bordas presas. Seja

D =[0,a] x [0,5] . (26.421)

A fronteira deste dominio é formada por

quatro segmentos de reta e podemos es-
3 crever a condi¢@o de contorno deste pro-
blema de Dirichlet como

(x,0) filx), VYx€(0,q],
u(0,y) = f(y), Vyel0,p],
(x,b) = f3(x), Vxe€l0,d],

u(aay) = f4()€) ) Vye [07[7] :
Para que esta condi¢do de contorno seja continua em dD, as fungdes devem

ter o mesmo valor nos cantos, isto €,

f1(0) = £2(0) =u(0,0) =A , (26.422)
fL2(b) = f3(0) =u(0,b) =B, (26.423)
f3(a) = fa(b) =u(a,b) =C, (26.424)
f4(0) = fi(a) =u(a,0) =D, (26.425)

onde A, B, C e D sdo nimeros reais que representam o valor da condicdo de
contorno nos cantos. Podemos definir uma nova fung@o ug(x,y) como a fungio
original u(x,y) menos uma fungio quadratica

D-A B-A A+C-B-D

- —(a
R

xy) . (26.426)

Calculando a nova fung¢éo nos cantos dos retdngulos temos

1p(0,0) = u(0,0) —A=A—A=0, (26.427)
B—-A
1o(0,b) = u(0,b) — <A+Tb) —B-A-B+A=0, (26.428)
D—-A B—-A A+C—-B—-D
uo(a,b) = u(a,b)—<A+ p a+ 5 b+ - ab)

= C-A-D+A—-B+A-A-C+B+D=0 (26.429)
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D—-A

up(a,0) = u(a,0) — (A+ a) =D—-A-D+A=0. (26.430)

Esta nova fung¢do ug(x,y) é automaticamente nula em todos os quatro cantos do
retingulo D. Se u(x,y) é continua em D, entdo uo(x,y) também deve ser continua.
As derivadas parciais desta nova fun¢do sdo dadas por

duo _ ou D—A A+C—-B-D

Pug P
Wuzo - a_x;‘ : (26.432)

duy ou B—A A+C—-B-D
— — X

T - (26.433)
c

2 2

%‘;’ _ 37’; _ (26.434)

Entio a equacio de Laplace VZu = 0 implica V2ug = 0. Portanto podemos encon-
trar a soluc@o do problema de Dirichlet original

Vzuzov M(X,O) = (x) ) M(O,y) :fZ(y) ) u(xab) :f3(x) > u(aay) :f4(y)
(26.435)

onde u(x,y) possui valores nao nulos nos cantos do retingulo definindo

D-A B-A A+C—-B-D

— —(A
uop(x,y) = u(x,y) (+ —at oyt -

xy) . (26.436)

onde ug(x,y) € solu¢do de um problema de Dirichlet mais simples com condigdes
de contorno

D_Ax:fl(x)—A—D_A

up(x,0) = u(x,0) —A — x=gi1(x), (26.437)

a

B—A B—A

up(0,y) = u(0,y) —A — 5 V= fy)—A— 3 V= 22(y), (26.438)



1156 Equacoes Diferenciais Parciais

D-A B-A A+C—-B-D
- X

— _A— _
uo(x,b) u(x,b) P 5 b = b
C—-B
= filx)—B-— x=g3(x) (26.439)
e
D—A B—A A+C—-—B—-D
up(a,y) = ula,y)—A— - a— 5 y— pra ay (26.440)
C-D
= faly)—D— Ty =g4(x), (26.441)

mas agora todas as fungdes g1(x), g2(y), g3(x) e ga(y) se anulam em seus ex-
tremos. Este problema de Dirichlet é particularmente conveniente porque pelo
principio de superposi¢do podemos dividi-lo em quatro problemas de Dirichlet
ainda mais simples. Sejam u1, up, uz e ugq solugdes dos seguintes problemas de
Dirichlet:

VzMl :07 lxt](X,O) :gl(x) ) ul(ovy) :Oa ul(xab) :()7 M](Cl,y) :()7 (26442)

V2u2:oa MZ(X7O) :Oa MZ(an) :gQ(y) 5 u2(va) :Oa uz(a,y) :Oa (26443)

V2u3 207 M3(X,0) :Oa u3(07y) :()7 u3()€,b) :g3()€) ’ u3(a,y) =0 (26444)

VZus =0, ug(x,0) =0, us(0,y) =0, us(x,b) =0, ug(a,y) = ga(y) (26.445)

Em cada um destes quatro problemas de Dirichlet a condi¢do de contorno é con-
tinua. Resolvendo cada um destes quatro problemas encontramos

up(x,y) = ur (x,y) +uz(x,y) +uz(x,y) + ua(x,y) (26.446)

e com up(x,y) encontramos a solucdo u(x,y) do problema de Dirichlet no retan-
gulo.

Veremos aqui como resolver o primeiro destes quatro problemas de Dirichlet
simplificados. Pelo método de separagdo de varidveis escrevemos

ur (x,y) =X (x)-¥ (y) . (26.447)
Substituindo na equacio de Laplace V2u; = 0 temos

X"(x)Y(y)+X(x)-Y"'(y)=0. (26.448)
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Se uj(x,y) ndo é identicamente nula, podemos dividir esta ultima equagdo por

X"(x) [ Y"(y)
—0 26.449
Xt T Y0) (26489
ou
X' _ _Y°0) (26.450)

X(x) Y0
Cada lado da equagdo depende de uma variavel diferente, portanto cada lado deve
ser igual a uma constante de separacdo ¢ implicando as equagdes diferenciais
ordindrias

X"(x)—oX(x) = 0, (26.451)

Y'(y)+oY(y) = 0. (26.452)
No caso da equacdo do calor e da equag@o de onda usamos as condicdes de con-
torno para determinar os possiveis valores da constante de separagcdo ¢ e a condi-
cdo inicial para determinar a amplitude de cada solugdo. No problema de Dirichlet
temos apenas condi¢des de contorno, entdo temos que escolher qual destas equa-

coes diferenciais ordindrias vai determinar os valores possiveis de 6. As condicdes
de contorno deste problema

ul(xv()) = gl(X) ) Ltl((),y) =0 ) ul(xab) =0 ) ul(aay) =0 9 (26453)
implicam
X(x)-Y(0)=g1(x), X(0)-Y(y)=0,X(x)-Y(b)=0,X(a)-Y(y)=0. (26.454)

A primeira destas equagdes ndo fixa o valor de Y (0). Como ndo podemos deter-
minar X (x) ou Y(y) como identicamente nulas, as demais equagdes determinam
as condi¢des de contorno

X(0)=0,Y(b)=0, X(a)=0. (26.455)

Como a fungdo X (x) tem duas condigdes de contorno simples e Y (y) apenas uma,
determinamos os valores de G pelo problema de valor de contorno

X"(x)—0X(x) =0, X(0)=0eX(a)=0. (26.456)

Vimos j4 nos casos da equagdo do calor e equacdo de onda que este problema
de valor de contorno admite autovalores negativos

Op= s (26.457)
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com autofungdes

X, (x) = sen (ﬂx> . (26.458)
a
Para cada n positivo temos uma equacdo ordindria distinta para Y (y)
2.2
Y'(y)— ¥ (y) =0 (26.459)
a

que admite solugdes da forma
Yu(y) =Cpe'a +Dye @ . (26.460)
A condi¢do de contorno Y (b) = 0 relaciona C,, com D,

nnb __ nmb
Y,(b) = Cpe's +Dpe "¢ =0 (26.461)

que resulta em

C,= —Dpe 2"d . (26.462)
A solugéo Y, (y) é escrita entdo como
Y.(y) = —Dnefz%e% +Dpe @

_nmb nmb _ nmty _nmb  nmty

= Dye a |eae a —e aea
_nmb nn(y—b) _ nn(y—b)

= —Dye « (e a —e a )

- [—2Dne—?] senh (M> (26.463)

a

A quantidade entre colchetes é uma constante que podemos chamar de A,,. Entdo
para todo n > 1 temos uma solucdo da equacdo de Laplace dada por

—-b
n(x,y) = Apsen (”—m) senh (M> (26.464)
a a
e pelo principio de superposi¢ado a solug@o do problema de Dirichlet é
- —-b
0 (x,y) = Y Aysen (”—m) senh <M> . (26.465)
= a a

Os infinitos valores de A, sdo determinados pela condicdo de contorno restante
up(x,0) = g1(x). Substituindo y = 0 na solugao geral encontramos

> nmx nmh
g1lx) = ;An sen <7> senh (——) (26.466)

a
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e os coeficientes A, sdo calculados pela série de Fourier da extensdo impar da
fungdo g (x), isto é,

b 2 [
—Apsenh (ﬂ> — = / g1(x)sen (@) dx (26.467)
a alo a
ou
2 “ nmx
Ay=———— x)sen | — ) dx. 26.468
asenh(’”;—b)/o g1(%) < a ) ( )

Assim a solugdo uj(x,y) estd determinada. O cdlculo das solu¢des dos problemas
de Dirichlet para as fungdes us(x,y), uz(x,y) e ua(x,y) é idéntico com algumas
pequenas diferencas nas condi¢des de contorno.
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26.7.2 Problema de Dirichlet no disco

Uma membrana eléstica estd presa a um arame que descreve uma curva fe-
chada cuja projecdo no plano x = 0 é uma circunferéncia de raio a. A superficie
da membrana pode ser representada explicitamente por

z=u(x,y), ¥Y(x,y)€D, (26.469)
onde D € um disco de raio a expresso por

D={(x,y) € R? | x? +y* < az} (26.470)
A vibragdo da membrana deve ser solucdo da equacdo de onda

1 o%u

2. _
~ 355 V=0, (26.471)

Procuramos por solugdes estaciondrias, entdo impomos % =0 em todo o dominio

D. Portanto a funcio u deve ser solucio da equacio de Laplace V?u = 0. A
altura do arame define uma condicio de contorno u(x,y) = f(x,y) se x> +y* = a?,
definindo assim um problema de Dirichlet no disco.

Esta condicdo de contorno € mais complicada de ser aplicada que no caso
do problema de Dirichlet no retangulo, pois a fronteira ndo € mais uma colecio
de segmentos de reta com uma coordenada constante. Mas neste caso particular
existe um sistema de coordenadas no qual o disco de raio a é a imagem de um

retangulo. Em coordenadas polares escrevemos

x = rcos(0), (26.472)
y = rsen(9). (26.473)

Por esta transformacdo o dominio D é a imagem do retangulo Q = [0,a] x [0, 2x].
A condicdo de contorno u(x,y) = f(x,y) se x> +y*> = a> em coordenadas po-
lares € escrita como

u(r,0)=f(0) ser=a (26.474)
ou apenas
w(a,8) = f(8), se0<O<2m. (26.475)

Nas outras trés fronteiras do retingulo Q impomos apenas continuidade da solucdo

u(r,0). Em r = 0 a continuidade de u(r,0) implica apenas que a solu¢do ndo

diverge, entdo solugdes do tipo u(r,0) = % sdo excluidas. Em 6 =0e em 0 =
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2m, as coordenadas (,0) e (r,27) representam o mesmo ponto do R?, entdo a
continuidade da solug@o implica

u(r,0) =u(r,2n), Vrel0,a]. (26.476)

Condic¢des de contorno deste tipo sdo chamadas de condicdes de contorno perio-
dicas.

Resta agora escrever a equagdo de Laplace em coordenadas polares. Inver-
tando as equagdes de transformacao temos

ro= A2yl (26.477)

0 — arctan <X> (26.478)

X

As derivadas parciais de u sdo calculadas pela regra da cadeia.

ou Juor du 8_9

o = > o + 309’ (26.479)

Ju oudr Judb

— = 26.480

3 — ardy 909y (26.480)

Os termos destas dltimas equagdes valem

or d X rcos(0)

I _9 Sai _ _ 26.481

3 3 VY +y \/m - cos(0) , (26.481)

or d y rsen(0)

—=—\x2+yr= = =sen(0) , (26.482)

3 " o y oy - (6)

0 J vy 1 y\ -y _ rsen(8)  sen()
(26.483)

08 _ iarctan ()_;) _ (1) x  rcos() _ cos(0) . (26.484)
Y 1 r

dy 0 x L2 \x T2y A
Entao
du  du ou sen(0)
a — g . Cos(e) + % . (_ p ) R (26485)

du  du ou [ cos(0)
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As segundas derivadas sdo

Pu_a () _ard (w) 90 (
ox2  Odx\dx/) odxor\odx/ ox00 \ox

ou sen(0)du| sen(6) 9 [du sen(0) du
=cos(0)- 3, [ar cos(G)—T%} -3 gcos(ﬂ)— R
0’u  cos(@)sen(0) d%u N sen(6)cos(0) du  sen(B) cos(6) ’u

— 20y 2
= (0)5 r 9rde T r 900r
sen’(0) du  sen’(® )82 sen(0)cos(0) du
T r o or Tt 2 082 + r2 90 (26.457)
e
Pu_ 9 () _rd () 00 (o
dy?  dy\dy/ dyor \dy dy 00 \ dy
B 0 [du cos(0) du] cos(0) 0 [du cos(8) du
= sen(e)-a—r [5 sen(e)-l—T%} +T% gsen(e)-l- T
0’u  sen(B)cos(8) 0*u  sen(B)cos(B) du  cos(B)sen(8) 0%u
_ 29 = — —_—
= sen”(8) P r drdo r 6 " r 000r
cos?(8) du  cos’(0) d*u  sen(B)cos(0) du
F e e e (26.488)
O laplaciano de u € calculado como
u u  u du (‘sen’(8) cos*(0)
2 O 2 2
Viu= = +8y 82(cos () +sen*(0)) + 8r( —— )
0%u (sen*(0) cos>(@) ’u sen(0)cos(B) _sen(0)cos(0)
3 ( r r > * 300 (_2 r +2 r? >
+a_u 2sen(e)cos(e) _2sen(9) cos(0) (26.489)
20 r? r?
ou apenas
Pu 10ou 1d%u
2, o4 ou 00U
Viu= or? + ror + r2 002’ (26.490)
que podemos escrever também como
g 19 (B0, 1P
Vou = e rar + 7307 (26.491)

O problema de Dirichlet no disco consiste entdo em encontrar uma fungao
u(r,0) continua no disco de raio a, que satisfaz a equagdo de Laplace

%u 1du 1 0%u

T T 26.492
ar2+rar+r2862 0 (26.492)
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sujeita a condicdo de contorno
u(a,0) = f(0), VO€][0,27]. (26.493)
Pelo método de Fourier escrevemos
u(r,0) =R(r)-0(0) . (26.494)

Substituindo este produto na equagdo de Laplace temos
1 1
R"(r)-©(0)+ —R'(r)-©(8) + —R(r) -0"(8)=0. (26.495)
r r

Dividindo por R(r)-®(0) (o que supde que a solu¢io nio seja identicamente nula)
temos
R (r) n 1R (r) N 1 @"(0)
R(r)  rR(r) r?0(0)

—0. (26.496)

Os dois primeiros termos sao fungdes apenas de r, mas o dltimo termo depende de
r e de 6. Para eliminar esta dependéncia em r no dltimo termo devemos multiplicar
a equacio diferencial por 72, resultando em

LR RO) @)
R() T R() T @)

(26.497)

Agora o lado esquerdo depende apenas da variavel r enquanto o lado direito € fun-
cdo apenas de 0, portanto cada lado deve ser igual a uma constante de separacio
o, reduzindo o problema a duas equagdes diferenciais ordindrias

rR"(r)+rR (r)+06R(r) = 0, (26.498)
0"(8) —c0(6) =0. (26.499)

A continuidade da solugdo do problema de Dirichlet exige que a fungido ©(6)
seja periddica de periodo 2T, isto é, ®(0+ 21m) = @(0). Esta condigdo quer dizer
que se damos uma volta completa no disco a fun¢do ® deve voltar para o mesmo
valor, ndo importa de onde comecamos a volta, motivo pelo qual dizemos que é

uma condi¢do de contorno periddica.
No caso de 6 > 0 escrevemos 6 = +k? e as solugdes da fungio @ sio da forma

0(8) = C1e"® +Cre 0 (26.500)
A condicdo de contorno periddica exige que
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ou
C1eH ek 1 Cre= 2T — 1K 4 Cre kO (26.502)

Estas funcdes de 0 sdo linearmente independentes, entdo esta equacgao € satisfeita
somente se

Ceé?*r=C, eCe *=¢,. (26.503)

Uma solugdo simples deste sistema é C; = C; = 0, que implicaria a solugdo tri-
vial que excluimos. A tnica solu¢io com C; ou C> nio nulos exite ¢*™ = 1 ou
e 2km = 1, que implicam k = 0 e viola a hipétese de ¢ > 0. Portanto nio existem
autovalores positivos deste problema de valor de contorno.

Se 6 =0 temos

O0)=C0+C,. (26.504)
A condig¢éo de contorno periddica implica
Ci10+C12n+Cr, =C16+C, (26.505)

ou apenas C; = 0. A constante C, € livre, entdo qualquer funcdo constante é
solugdo da equagdo diferencial com condi¢des de contorno periddicas. Existe
portanto um autovalor nulo do problema de valor de contorno com autofuncao

1
®p(0) = 3 (26.506)
Finalmente se 6 < 0 escrevemos 6 = —k” e a equacio diferencial ordindria

admite solu¢des da forma

O(0) = Cjcos(kB) +Carsen (k) . (26.507)
Pela condigio @(8 4 2n) = ©(8) implica

Cj cos(kB+ 2km) + Cysen(k6 + 2km) = C cos(kB) + Carsen(kB) , (26.508)
que manipulamos como

C cos(kB) cos(2km) — Cy sen(k0) sen(2km)
+Cy sen(kB) cos(2km) + C; cos(k6) sen(2km) (26.509)
= C} cos(kB) 4+ Cysen(kB)

ou como

[C1 (cos(2km) — 1) 4+ Ca sen(2km)] cos(kO)
+[C2 (cos(2km) — 1) — Cy sen(2km)] sen(kB) =0 . (26.510)
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Pela independéncia linear das func¢des cos(k0) e sen(k0) esta equacdo € nula para
todos os valores de 6 somente se
Cj (cos(2km) — 1)+ Cysen(2km) =0, (26.511)
Cy (cos(2km) — 1) — Cysen(2km) =0 . (26.512)

Este sistema linear é homogéneo e obviamente admite a solucdo C; =0e C, =0.
No entanto estamos interessados em solugdes ndo nulas. Escrevendo o sistema na
forma matricial temos

(i) i )(8)-(5) oo

Para que existam soluc¢des ndo nulas, o determinante desta matriz deve se anular,
isto €,

(cos(2km) — 1)* + sen?(2km) =0 , (26.514)

cos?(2km) — 2 cos(2km) + 1 +sen?(2kn) = 0 (26.515)
ou apenas

2(1—cos(2km)) = 0. (26.516)

Esta condigdo € satisfeita se
cos(2kn) =1 = 2kn=2nn — k=n, (26.517)

onde n € um nidmero inteiro positivo. Os negativos sdo excluidos porque resul-
tam em funcdes linearmente dependentes das demais. Existem entdo autovalores
negativos

o, = —n’ (26.518)
com solucdes
©®,(0) = a,cos(nd) + b, sen(nb) . (26.519)

Para cada autovalor possivel temos uma equacgao diferencial ordinaria distinta
para a func¢@o R(r) expressa por

rR"(r)+rR'(r) —n’R(r) = 0. (26.520)
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Esta equacgdo é uma equagdo de Euler-Cauchy, que admite solugdes do tipo r®
onde

aa—1)4+a—n*=0= a®>—n*=0. (26.521)
As solugdes para cada autovalor sdo

Ro(r) = Co+Dolog(r), (26.522)

R,(r) = Cy"+Dyr™" (26.523)

se n > 0. As fungdes log(r) e r~" divergem na origem. A condicdo de que u(r,0)
é continua em todo o disco D implica que

D,=0, Vn>0. (26.524)
Assim a solug@o da equagdo de Laplace referente ao autovalor nulo é
C
uo(r,0) = 70 (26.525)
e as solucdes com n positivo sao
un(r,0) = C,r'"* (Ap cos(nB) + B, sen(nb)) (26.526)

As constantes C,, podem ser absorvidas pelas constantes arbitrarias A, e B,,. Por
conveniéncia podemos escrever Cy como Ap. Pelo principio de superposicio, a
solucdo geral é dada por
A ()
u(r,0) = 70 + Y " (Ancos(nB) + By sen(n@)) . (26.527)

n=1

Os coeficientes A, e B,, sdo determinados pela condi¢do de contorno restante

u(a,0) = f(0), V6¢€][0,27n, (26.528)
que implica
A (o)
f(e)= 70 + ) d" (A, cos(nB) + By sen(nB)) . (26.529)
n=1
Se f satisfaz as condicdes do teorema de Fourier,
1 T 1 2n
a'Ay=—[ f(6)cos(nB)dd — A, =— f(8)cos(nB)d6 , (26.530)
TJ) . na" Jo
e
1 [T 2n
a"B,=— [ f(0)sen(n0)d0 — B, = f(6)sen(n6)d6 , (26.531)
TJ) na" Jo

onde usamos a propriedade de que as func¢des sdo periddicas de periodo 27 para
mudar os limites de integrag3o.
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Exemplo 26.11.
Seja o problema de Dirichlet no disco

D={(x,y) e R*|¥* +)* <d’} (26.532)
com condi¢do de contorno

u(a,0) = Asen’(0) . (26.533)
Como visto, a soluc¢do da equacdo de Laplace

Fu 1 1P
or2  ror r2ode?

pelo método de separagdo de variaveis € dada por

0 (26.534)

A (o)
u(r,0) = 70 + Y " (Ancos(nB) + By sen(n)) . (26.535)
n=1
Os coeficientes sdo dados por
1 2n
A= / Asen’(0)do =A , (26.536)
0
A ! /2nA sen’(0) cos(n8)dO A [T cos(nb) L= cos(26) de
= n = — n _—
" Ta 0 Ta" 0 2 ’
(26.537)
1 2n 2n
"= 3o {/0 cos(nﬂ)de—/0 cos(n0) cos(29)d6} : (26.538)
Pelas relagcdes de ortogonalidade dos cossenos, a primeira integral € nula e a se-
gunda integral é diferente de zero somente se n = 0, isto €, Ay = —2“‘7 eA,=0se
n#2.
B ! /2nA sen’(0) sen(n)dO A [T sen(n0) L= cos(26) de
= n =— n _ .
" Ta 0 Ta" 0 2
(26.539)

Pelas relagdes de ortogonalidade, todos estes termos sdo nulos. Entdo a solucdo
deste problema de Dirichlet é

2
u(r0) =242 <—%> cos(20) = = (1 - :?cos(29)) . (26.540)
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26.8 Classificacao geral de equacoes de segunda or-
dem lineares

Se u(x,y) é uma funcio de duas varidveis de classe C2, o caso mais geral de
uma equagdo diferencial parcial linear é

%u %u %u
a(x,y)ﬁ +b(x,y)m +C(x’y)ﬁ (26.541)

d d
+Hy) 3+ el 3+ fn)uey) = g(6y)

Se g(x,y) = 0, dizemos que a equagio diferencial é homogénea. Se g(x,y) #0, a
equagdo ¢ ndo homogénea. Se cada funcdo de a(x,y) até f(x,y) forem constantes,
dizemos que a equacdo € de coeficientes constantes.

Esta equacdo € andloga a equacdo quadratica

ax® +bxy+cy’ +dx+ey+f=0. (26.542)

Sabemos como por uma transformagao de coordenadas eliminar o termo misto bxy
e classificar a curva como uma elipse, pardbola, hipérbole ou casos degenerados.

Da mesma forma, podemos eliminar o termo misto b(x,y) aa;z;dy por uma trans-
formacdo de coordenadas. Seja a transformacao

= X@Emn), (26.543)
y = Y(Em). (26.544)
(26.545)

Queremos escrever a equagdo diferencial parcial em termos das novas varidveis &
e M. Para isso calculamos

ou oudf Ju o

> = %o T (26.546)
Ju  Qud§ duon

5 = Fntma (26.547)
0%u %u (EN? 0% otom 9% [om\>

Frol @(a‘) +2aganaa+m(a) T 26599
Pu _ QPudkdk  Pu (dbon dgon)  Fudndn

oxdy  0E20xdy 0Edn \oxdy 9y ox on? ox dy ’

0%u %u (9EN? _ 0% otom  9%u [om\”

= 2 (5) emns () e )
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onde as reticéncias indicam derivadas de primeira ordem em u que podem ser ig-
. .. " 2 2
noradas nesta andlise. Substituindo estes termos na expressao a(x,y) 373‘ +b(x,y) % +

2
c(x,y) g—y’z‘ encontramos

Pu (N2 2y 9g on o%u (on
a(x,y) [E)_E} (a) +28§8n xox | an? on? (ax> o
Pudkde  Fu (ai an , % an> d% I on ]

o) [a—azm%aan way Tayar) Tamaxay

%u (IEN? 9% dEom  d%u [om
Febey) [z (a?) +2—3§8n8_ya_y+W(ay) e

i 2
Agrupando os termos que multiplicam gé’f, aaﬁaﬁ] e & Z encontramos

[a(x,y) <%>2+b(x’y)%g_é+c(x,y) (%)z] %

g on 9Eon  oEan ot o] 9%u
+{2a(x y)a = +b(x, )<ax ay—i-aya >+2c(x,y)$a—y} &

on\ 2 om o om\ 2| 9%u
[a(x,w () +eten G +eten () ] -

que podemos expressar como

2 2 2bt
AG) G5 + BEM g+ CEMIGS+ o (26.550)

que ¢é a forma que os termos quadraticos da equagdo diferencial parcial assumem
ap6s a transformacdo de coordenadas. Queremos que nestas novas coordenadas
o termo misto B(,M) seja nulo. Entdo basta encontrar uma transformagio que
satisfaz

o€ an o an  dEan odgon
2a(x,y)$$ +b(x,y) (a—a + E)—ya— +2C(x7)’)$$ =0, (26.551)

que € uma equacao diferencial parcial para as transformacdes inversas

E=r(xy), (26.552)
n=gxy). (26.553)
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Como temos duas func¢des desconhecidas precisamos de mais uma condi¢do para
determinar a transformac@o. Podemos escolher por exemplo A(§,1) = 1 e a equa-
¢ao diferencial

(xy)(a§> +b(x, )35?;& +elx,y) (3—5)2:1 (26.554)

acoplada com a equac@o B(§,m) = 0 determina a transformag@o de coordenadas e
os outros coeficientes da equacgdo diferencial parcial.
Se calcularmos a quantidade B> — 4AC encontramos

2
dkan , (%am  ogam) , dkan (26.555)
ox ox dy dy

oxdy Oy ox
&), %%, (%) on\*> anon (on\’
—4[ (ax +b axa +c a—y - |a g +ba$+C a—y
Ap6s indmeras operagdes distributivas encontramos
9\ (on dg I (95  dndg
—AC=4a <ax> (ax) da b(@x@x) <8xay+axay
0 dn d& on oEan  dndg BZ; 811 <a§ on an 8&)

+80Ca—ga—$+b (ag—%ga—) +4bc aya aa—y—i-aa—y

( )( )2 “ (?i) (&)= (3) 53
—%( )3§3§ %%) G -=() 55
(ay) (?y]) : (26.556)

2

B> —4AC = {2

Os termos proporcionais a a“, 02, ab e bc se cancelam. Os termos restantes sao

_4Aczbz[<%a_n+a_n%) 4a:aaanan]

dx dy = ox dy dx dy ox dy

NGORG]

+4ac
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Estes termos entre colchetes sdo quadrados perfeitos

oo onoE\?
2 440 — (B2 — Jgeon _ omaos
B? —4AC = (b — 4ac) (ax 5w ) (26.557)

que reconhecemos como o jacobiano ao quadrado das transformacdes de coorde-
nadas.
Resumindo, por uma transformacao de coordenadas a equacao diferencial par-
cial
’u 0%u 0%u
V)= +b(x,y)=——= V)=—+--=0 26.558
a(x,y) 5 +b(x,y) oy +c(x,y) 2 ( )

¢ transformada na equacdo diferencial parcial

9? 92 9?2
AGN) Sz +BEN) 350 +CEM G5+ =0 (26.559)
onde
2
B? —4AC = (b* — 4ac) (‘3(5 Ty])) ) . (26.560)

Em outras palavras, o sinal da quantidade b* — 4ac nio é alterado por uma trans-
formacgdo de coordenadas arbitrdrio e podemos classificar a equagdo diferencial
pelo sinal desta quantidade.

Se b> — 4ac > 0, dizemos que a equacgdo diferencial parcial é hiperbdlica e
existe uma transformacdo de coordenadas que transforma a equacdo original na
equagdo

Pu  u
98 W—i—---—o, (26.561)
ou seja, pode ser resolvida como uma equacao de onda identificando a varidvel n
como se fosse o tempo.

Se b? — 4ac = 0, dizemos que a equacio diferencial parcial é parabélica e
existe uma transformagdo de coordenadas que transforma a equagdo original na
equagao

d%u

a_&,2+"':0’ (26.562)

ou seja, pode ser resolvida como uma equacgdo do calor, novamente identificando
a varidvel 1 como se fosse o tempo.
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Por fim, se b*> — 4ac < 0, dizemos que a equagio diferencial parcial é eliptica
e existe uma transformacdo de coordenadas que transforma a equagao original na
equagao

*u  d%u

a_§2+W+"':O’ (26.563)

ou seja, pode ser resolvida como uma equacgdo de Laplace.

Portanto o caso mais geral de uma equacdo diferencial parcial linear de se-
gunda ordem de uma funcio de duas varidveis pode ser reduzido a trés casos.
Entdo o estudo destes trés casos particulares é importante ndo s6 pelos sistemas
fisicos que eles descrevem.
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26.9 Equacao de onda tridimensional

O som € uma onda mecanica de pressdo e deslocamento que se propaga em
um meio como o ar. A velocidade de um fluido é descrita pelas equacdes de
Navier-Stokes

a_) o — - (= —
D (a—:+ (v-v) v) = —Vp+uVi+ (x+%’) v (vv) T F (26564)
e pela equacdo da continuidade

aa_f V. (p¥) =0, (26.565)

onde V é o campo de velocidades do fluido, p é a densidade, p é a pressédo, u e A
sdo coeficientes de viscosidade e f € uma densidade de forga externa.

A pressdo e a densidade também estdo relacionadas por uma equacio de es-
tado. No caso de um gés ideal a equagdo de estado é

pV=nRT ou p=Cp (26.560)

se a temperatura e o nimero de mols do gas € mantida constante. Uma generali-
zacdo da equagdo de estado é dada pela equagdo de van der Waals

n’a Cp 2
_ — nRT = —A 26.
<p+ 7 ) (V—nb)=n ou p=q “Bp p (26.567)

com A, B e C constantes. Escreveremos a equacdo de estado apenas como
p=F(p). (26.568)

Estas equagdes formam um sistema de equagdes diferenciais parciais néo li-
near, o que torna o problema de encontrar a pressio, densidade e velocidade de um
fluido extremamente dificil. O método de Fourier ndo € capaz de resolver estas
equacgoes.

Podemos no entanto considerar o som como uma perturbagdo de uma solugio
conhecida simples. A solucdo mais simples destas equacdes € um fluido parado
(¥ = 0), com densidade po constante e pressdo po constante relacionadas pela
equagdo de estado pg = F(po). Sejam V, p e p pequenas variagdes desta solugdo
trivial, isto é,

p=po+Ap, p=po+Ap e V=0+AV. (26.569)

As perturbacdes Ap e Ap estdo relacionadas pela derivada da equacdo de es-
tado
Ap Ap = F'(po)Ap . (26.570)

ap P=po
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A equacdo da continuidade em termos destas perturbagdes € escrita como
0 = - -
5, (Po+4p) + V- (po- AV +Ap-AV) = 0. (26.571)

Como pg € constante, podemos anular a derivada no tempo deste termo. Por serem
perturbagdes desprezamos também a quantidade Ap - AV por ser muito menor que
as demais quantidades. Assim a equagdo da continuidade € dada por

d -
5, (Ap)+poV- (AF) =0. (26.572)

Na equacdo de Navier-Stokes desprezamos as viscosidades e forcas externas,
resultando na equagdo de Euler

(po+Ap) (% (AV) + (Avﬁ) Av) +V(po+Ap)=0. (26.573)

O termo pg € constante, entdo Vpg € nulo. O termo <A\7 - V) AV € quadritico na

perturbacdo AV e também pode ser desprezado. Além disso hd um termo Ap% (AV)
que € um produto de duas perturbagcdes e também desprezamos. Os termos res-
tantes sdo

P) _
pos, (A7) +V(Ap) =0. (26.574)

Substituindo Ap = % na equacio de continuidade linearizada temos

d ( Ap T (AT —
a (W) T po¥- (AT) 0. (26.575)

O termo F’(pg) é constante. Derivando esta dltima expressdo em relagdo ao tempo
encontramos

1 0° J /o
F’(P)W(APHPOE (V' (Av)) =0. (26.576)

A derivada parcial em relagdo a t comuta com o operador V, entdo escrevemos a
equagdo acima como

1 9 = d ..

O termo no divergente é substituido de acordo com a equacio de Euler linearizada,
resultando em
1 9

Fip an A0 V- (-V(ap)) =0 (26.578)
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ou

1 92

mw (Ap) — V2 (Ap)=0. (26.579)

Escrevendo a perturbagdo da pressdao como
Ap =u(t,x,yz) (26.580)

a funcdo u deve ser solucdo da equacdo de onda tridimensional

—=———Vu=0, (26.581)

(26.582)

Conhecendo a solugéo para u(t,x,y,z) calculamos a velocidade pela equagdo de
Euler e a densidade pela equacio da continuidade.

Considere que o fluido em questdo estd no interior de um tambor de raio R
e altura 4, com uma membrana circular no topo e aberto embaixo. Orientando o
eixo de simetria do tambor ao longo do eixo z, a perturbacio u estd contida em
um cilindro

C={(xy2) eR | +y* <R*e0<z<h}. (26.583)

E conveniente descrever este dominio em coordenadas cilindricas, ou seja,

x = rcos(0), (26.584)
= rsen(0), (26.585)
z = z, (26.586)

onde 0 <r<R 0<0<2ne0<z<h Naparede do tambor a condicao de
adesdo implica

u(t,R,0,z) =0. (26.587)
A condicdo de contorno periddica implica
u(t,r,0+2m,z) = u(t,r,0,z) . (26.588)

Na membrana circular localizada em z = h a velocidade do fluido por adesdo deve
ser igual a velocidade da membrana, que é dada pela vibragdo de uma membrana
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circular. Se considerarmos que a membrana € rigida o suficiente, podemos apro-
ximar a condi¢fo de contorno em z = 4 como

u(t,r,0,h) =0. (26.589)

No fundo do tambor, em z = 0, o fluido esta a céu aberto e consideramos o fluido
como na pressdo atmosférica pg, ou seja, consideramos também

u(t,r,0,0)=0. (26.590)

Se inicialmente o ar dentro do tambor ndo estid perturbado e uma pancada no
tambor transfere uma variagcdo na pressao, temos as condi¢des iniciais

u(0,,6,2) =0 (26.591)
(&

Jdu

5, (0:1.8.2) =¢(18,2). (26.592)

A equacgdo de onda em coordenadas cilindricas é dada por

caw R ror P a2 (20599
Pelo método de Fourier escrevemos
u(t,1,0,2) = T(1)-R(r)-0(8)-Z(2) (26.594)
e a equacdo de onda assume a forma
L T"(0)-R(r)-0(0)-Z(2) ~ T(1)-R'(r)-0(6) - Z(2) ~ T(1)-R (r)-©(6) Z(2)
—%ngwuy@u»z@_Tmey@myZﬁy (26.505)

Dividindo por u(z,r,0,z) temos

177) R'(r) 1R'(r) 10°(6) Z"(z) _ (26.596)

2T R rRr) 2060 Z@z)

Comecamos pela funcdo Z(z) que tem as condi¢des de contorno mais simples.
Passando o termo que depende de z para o outro lado da igualdade temos
17"(t) R'(r) 1R(r) 10"(8) Z'(z)
2Tt R(r) rRr) rOO Zz)

(26.597)
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O lado esquerdo ndo depende de z enquanto o lado direito depende apenas de z.
Entdo cada lado deve ser igual a uma constante de separacdo G, implicando o
problema de valor de contorno

7Z"(z)—01Z(z) =0, Z(0)=0 e Z(h)=0. (26.598)

Este problema de valor inicial admite autovalores negativos

6| = _m;ﬂ (26.599)
com m inteiro. A autofuncgdes sdo dadas por
Zu(2) = sen (’”TM) . (26.600)
As demais fungdes satisfazem
" /" / " 2.2
Lm0 Lo e

Agora queremos isolar a fungéo ®(0). Devemos entdo multiplicar a equagdo di-
ferencial por r? e passar alguns termos para o outro lado da igualdade, resultando
em
2 /" / 252 "
) SR'() R() | P 9'(6)

r
?T(z) r R(r) _rR(r) +r 2 e (26.602)

Cada lado da equacao depende de varidveis distintas, portanto € igual a uma cons-
tante de separacdo 63 e a fungdo ©® € solugdo da equagdo diferencial

0"(0) —6,0(8) =0 (26.603)
com condi¢des de contorno periddicas

®(0+2m) =0(0), (26.604)
que, como Vvisto no problema de Dirichlet no disco, possui autovalores

0, = —n® (26.605)
com n inteiro e autofuncdes

©®,(0) = C,cos(nB) + D, sen(nb) . (26.606)
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Agora as fungdes R e T satisfazem

2 T"(t) LR'(r) R'(r) 2m2n2 5
2 0 —r R(r) _rR(r) +r 7 =-n-. (26.607)

2

Agora dividimos a equagdo por r~ e isolamos o termo que depende de 7.

1T"() R'(r) 1R(r) mm® n?
2TW) RY FRP w2 (26.608)

Novamente cada lado da equagdo depende de uma varidvei diferente, entdo cada
lado deve ser uma constante de separacdo 63. A equagdo diferencial ordindria
para R(r) é

R'(r) 1R'(r) n? m>n?
- T2 Tt s
R(r) rR(r) r h

(26.609)

Queremos que o lado direito seja um ndmero negativo. Assim escrevemos Po-

2:

demos simplificar a equagdo defidindo —a % + 03. A equacdo diferencial

multiplicada por 7*R(r) é entio
rZR”(r) + rR'(r) + (a2r2 — nz) R(r)=0. (26.610)

Com uma mudanca de varidveis x = ar temos

dR dx dR
R(r)=—"—"-2Z=g— 26.611
(r) o dr adx (26.611)
€
// 2d2R

Escrevemos a equacio diferencial como

x\ 2 2d2R x\ dR 2 (X\2
(;> st (;> a o+ (a <5) 2 )R(x)=0. (26.613)
Ap6s cancelar os termos a temos
K== +x—+(x*—n®)R(x)=0. (26.614)
Esta equacdo € a equacdo de Bessel, cuja solucéo é

R(x) = AJ,,(x) + BNy (x) , (26.615)
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onde J,(x) s@o as fungdes de Bessel do primeiro tipo e N,(x) sdo as fungdes de
Neumann. Escrevendo em termos da varidvel r temos

R(r) = AJy(ar)+BNy(ar) , (26.616)

Os indices destas fungdes sdo inteiros, e as fungdes de Neumann divergem como
log(r) na origem. A condigéo de que a solugé@o deve ser continua na origem impde
B = 0. Entdo as solucdes para R sdo apenas

R(r)=AJ,(ar) . (26.617)
A condigdo de contorno u(z,R,0,z) = 0 implica R(R) = 0, que impde
R(R) = AJ,(aR) . (26.618)

Para que exista uma solug@o ndo trivial, a quantidade aR deve ser um zero da
funcdo de Bessel. Assim como as fungdes seno e cosseno, as funcdes de Bessel
possuem infinitos zeros ao longo da reta real. Ao contrério das fungdes trigono-
métricas, os zeros da fun¢do de Bessel ndo possuem uma expressdo simples e seus
valores sao tabelados. Para cada valor inteiro positivo n existem infinitas solug¢des
do problema de valor de contorno encontramos uma solugdo para cada zero da
funcdo de Bessel de rétulo n tal que

aR = 04y, (26.619)

onde o,y indica o [-ésimo zero da funcdo de Bessel de ordem n. Assim as solucdes
para R(r) sdo dadas por

r
Ry = Andn <anl§> : (26.620)

Finalmente chegamos a fungéo 7'(¢), que satisfaz

1 7"(r) o,  mPr’ o’

- =0y =— M7 ) =_"_ 26.621

2T ~ % (R2 i ) p (26.621)
As solugdes desta equagdo diferencial sao

T(t) =Acos(wr)+ Bsen(ox) . (26.622)

A condigdo inicial u(0,R,0,z) implica T(0) =0 ¢ A = 0. Entdo as solu¢des pos-
siveis para T sdo apenas os senos. Para cada valor de n, [ e m temos uma solugdo

Upim (2,71,0,2) = sen(wt)J, (OL,,;%) sen (mTM) (Cuimcos(n0) + Dy sen(nB))
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(26.623)

e a solugdo geral € a soma de todos estes modos de vibragdo. Os valores das
constantes restantes sdo determinadas pela condi¢ao inicial ainda ndo utilizada e
pelas relagdes de ortogonalidade destas diversas fungdes.

A frequéncia de vibracdo de cada modo € dada pela grandeza

(26.624)

Conhecendo os zeros da fungdo de Bessel sabemos calcular a frequéncia do som
de um tambor em funcio do raio R e da altura 4 do cilindro. Esta anélise ignora
a resitancia do ar. Esta resisténcia implica um termo adicional na equacao dife-
rencial ordindria para 7'(r) e uma ligeira modifica¢@o nas frequéncias. Além disso
cada modo de vibracdo possui um decaimento diferente € o modo com menor
decaimento € responsavel pelo som do tambor.



