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Prefacio

Esta edicdo difere da original de Cdlculo, sétima edi¢ao, em varios aspectos.

As unidades utilizadas em quase todos os exemplos e exercicios foram alteradas de unida-
des habituais dos EUA para unidades métricas. H4 um pequeno nimero de exce¢des: em algu-
mas aplicacdes de engenharia (principalmente na Secdo 8.3) pode ser util alguns engenheiros
familiarizarem-se com unidades norte-americanas. E eu quis manter alguns exercicios (por exem-
plo, aqueles envolvendo beisebol) nos quais seria inapropriado o uso de unidades métricas.

Alterei os exemplos e exercicios envolvendo dados reais para que eles passassem a ter
abrangéncia internacional, de modo que a grande maioria agora vem de outros paises além dos
Estados Unidos. Por exemplo, agora hé exercicios e exemplos referentes a tarifas postais em
Hong Kong; divida publica canadense; indices de desemprego na Australia; horas de luz do
dia em Ancara, na Turquia; isotermas na China; porcentagem da populagdo na zona rural da
Argentina; populagdes da Maldsia, Indonésia, México e India; consumo de energia em Onté-
rio, entre muitos outros.

Além de modificar os exercicios para que as unidades sejam métricas e os dados tenham
abrangéncia internacional, uma série de outros também foi modificada, o que resulta em cerca
de 10% dos exercicios diferentes daqueles da versao original.

[ Filosofia do Livro

A arte de ensinar, disse Mark Van Doren, € a arte de auxiliar a descoberta. Eu tentei escrever
um livro que auxilie os estudantes a descobrirem o calculo — tanto seu poder pratico quanto
sua surpreendente beleza. Nesta edic@io, assim como nas seis primeiras, minha intencao € trans-
mitir ao estudante uma noc¢ao da utilidade do célculo e desenvolver a competéncia técnica, mas
também me esforgo para propiciar certo apreco pela beleza intrinseca do tema. Newton indu-
bitavelmente experimentou uma sensagao de triunfo quando fez suas grandes descobertas.
Quero que os estudantes compartilhem um pouco desse entusiasmo.

A énfase concentra-se na compreensdo dos conceitos. Acredito que quase todos concor-
dam que este deve ser o principal objetivo do ensino do célculo. De fato, o impeto para o mo-
vimento atual de reforma do célculo veio da Conferéncia de Tulane, em 1986, que formulou
como primeira recomendagio:

Concentrar-se na compreensdo de conceitos.

Tentei atingir esse objetivo por meio da Regra dos Trés: “Os tépicos devem ser apresentados
geométrica, numeérica e algebricamente”. A visualizag@o, a experimentacdo numérica e gra-
fica e outras abordagens mudaram o modo como ensinamos o raciocinio conceitual de maneiras
fundamentais. A Regra dos Trés foi expandida para tornar-se a Regra dos Quatro, enfatizando
também o ponto de vista verbal ou descritivo.

Ao escrever esta sétima edig@o, parti da premissa de que € possivel alcangar a compreen-
sdo conceitual e ainda manter as melhores tradi¢cdes do calculo tradicional. O livro contém ele-
mentos da reforma, porém, dentro do contexto de uma grade curricular tradicional.

[ 0 que ha de novo na 72 edigéo?

As alteracdes sdo resultantes de conversas que tive com meus colegas e alunos da University
of Toronto, da leitura de peridédicos, bem como de sugestdes de leitores e examinadores. Aqui
estdo algumas das muitas melhorias que incorporei a esta edicdo:
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Alguns materiais foram reescritos para maior clareza ou melhor motivacio. Consulte, por
exemplo, a introducio a Valores Médximo e Minimo no Capitulo 4, a Introducio a Séries
no Capitulo 11 e a Motivagao Para o Produto Vetorial no Capitulo 12.

Novos exemplos foram adicionados (consulte o Exemplo 4 da Secdo 15.7) e as solugdes
para alguns dos exemplos existentes foram ampliadas. Adicionei detalhes a resolucio do
Exemplo 2.3.11, pois, quando ensinei a Secdo 2.3 usando a sexta edi¢do, percebi que os
alunos precisavam de uma maior orientag@o ao estabelecerem desigualdades para o Teo-
rema do Confronto.

O projeto gréfico foi renovado: novas figuras foram incorporadas e uma porcentagem subs-
tancial das existentes foi redesenhada.

Os dados dos exemplos e exercicios foram atualizados para serem mais oportunos.

Trés novos projetos foram adicionados: O Indice de Gini (Capitulo 6) explora como me-
dir a distribuic@o de renda entre os habitantes de um dado pais e € uma boa aplicagdo de
areas entre curvas. (Agradego a Klaus Volpert por sugerir esse projeto.)

Familias de Curvas Implicitas investiga as formas mutantes de curvas definidas implici-
tamente conforme os pardmetros em uma familia variam. Familias de Curvas Polares (Ca-
pitulo 10) exibe as fascinantes formas de curvas polares e como elas evoluem dentro de uma
familia.

A secdo sobre a drea de superficie do grafico de uma funcao de duas varidveis passou a
ser a Se¢do 15.6, para a conveniéncia de professores que gostam de ensinar esse topico
depois de integrais duplas, embora todo o tratamento da drea de superficie permanega no
Capitulo 16.

Continuo buscando exemplos de como o célculo se aplica a tantos aspectos do mundo real.
Na Secdo 14.3, vocé verd belas imagens da forca do campo magnético da Terra e sua segunda
derivada vertical calculada a partir da equagao de Laplace. Agradeco a Roger Watson por des-
pertar minha ateng@o para como isso € usado na geofisica e na exploragdo mineral.

Mais de 25% dos exercicios de cada capitulo sdo novos. Eis alguns dos meus favoritos:
1.6.58, 2.6.51, 2.8.13-14, 3.3.56, 3.4.67, 3.5.69-72, 3.7.22, 4.3.86, 5.2.51-53, 6.4.30,
11.2.49-50, 11.10.71-72, 12.1.44, 12.4.43-44.

I Aprimoramentos tecnolégicos

A midia e a tecnologia de apoio ao texto foram aprimoradas para conceder aos professo-
res maior controle sobre seu curso, oferecer uma ajuda extra para lidar com os diferentes
niveis de preparacio dos estudantes para o curso de calculo e apoiar a compreensao de con-
ceitos.

Novos recursos — Enhanced WebAssign incluindo um Cengage YouBook personaliza-
vel, revisdo Just in Time, Show Your Work, Answer Evaluator, Personalized Study Plan,
Master Its, videos de resolugdo, videoclipes de aulas (com perguntas associadas) e Visua-
lizing Calculus (animagdes TEC com perguntas associadas) — foram desenvolvidos para
facilitar a aprendizagem por parte dos estudantes e propiciar um ensino mais flexivel na
sala de aula.

Para mais informagdes sobre como adquirir o cartdo de acesso ao Enhanced WebAssign,

contate vendas.cengage @cengage.com. Esta ferramenta estd disponivel em inglés.
Tools for Enriching Calculus (TEC) foram completamente reformuladas e estdo disponi-
veis no Enhanced WebAssign. Auxilios visuais e médulos selecionados estdo disponiveis
no site do autor. Acesse www.stewartcalculus.com. Na pégina inicial, clique em Calculus
7E — Early Transcendentals. Vocé terd acesso a varios recursos: Tépicos adicionais,
weblinks e Homework Hints, recurso especial que vai ajudd-lo a resolver exercicios sele-
cionados.

I Recursos

EXERCICIOS CONCEITUAIS A maneira mais importante de promover a compreensio de con-
ceitos € por meio de situagdes-problema. Para esse fim, concebi diversos tipos de problemas.
Alguns conjuntos de exercicios comegam com solicitacdes para explicar os significados dos
conceitos basicos da sec¢do. (Consulte, por exemplo, os primeiros exercicios das Seg¢des 2.2,
2.5,11.2, 14.2 e 14.3.) Da mesma forma, todas as se¢des de revisdo comeg¢am com uma Ve-
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rificagcdo de Conceitos e um Teste de Verdadeiro ou Falso. Outros exercicios testam a com-
preensdo de conceitos através de graficos ou tabelas (consulte os Exercicios 2.7.17, 2.8.35—
40, 2.8.43-46, 9.1.11-13, 10.1.24-27, 11.10.2, 13.2.1-2, 13.3.33-39, 14.1.1-2, 14.1.32-42,
14.3.3-10, 14.6.1-2, 14.7.3-4, 15.1.5-10, 16.1.11-18, 16.2.17-18 ¢ 16.3.1-2).

Outro tipo de exercicio utiliza a descri¢@o verbal para testar a compreensdo de conceitos
(consulte os Exercicios 2.5.10, 2.8.58, 4.3.63—-64 e 7.8.67). Eu particularmente valorizo pro-
blemas que combinam e comparam abordagens gréficas, numéricas e algébricas (consulte os
Exercicios 2.6.39-40, 3.7.27 € 9.4.2).

EXERCICIOS COM DIFICULDADE PROGRESSIVA Cada grupo de exercicios € cuidadosamente clas-
sificado, progredindo de exercicios conceituais basicos e problemas que visam ao desenvolvi-
mento de habilidades, at€ problemas mais desafiadores, envolvendo demonstracdes e aplicacdes.

DADOS REAIS Eu e minha equipe nos empenhamos em pesquisar dados do mundo real em bi-
bliotecas, empresas, 6rgdos governamentais e na Internet que pudessem apresentar, motivar e
ilustrar os conceitos de cdlculo. Por esse motivo, muitos exercicios e exemplos lidam com fun-
¢des definidas por tais dados numéricos ou graficos. Eles podem ser vistos, por exemplo, na
Figura 1 da Segdo 1.1 (os sismogramas do terremoto de Northridge), ou no Exercicio 2.8.36
(porcentagem da populagdo acima dos 60 anos), Exercicio 5.1.16 (velocidade do 6nibus es-
pacial Endeavour) ou na Figura 4 da Seco 5.4 (consumo de energia elétrica em Sao Francisco).
Fungdes de duas varidveis sdo ilustradas por uma tabela de valores do indice de sensagéo tér-
mica como uma funcio da temperatura do ar e da velocidade do vento (Exemplo 2 da Segdo
14.1). Derivadas parciais sdo introduzidas na Se¢do 14.3, examinando uma coluna em uma ta-
bela de valores do indice de conforto térmico (temperatura percebida do ar) como uma fun-
¢do da temperatura real e da umidade relativa. Este exemplo € aprofundado em conexdo com
aproximagodes lineares (Exemplo 3 da Secdo 14.4). Derivadas direcionais sdo introduzidas na
Seg¢do 14.6 por meio de um mapa de contorno da temperatura para estimar a taxa de mudanga
da temperatura num trajeto para o leste a partir de Chongqing. Integrais duplas sdo usadas para
estimar a precipitagdo de neve média no Colorado em 20-21 de dezembro de 2006 (Exemplo
4 da Seg@o 15.1). Campos vetoriais sdo introduzidos na Secdo 16.1 por representagdes de cam-
pos vetoriais de velocidade real mostrando os padrdes do vento da Baifa de Sdo Francisco.

PROJETOS Uma maneira de despertar o interesse dos alunos — e facilitar a aprendizagem — ¢
fazer com que trabalhem (as vezes em grupos) em projetos mais aprofundados, que transmi-
tam um verdadeiro sentimento de realizagdo quando completados. Inclui quatro tipos de pro-
jetos: os Projetos Aplicados visam despertar a imaginacdo dos estudantes. O projeto apds a
Se¢do 9.3 pergunta se uma bola arremessada para cima demora mais para atingir sua altura ma-
Xima ou para cair de volta a sua altura original (a resposta pode surpreendé-lo). O projeto ap6s
a Secdo 14.8 utiliza os multiplicadores de Lagrange para determinar as massas dos trés esta-
gios de um foguete de modo a minimizar a massa total a0 mesmo tempo permitindo que o fo-
guete atinja a velocidade desejada. Os Projetos de Laboratorio envolvem tecnologia. O pro-
jeto subsequente a Se¢do 10.2 mostra como usar as curvas de Bézier para desenhar formas que
representem letras para uma impressora a laser. Os Projetos Escritos exigem que os estudan-
tes comparem os métodos atuais aqueles desenvolvidos pelos fundadores do calculo — por
exemplo, o método criado por Fermat para encontrar as tangentes. Algumas referéncias sdo
dadas sobre o assunto. Os Projetos de Descoberta antecipam resultados a serem discutidos pos-
teriormente ou incentivam a descoberta por meio do reconhecimento de padrdes (consulte o
projeto apds a Segdo 7.6). Outros exploram os aspectos da geometria: tetraedros (apds a Se-
¢do 12.4), hiperesferas (ap6s a Se¢@o 15.7) e intersecdes de trés cilindros (ap6s a Secao 15.8).
Projetos adicionais podem ser encontrados no Manual do Professor (consulte, por exemplo,
o Exercicio em Grupo 5.1: Posi¢do de Amostras). O Manual do Professor estd disponivel, em
inglés, na Trilha.

RESOLUCAO DE PROBLEMAS Os estudantes normalmente tém mais dificuldades naqueles pro-
blemas em que ndo ha um tnico procedimento para se chegar a solug@o. Acredito que ndo ocor-
reram muitos avancos na drea de resolucao de problemas apds a estratégia em quatro estagios
proposta por George Polya. Inseri, portanto, uma versdo dessa estratégia apds o Capitulo 1.
Esse método € utilizado explicita e implicitamente em todo o livro. Depois dos demais capi-
tulos, inclui secdes denominadas Problemas Quentes, apresentando exemplos de como lidar
com problemas de cdlculo mais desafiadores. Ao selecionar os diversos problemas nessas se-
¢oes, tentei seguir o conselho dado por David Hilbert: “Um problema matematico deve ser di-



Xl CALCULO

Nota da Editora:

Até o fechamento desta edigdo, todos os
sites contidos neste livro estavam com o
funcionamento normal. A Cengage Learning
ndo se responsabiliza pela suspensdo dos
mesmos.

ficil a ponto de nos desafiar, mas ndo inacessivel a ponto de zombar de nossos esfor¢os”. Ao
propor problemas dificeis em tarefas e provas, costumo corrigi-los de forma diferenciada. Ne-
les, procuro valorizar principalmente as ideias que levam a resposta e o reconhecimento dos
principios de resolugido mais relevantes para a solug@o do problema.

TECNOLOGIA A disponibilidade de tecnologia ndo diminui — pelo contrdrio, aumenta — a im-
portancia de se entender com clareza os conceitos por trds das imagens na tela. Quando utili-
zados apropriadamente, computadores e calculadoras gréficas sdo ferramentas tteis na des-
coberta e compreensao de tais conceitos. Este livro pode ser utilizado com ou sem o emprego
de ferramentas tecnoldgicas — dois simbolos especiais sdo usados para indicar precisamente
quando um tipo especial de aparelho é necessario. O simbolo /3 indica um exercicio que de-
finitivamente requer o uso dessas tecnologias (o que ndo quer dizer que seu uso nos demais
exercicios seja proibido). O simbolo aparece em problemas nos quais sdo empregados to-
dos os recursos de um sistema de computagdo algébrica (como o Derive, Maple, Mathema-
tica ou o TI-89/92). Mas a tecnologia nao torna l4pis e papel obsoletos. Frequentemente, sdo
preferiveis os cdlculos e esbogos feitos a mao, para ilustrar e reforgar alguns conceitos. Tanto
professores quanto estudantes precisam aprender a discernir quando € mais adequado o uso
das méquinas ou o célculo a mao.

TOOLS FOR ENRICHING™ CALCULUS As TEC s@o um complemento ao livro e destinam-se a en-
riquecer e complementar seu contetdo. (Este recurso deve ser acessado pelo Enhanced Web-
Assign. Desenvolvidas por Harvey Keynes, Dan Clegg, Hubert Hohn e por mim, as TEC uti-
lizam uma abordagem exploradora e de descoberta. Nas se¢des do livro onde a tecnologia €
particularmente apropriada, icones direcionam os estudantes aos médulos das TEC que ofe-
recem um ambiente laboratorial no qual eles podem explorar o tépico de maneiras diferentes
e em diferentes niveis. Os auxilios visuais sdo animagdes de figuras no texto; médulos sdo ati-
vidades mais elaboradas e incluem exercicios. Os professores podem optar por se envolver em
niveis diferentes, indo desde simplesmente encorajar os estudantes a usar os auxilios visuais
e modulos para a exploragio independente, até atribuir exercicios especificos a partir daque-
les incluidos em cada médulo, ou criar exercicios adicionais, laboratdrios e projetos que fa-
cam uso dos auxilios visuais e dos médulos.

HOMEWORKHINTS Sao dicas para os exercicios apresentados na forma de perguntas que tentam
imitar um efetivo assistente de ensino; funcionam como um tutor silencioso. Dicas para exerci-
cios selecionados (normalmente de nimero fmpar) sdo incluidas em cada se¢do do livro, indi-
cadas pelo nimero do exercicio em vermelho. Elas foram elaboradas de modo a ndo revelarem
mais do que € minimamente necessario para se fazer progresso. Estdo disponiveis aos estudan-
tes em www.stewartcalculus.com e no Enhanced WebAssign. Recurso em inglés.

ENHANCED WEBASSIGN A tecnologia estd impactando sobre a forma como a licao de casa €
passada aos estudantes, particularmente em classes grandes. O uso da li¢do de casa on-line esta
crescendo e sua atratividade depende da facilidade de uso, precis@o na correcdo e confiabili-
dade. Com esta edicdo, trabalhamos com a comunidade de cdlculo e o WebAssign a fim de de-
senvolver um sistema de lico de casa on-line mais vigoroso. Até 70% dos exercicios em cada
secdo podem ser passados como licdo de casa on-line, incluindo exercicios de resposta livre,
muiltipla escolha e formatos de partes multiplas.

O sistema também inclui Active Examples, nos quais os estudantes sdo guiados em tutoriais
passo a passo através de exemplos do livro, com links para o livro e resolugdes em video. Novas
melhorias ao sistema incluem um eBook personalizado, um recurso Show Your Work, revisdo Just
in Time de pré-requisitos pré-calculo, um Assignment Editor aperfeicoado e um Answer Evalua-
tor que aceita mais respostas matematicamente equivalentes e permite a corre¢ao da licdo de casa
de forma bem semelhante aquela feita por um instrutor. Para mais informacdes sobre como
adquirir o cartdo de acesso a esta ferramenta, contate: vendas.cengage @cengage.com. Recurso
em inglés.
www.stewartcalculus.com O site do autor inclui:

m  Homework Hints
m Histéria da Matematica, com links para os melhores sifes historicos

m  Topicos adicionais (completos, com conjuntos de exercicios): série de Fourier, férmulas
para o resto na série de Taylor, rotacdo dos eixos
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Links, para t6picos especificos, para outros recursos da web

m  Tools for Enriching Calculus (TEC): para os médulos e auxilios visuais selecionados para
os capitulos 2 e 5.

Todo o material disponivel no site do autor estd em inglés.

a Trilha
Problemas de Desafio (para capitulos selecionados, com solucdes e respostas)
Problemas Arquivados para todos os capitulos, com solu¢des e respostas
Slides de Power Point®
Revisdo de Algebra (em inglés)
Revisao de Geometria Analitica (em inglés)

H B B B B B =~

Suplemento: Mentiras que minha calculadora e computador me contaram com exercicios
e solugdes
m  Manual do professor (material em inglés, para professores que adotam a obra)

Acesso pelo site http://cursosonline.cengage.com.br.

[ conteido

Testes de Verificacdo O livro comeca com quatro testes de verificacio: Algebra Basica, Geo-
metria Analitica, Fung¢des e Trigonometria.

Uma Apresentacdo do Calculo Temos aqui um panorama da matéria, incluindo uma série de
questdes para nortear o estudo do cdlculo.

VOLUME I

1 Funcdes e Modelos Desde o principio, a multiplicidade de representacdes das funcdes € va-
lorizada: verbal, numérica, visual e algébrica. A discussdo dos modelos matematicos conduz
a uma revisdo das fungdes gerais, incluindo as fungdes exponenciais e logaritmicas, por meio
desses quatro pontos de vista.

2 Limites e Derivadas O material sobre limites decorre da discussio prévia sobre os problemas
da tangente e da velocidade. Os limites s@o tratados dos pontos de vista descritivo, grafico, nu-
mérico e algébrico. A Se¢do 2.4, sobre a defini¢do precisa de limite por meio de epsilons e del-
tas, € opcional. As Se¢des 2.7 e 2.8 tratam das derivadas (principalmente com fungdes defi-
nidas gréifica e numericamente) antes da introdug@o das regras de derivagdo (que serdo
discutidas no Capitulo 3). Aqui, os exemplos e exercicios exploram o significado das deriva-
das em diversos contextos. As derivadas de ordem superior sdo apresentadas na Secéo 2.8.

3 Regras de Derivacdo Todas as funcdes bdsicas, incluindo as exponenciais, logaritmicas e tri-
gonométricas inversas sdo derivadas aqui. Quando as derivadas sdo calculadas em situacdes
aplicadas, € solicitado que o aluno explique seu significado. Nesta edi¢do, o crescimento e de-
caimento exponencial sdo tratados neste capitulo.

4 Aplicacoes de Derivacdo Os fatos basicos referentes aos valores extremos e formas de cur-
vas sdo deduzidos do Teorema do Valor Médio. O uso de tecnologias graficas ressalta a inte-
racdo entre o cdlculo e as calculadoras e a anélise de familias de curvas. Sdo apresentados al-
guns problemas de otimizacao, incluindo uma explicacio de por que precisamos elevar nossa
cabeca a 42° para ver o topo de um arco-iris.

5 Integrais Problemas de drea e distdncia servem para apresentar a integral definida, intro-
duzindo a notag@o de somatdria (ou notacdo sigma) quando necessdria (esta notagdo € estu-
dada de forma mais completa no Apéndice E). Da-se énfase a explicac@o do significado das
integrais em diversos contextos e a obten¢ao de estimativas para seus valores a partir de ta-
belas e graficos.

6 Aplicacdes de Integracdo Aqui, sdo apresentadas algumas aplicagdes de integracio — area,
volume, trabalho, valor médio — que podem ser feitas sem o uso de técnicas avangadas. D4-
-se énfase aos métodos gerais. O objetivo € que os alunos consigam dividir uma dada quanti-
dade em partes menores, estimar usando somas de Riemann e que sejam capazes de reconhecer
o limite como uma integral.
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7 Técnicas de Integracao Todos os métodos tradicionais sdo mencionados, mas € claro que o
verdadeiro desafio € perceber qual técnica € mais adequada a cada situacgio. Por esse motivo,
na Se¢do 7.5 apresentamos estratégias para calcular integrais. O uso de sistemas de compu-
tagdo algébrica € discutido na Se¢do 7.6.

8 Mais Aplicacoes de Integracdo Aqui estdo as aplicagdes de integracio para as quais € titil
dispor de todas as técnicas de integracdo — drea de superficie e comprimento do arco — bem
como outras aplicacdes a biologia, a economia e a fisica (forca hidrostética e centros de massa).
Também foi incluida uma seco tratando de probabilidades. H4 mais aplicagdes do que se pode
estudar em qualquer curso, assim, o professor deve selecionar aquelas que julgue mais inte-
ressantes ou adequadas a seus alunos.

VOLUME II

9 Equacdes Diferenciais Modelagem € o tema que unifica esse tratamento introdutério de equa-
¢oes diferenciais. Campos direcionais e o método de Euler sdo estudados antes de as equagdes
separdveis e lineares serem solucionadas explicitamente, de modo que abordagens qualitati-
vas, numéricas e analiticas recebem a mesma consideracdo. Esses métodos sdo aplicados aos
modelos exponenciais, logisticos dentre outros para o crescimento populacional. As quatro ou
cinco primeiras se¢des deste capitulo servem como uma boa introdugdo a equacdes diferen-
ciais de primeira ordem. Uma se¢ao final opcional utiliza os modelos presa-predador para ilus-
trar sistemas de equagdes diferenciais.

10 Equacdes Paramétricas e Coordenadas Polares Este capitulo introduz curvas paramétricas
e polares e aplica os métodos de célculo a elas. As curvas paramétricas sdo adequadas a pro-
jetos laboratoriais; as apresentadas aqui envolvem familias de curvas e curvas de Bézier. Um
breve tratamento de secdes cOnicas em coordenadas polares prepara o caminho para as Leis
de Kepler, no Capitulo 13.

11 Sequéncias e Séries Infinitas Os testes de convergéncia possuem justificativas intuitivas,
bem como demonstra¢des formais. Estimativas numéricas de somas de séries baseiam-se em
qual teste foi usado para demonstrar a convergéncia. A énfase ¢ dada a série de Taylor e aos
polindmios e suas aplicacdes a fisica. Estimativas de erro incluem aquelas de dispositivos gra-
ficos.

12 Vetores e a Geometria do Espaco O material sobre geometria analitica tridimensional e ve-
tores estd dividido em dois capitulos. O Capitulo 12 trata de vetores, produtos escalar e veto-
rial, retas, planos e superficies.

13 Funcoes Vetoriais Aqui, sdo estudadas as funcgdes a valores vetoriais, suas derivadas e in-
tegrais, o comprimento e curvatura de curvas espaciais e a velocidade e aceleracdo ao longo
dessas curvas, finalizando com as Leis de Kepler.

14 Derivadas Parciais As funcdes de duas ou mais varidveis sdo estudadas do ponto de vista
verbal, numérico, visual e algébrico. As derivadas parciais sdo introduzidas mediante a ana-
lise de uma coluna particular de uma tabela com indices de conforto térmico (temperatura apa-
rente do ar), como fungdo da temperatura medida e da umidade relativa.

15 Integrais Mdltiplas Para calcular as médias de temperatura e precipitacdo de neve em da-
das regides, utilizamos mapas de contorno e a Regra do Ponto Médio. Sdo usadas integrais du-
plas e triplas no cédlculo de probabilidades, drea de superficie e, em projetos, do volume de hi-
peresferas e da interse¢do de trés cilindros. As coordenadas esféricas e cilindricas sdo
introduzidas no contexto de cdlculo de integrais triplas.

16 Calculo Vetorial A apresenta¢do de campos vetoriais € feita por meio de figuras dos cam-
pos de velocidade do vento na Baia de Sao Francisco. Exploramos também as semelhancas
entre o Teorema Fundamental para integrais de linha, o Teorema de Green, o Teorema de Sto-
kes e o Teorema do Divergente.

17 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem Como as equagdes diferenciais de primeira ordem
foram tratadas no Capitulo 9, este dltimo capitulo trata das equacdes diferenciais lineares de
segunda ordem, sua aplicagdo em molas vibrantes e circuitos elétricos, e solucdes em séries.
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A leitura de um livro diddtico de célculo difere da leitura de
um jornal ou de um romance, ou mesmo de um livro de fisica.
Nao desanime se precisar ler o mesmo trecho muitas vezes
antes de entendé-lo. E, durante a leitura, vocé€ deve sempre ter
lapis, papel e calculadora a mio, para fazer contas e desenhar
diagramas.

Alguns estudantes preferem partir diretamente para os
exercicios passados como dever de casa, consultando o texto
somente ao topar com alguma dificuldade. Acredito que ler e
compreender toda a secdo antes de lidar com os exercicios €
muito mais interessante. Voc€ deve prestar especial atengdo as
defini¢des e compreender o significado exato dos termos. E,
antes de ler cada exemplo, sugiro que vocé cubra a solugdo e
tente resolvé-lo sozinho. Assim, serd muito mais proveitoso
quando vocé observar a resolugio.

Parte do objetivo deste curso € treind-lo a pensar logica-
mente. Procure escrever os estigios da resolucdo de forma ar-
ticulada, passo a passo, com frases explicativas — e ndo somente
uma série de equagdes e formulas desconexas.

As respostas da maioria dos exercicios impares sdo dadas
ao final do livro, no Apéndice I. Alguns exercicios pedem ex-
plicacdes, interpretagdes ou descrigdes por extenso. Em tais ca-
sos, ndo h4 uma forma tnica de escrever a resposta, entdo nao
se preocupe se a sua ficou muito diferente. Da mesma forma,
também h4 mais de uma maneira de expressar uma resposta al-
gébrica ou numérica. Assim, se a sua resposta diferir daquela
que consta no livro, ndo suponha imediatamente que a sua esta
errada. Por exemplo, se vocé chegou em /2 — 1 e a resposta
impressa é 1/(1 + +/2), vocé estd certo, e a racionalizagdo do
denominador mostrard que ambas sdo equivalentes.

O simbolo /i1 indica que o exercicio definitivamente exige
0 uso de uma calculadora grifica ou um computador com
software adequado (na Segdo 1.4 discutimos o uso desses dis-
positivos e algumas das armadilhas que vocé pode encontrar).
Mas isso nio significa que voc€ ndo pode utilizar esses equi-
pamentos para verificar seus resultados nos demais exercicios.

Ao Aluno

O simbolo aparece em problemas nos quais sdo emprega-
dos todos os recursos de um sistema de computagdo algébrica
(como o Derive, Maple, Mathematica ou o TI-89/92).

Outro simbolo com o qual vocé vai deparar € o [@), que o
alerta para um erro comum. O simbolo registra as situagdes em
que percebi que uma boa parte dos alunos tende a cometer o
mesmo erro.

Tools for Enriching Calculus, que sio um material de
apoio deste livro, séo indicadas por meio do simbolo B e
podem ser acessadas pelo Enhanced WebAssign (em inglé€s).

As Homework Hints para exercicios representativos sio in-
dicadas pelo nimero do exercicio em vermelho: 5. Essas dicas
podem ser encontradas no site stewartcalculus.com, bem como
no Enhanced WebAssign (em ingl€s). As dicas para li¢des de
casa fazem perguntas que lhe permitem avangar em direcao a
resolucao sem lhe dar a resposta. Vocé precisa seguir cada dica
de maneira ativa, com l4pis e papel na mao, a fim de elaborar
os detalhes. Se determinada dica nio permitir que solucione o
problema, vocé pode clicar para revelar a proxima dica.

Recomendo que guarde este livro para fins de referéncia
apos o término do curso. Como vocé provavelmente esquecerd
alguns detalhes especificos do cdlculo, o livro servird como um
lembrete titil quando precisar usi-lo em cursos subsequentes.
E, como este livro contém uma maior quantidade de material
que pode ser abordada em qualquer curso, ele também pode
servir como um recurso valioso para um cientista ou enge-
nheiro em atuagao.

O célculo € uma matéria fascinante e, com justiga, é con-
siderada uma das maiores realizacdes da inteligéncia humana.
Espero que vocé descubra ndo apenas o quanto esta disciplina
€ util, mas também o qudo intrinsecamente bela ela €.






Teste de Verificacao

material de revisdo fornecido.

0 sucesso no calculo depende em grande parte do conhecimento da matematica
que precede o calculo: algebra, geometria analitica, fungdes e trigonometria.

Os testes a seguir tém a intencao de diagnosticar falhas que vocé possa ter
nessas areas. Depois de fazer cada teste, é possivel conferir suas respostas com
as respostas dadas e, se necessario, refrescar sua memdria consultando o

n Testes de Verificacéo: Algebra

Avalie cada expressdo sem usar uma calculadora.

@ (=3) (b) —3*

5% 2\’
@ 5o G <§>

(c) 37

() 167

Simplifique cada expressdo. Escreva sua resposta sem expoentes negativos.

(@) 200 — /32

(b) (3a’b*)(4ab*)?
3x3/2y3 —2

© <—x2y_1,2>

Expanda e simplifique.

(a) 3(x +6) + 42x — 5)

© (Va +b)(Va = vb)

() (x +2)

Fatore cada expressdo.

(a) 4x> — 25

(©) x*—=3x2—4x+ 12

(e) 3x¥? — 9x'? + 6x7'?

Simplifique as expressdes racionais.

()x2+3x+2

) 2 T =

x2—x-2

© x? _x+1
x2—4 x+2

Racionalize a expressdo e simplifique.

(a) V10
N

Reescreva, completando o quadrado.
(@ x*+x+1

() (x + 3)(4x — 5)
(d) (2x + 3)?

(b) 2x* + 5x — 12
@@ x*+ 27x
() x’y — dxy

2x2—x—1 x+3
® x2=9 '2x+1
y_Zx
X Yy
d
()l_l
y x
®) Vi +h —2
h

(b) 2x* — 12x + 11
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8. Resolva a equagdo. (Encontre apenas as solugdes reais.)

(a)x+5:14—%x

@©xX*—-x—12=0
(e x*—3x*+2=0

2
(b)

x p—
x+1 X

2x — 1

d2x2+4x+1=0
) 3|x—4|=10

(@) 2x@4 —x)"?-3/4—x=0
9. Resolva cada desigualdade. Escreva sua resposta usando a notacio de intervalos.
(b) x* <2x+ 8
d]x—4]<3

(@) 4<5—-3x=<17
@©) x(x—1Dx+2)>0

© 2x—3<1
x+1

10. Diga se cada equacdo € verdadeira ou falsa.

@(p+qg=p+q

© V@ET B =a+b

1

O =

xX=y

‘<|>—‘

(b)Vab = a /b
(d)1+CTC:1+T
® 1/x 1

- Respostas dos Testes de Verificacdo A: Algebra

. ()

a/x—b/x:a—b

c)a—1»>b
(e) x>+ 6x%+ 12x + 8

.(a) 2x —5@2x+5)

© (x—=3)x—2)(x+2)
) 3x "(x — D(x —2)
x+2 b
o (b)
1
x—2

() (@

(a) 81 (b) —81 © s
) 25 e 2 ® ¢

. (a) 6.2 (b) 484°F © 9iy7
C@) 1lx—2 (b) 4x> + Tx — 15

(d) 4x*+ 12x+9

b) 2x —3)(x + 4)
@) x(x +3)(x*—3x +9)
) xy(x —2)(x +2)
x—1
-3

X

—(x+y)

6. (a) 542 + 210

7.(a) (x +3)7+32
8. (a) 6
@ —1=5v2
@ %
9. (a) [—4,3)

(©) (=2,0) U (1,%)
(e (—1,4]

10. (a) Falso
(d) Falso

1
® T2

(b) 2(x —3)* -7

d) 1 (c) —3,4
© =L, =/2 O 5%
() (=2,4)

@ (1,7)

(b) Verdadeiro  (¢) Falso

(e) Falso () Verdadeiro

Se vocé tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisdo de
Algebra, “Review of Algebra” no site www.stewartcalculus.com.

Material em inglés.
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n Testes de Verificacdo: Geometria Analitica

XXl

I. Encontre uma equagio para a reta que passa pelo ponto (2, —5) e
(a) tem inclinacdo —3
(b) € paralela ao eixo x
(c) é paralela ao eixo y
(d) € paralela alinha2x — 4y =3

2. Encontre uma equagao para o circulo que tem centro (—1, 4) e passa pelo ponto (3, —2).
3. Encontre o centro e o raio do circulo com equagdo x> + y> — 6x + 10y + 9 = 0.

4. Sejam A(—7,4) e B(5, —12) pontos no plano:
(a) Encontre a inclinagdo da reta que contém A e B.

(b) Encontre uma equacdo da reta que passa por A e B. Quais sdo as interse¢des com
0s eixos?

(c) Encontre o ponto médio do segmento AB.

(d) Encontre o comprimento do segmento AB.

(e) Encontre uma equagio para a mediatriz de AB.

(f) Encontre uma equacdo para o circulo para o qual AB € um diametro.

5. Esboce as regides do plano xy definidas pelas equagdes ou inequagdes.
(@) —1s<y<3 b) |x]<4de|y|<2
© y<1-1x d y=x*—1
(e) x> +y>< 4 () 9x? + 16y = 144

- Respostas dos Testes de Verificacao B: Geometria Analitica

. (@ y=-3x+1 (b) y=-5 5.
© x=2 ) y=3x—6 @ ® ©
3. ~o 1
2. (x+ 1)+ (y—4)>=52 i____2____| W ks
0 | I
3. Centro (3, —5), raio 5 — E— -4 0 _:4X 0 2>\ x
4. (@ -3 o
(b) 4x + 3y + 16 = 0; intersec¢do com o eixo x, —4; inter-
~ . 16
se¢do com o eixoy, —7 ) > e v €
© (=1,-4) Lo :
(d) 20 . \ /,s\\/ /'_\
) 3x—4y=13 A\ X I\ of J2 & 0 4 x
O G+ 1)+ (y+4)*=100 = e S-

Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte a Revisdo de
Geometria Analitica, nos Apéndices B e C.
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n Testes de Verificacao: Funcoes

7 1. O grifico de uma fungio f ¢ dado i esquerda.
(a) Diga o valor de f (—1).

(b) Estime o valor de f(2).

\ : / (c) Para quais valores de x vale que f (x) = 2?
\ 0l 1 x (d) Estime os valores de x tais que f (x) = 0.
(e) Diga qual € o dominio e a imagem de f.

f@+h - fQ2)

2. Sef(x) = X%, calcule o quociente da diferenga e simplifique sua resposta.

h
FIGURA PARA O PROBLEMA | 3. Encontre o dominio da fungio.
_ 2l _ i =
@fW=a""7 ®w=—7 - (©) h(x)=+4—x+x*—1
4. Como os graficos das funcdes sdo obtidos a partir do grafico de f?
@ y=—fx) (b) y=2f(x) — 1 © y=fx=3)+2
5. Sem usar uma calculadora, fagca um esbogo grosseiro do grafico.
(@y=x b)y=@&+1)y ©y=@x—-27+3
@y=4-x ey=vVx (Hy =2vx
(@y= -2 ()y=1+x"

1 —x sex<0
6. Scj =
eja /@) {2x+1 sex >0

(a) Calcule f{—2) e f(1). (b)Esboce o grafico de f.

7. Seflx) = x* + 2x — 1 e g(x) = 2x — 3, encontre cada uma das seguintes fungdes.
(a) fog (®) gof () gegeyg

- Respostas dos Testes de Verificacao C: Funcoes

I (a) —2 (b) 2,8
© =31 d —25,03
(e [-3.3].[-2.3]

2. 12 + 6h + i?

3.(a) (—%,—2) U (-2,1) U (1,%)
(b) (—o, )
() (=, —1] U [1,4]

4. (a) Refletindo em torno do eixo x.
(b) Expandindo verticalmente por um fator 2, a seguir transla-
dando 1 unidade para baixo.
(c) Transladando 3 unidades para a direita e 2 unidades para
cima.

5. 6. (a) —3,3 7. (@) (fog)(x) =4x*—8x+2
' ) (gef)x) =2x>+4x—35
() (gegeg)(x) =8x —21

Se voce tiver dificuldade com estes problemas, consulte
as secoes 1.1 a 1.3 deste livro.
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“ Testes de Verificacao: Trigonometria

I. Converta de graus para radianos.

(a) 300° (b) —18°

2. Converta de graus para radianos.
(a) 57/6 (b) 2

3. Encontre o comprimento de um arco de um circulo de raio 12 cm, cujo angulo central € 30°.
4. Encontre os valores exatos. 24 u

(a) tg(m/3) (b) sen(7/6) (c) sec(57/3) 5
5. Expresse os comprimentos a e b na figura em termos de 6. b
6. Se senx =jesecy =3 onde x ey estdo entre 0 e 7/2, avalie sen (x + y). FIGURA PARA O PROBLEMA 5
7. Demonstre as identidades.

(a) tgfsend + cos @ = secH

2t
(b) ——E_ — sen2x
1+ tgx
8. Encontre todos os valores de x tais que sen 2x = senxe 0 < x < 27
9. Esboce o grifico da funcdo y = 1 + sen 2x sem usar uma calculadora.
- Respostas dos Testes de Verificacao D: Trigonometria
I. (a)57/3 (b) —7/10 6. (4 +6y2)
2. (a) 150° (b) 360/7 = 114,6° 7. No caso de uma demonstra¢@o, todo o raciocinio € a resposta;
o nivel estd correto com o de pré-célculo.
3. 2mcm
1 8. 0,7w/3,m5m/3,2m

4 @43 (b) = ©?2 9
5. (a)24sen6 (b) 24 cos 6

Se vocé tiver dificuldade com estes problemas, consulte
o Apéndice D deste livro.
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Quando terminar este curso, vocé sera capaz de estimar o niimero
de trabalhadores necessérios para construir uma piramide, explicar
a formagao e localizagdo de arcos-iris, projetar uma montanha-
-russa para que ela trafegue suavemente e calcular a forca sobre
um dique.

Brett Mulcahy/Shutterstock

O calculo é fundamentalmente diferente da matematica que vocé ja estudou. Ele € menos estético
e mais dindmico. Trata de variagdo e de movimento, bem como de quantidades que tendem a
outras quantidades. Por essa razdo, pode ser titil ter uma visdo geral do assunto antes de comegar
um estudo mais aprofundado. Vamos dar aqui uma olhada em algumas das principais ideias do
célculo, mostrando como surgem os limites quando tentamos resolver diversos problemas.
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A

,

A=A + A + A3 + Ay HAs

FIGURA 1

FIGURA 2

Na Pré-Visualizagdo, vocé pode ver
como dareas de poligonos inscritos e
circunscritos aproximam-se da &rea de um
circulo.

I 0 Problema da Area

As origens do célculo remontam a Grécia antiga, pelo menos 2.500 anos atrds, quando foram
encontradas dreas usando o chamado “método da exaustdo”. Naquela época, os gregos ja sa-
biam encontrar a drea A de qualquer poligono dividindo-o em tridngulos, como na Figura 1
e, em seguida, somando as dreas obtidas.

E muito mais dificil achar a drea de uma figura curva. O método da exaustio dos antigos
gregos consistia em inscrever e circunscrever a figura com poligonos e, entdo, aumentar o ni-
mero de lados deles. A Figura 2 ilustra esse procedimento no caso especial de um circulo, com
poligonos regulares inscritos.

NN \/A\

N S

Seja A, a drea do poligono inscrito com n lados. A medida que aumentamos #, fica evidente
que A, ficard cada vez mais proxima da drea do circulo. Dizemos, entdo, que a drea do circulo
é o limite das dreas dos poligonos inscritos e escrevemos

A= lim A,
n>oo

Os gregos, porém, ndo usaram explicitamente limites. Todavia, por um raciocinio indireto,
Eudoxo (século V a.C.) usa o método da exaustdo para demonstrar a conhecida férmula da area
do circulo: A = 7r?.

Usaremos uma ideia semelhante no Capitulo 5 para encontrar a drea de regides do tipo mos-
trado na Figura 3. Vamos aproximar a 4rea desejada A por areas de retdngulos (como na Fi-
gura 4), fazer decrescer a largura dos retangulos e, entdo, calcular A como o limite dessas so-
mas de dreas de retangulos.

y y y y
(1, 1) (1,1 (1, 1) (1,1
y =2
A
0 X o 1 1 3 1 «x 0 1 x oy 1 x
i 2 4 n
FIGURA 3 FIGURA 4

O problema da drea é central no ramo do célculo chamado cdlculo integral. As técnicas
que desenvolveremos no Capitulo 5 para encontrar dreas também possibilitardo o cdlculo do
volume de um sélido, o comprimento de um arco, a forca da 4gua sobre um dique, a massa e
o centro de gravidade de uma barra e o trabalho realizado ao se bombear a dgua para fora de
um tanque.

I 0 Problema da Tangente

Considere o problema de tentar determinar a reta tangente # a uma curva com equacdo y = f(x),
em um dado ponto P. (Daremos uma defini¢do precisa de reta tangente no Capitulo 2. Por ora,
vocé pode pensa-la como a reta que toca a curva em P, como na Figura 5.) Uma vez que sa-
bemos ser P um ponto sobre a reta tangente, podemos encontrar a equagao de ¢ se conhecer-
mos sua inclinagd@o m. O problema estd no fato de que, para calcular a inclinagdo, € necessa-
rio conhecer dois pontos e, sobre #, temos somente o ponto P. Para contornar esse problema,
determinamos primeiro uma aproximagao para m, tomando sobre a curva um ponto préximo
Q e calculando a inclinag@o mpg da reta secante PQ. Da Figura 6, vemos que
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PQ
X —da

Imagine agora o ponto Q movendo-se ao longo da curva em direcio a P, como na Figura
7. Vocé pode ver que a reta secante gira e aproxima-se da reta tangente como sua posi¢ao-li-
mite. Isso significa que a inclinag@o mpo da reta secante fica cada vez mais proxima da incli-
nag@o m da reta tangente. Isso é denotado por

m = lim mpg
o—P

e dizemos que m € o limite de mpp quando Q tende ao ponto P ao longo da curva. Uma vez
que x tende a a quando Q tende a P, também podemos usar a Equacdo 1 para escrever

7 = 1 L8 @

x—a XxX—a

Exemplos especificos desse procedimento serdo dados no Capitulo 2.

O problema da tangente deu origem ao ramo do célculo chamado cdlculo diferencial, que
s6 foi inventado mais de 2 mil anos ap6s o cédlculo integral. As principais ideias por trds do
calculo diferencial devem-se ao matematico francés Pierre Fermat (1601-1665) e foram de-
senvolvidas pelos matematicos ingleses John Wallis (1616-1703), Isaac Barrow (1630-1677)
e Isaac Newton (1642-1727) e pelo matematico aleméo Gottfried Leibniz (1646-1716).

Os dois ramos do célculo e seus problemas principais, o da drea e o da tangente, apesar de
parecerem completamente diferentes, tém uma estreita conexdo. Os problemas da drea e da
tangente sdo problemas inversos, em um sentido que sera explicado no Capitulo 5.

I Velocidade

Quando olhamos no velocimetro de um carro e vemos que ele estd a 48 km/h, o que essa in-
formacdo indica? Sabemos que, se a velocidade permanecer constante, apds uma hora o carro
terd percorrido 48 km. Porém, se a velocidade do carro variar, qual o significado de a veloci-
dade ser, em um dado momento, 48 km/h?

Para analisar essa questdo, vamos examinar o movimento de um carro percorrendo uma
estrada reta e supodo que possamos medir a distdncia percorrida por ele (em metros) em in-
tervalos de 1 segundo, como na tabela a seguir:

t = Tempo decorrido (s)| 0 2 4 6 8 10

d = Distancia (m) 0 2 10 25 43 78

Como primeiro passo para encontrar a velocidade ap6s 4 segundos de movimento, calcu-
laremos qual a velocidade média no intervalo de tempo 4 < ¢ < 8:

distancia percorrida

velocidade média = .
tempo decorrido

4310
8 —4
=8,25m/s

Analogamente, a velocidade média no intervalo4 < t < 6 ¢

25 — 10
velocidade média = o_a1 =75m/s

Nossa intui¢@o € de que a velocidade no instante # = 4 ndo pode ser muito diferente da ve-
locidade média durante um pequeno intervalo de tempo que comega em ¢ = 4. Assim, ima-
ginaremos que a distancia percorrida foi medida em intervalos de 0,2 segundo, como na ta-
bela a seguir:

y = f(x)

FIGURA 5
A reta tangente em P

Q. f(x))

P(a,fla)) fx) — fla)

FIGURA 6
A reta secante PQ

FIGURA 7
Retas secantes aproximando-se
da reta tangente
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10 P4, fi4))
of 2 é 8 fo
FIGURA 8

FIGURA 9

t 40 42 44 4,6 4.8 50

d | 1000 | 11,02 | 12,16 | 1345 | 1496 | 16,80

Entdo, podemos calcular, por exemplo, a velocidade média no intervalo de tempo [4, 5]:

16,80 — 10,00
velocidade média = — -2 = 6,83m/s

Os resultados desses calculos estdo mostrados na tabela:

Intervalo de tempo [4,6] [4,5] [4,4.8] [4,4.6] | [4,44] [4,42]

Velocidade média (m/s)| 7.5 6.8 6,2 5,75 54 51

As velocidades médias em intervalos cada vez menores parecem ficar cada vez mais pré-
ximas de 5; dessa forma, esperamos que exatamente em ¢ = 4 a velocidade seja cerca de 5 m/s.
No Capitulo 2 definiremos a velocidade instantdnea de um objeto em movimento como o li-
mite das velocidades médias em intervalos de tempo cada vez menores.

Na Figura 8, mostramos uma representagdo grafica do movimento de um carro tragando a
distancia percorrida como uma fun¢do do tempo. Se escrevermos d = f (), entdo f () € o nu-
mero de metros percorridos apds ¢ segundos. A velocidade média no intervalo de tempo [4, 1] é

distancia percorrida (1) — f(4)
tempo decorrido r—4

velocidade média =

que € a mesma coisa que a inclinac@o da reta secante PQ da Figura 8. A velocidade v quando
t = 4 é o valor-limite da velocidade média quando ¢ aproxima-se de 4; isto €,
_ SO~ f@
v=lim ————
1—4 t— 4
e, da Equacido 2, vemos que isso € igual a inclinacdo da reta tangente a curva em P.
Dessa forma, ao resolver o problema da tangente em célculo diferencial, também estamos
resolvendo problemas relativos a velocidade. A mesma técnica se aplica a problemas relati-
vos a taxa de variag@o nas ciéncias naturais e sociais.

I 0 Limite de uma Sequéncia

No século V a.C., o fil6sofo grego Zendo propds quatro problemas, hoje conhecidos como Pa-
radoxos de Zendo, com o intento de desafiar algumas das ideias correntes em sua época so-
bre espago e tempo. O segundo paradoxo de Zendo diz respeito a uma corrida entre o her6i
grego Aquiles e uma tartaruga para a qual foi dada uma vantagem inicial. Zendo argumentava
que Aquiles jamais ultrapassaria a tartaruga: se ele comecasse em uma posi¢ao a; e a tartaruga
em #; (veja a Figura 9), quando ele atingisse o ponto a, = ¢y, a tartaruga estaria adiante, em
uma posicdo £,. No momento em que Aquiles atingisse a; = 1, a tartaruga estaria em f;. Esse
processo continuaria indefinidamente e, dessa forma, aparentemente a tartaruga estaria sem-
pre a frente! Todavia, isso desafia o senso comum.

aj an as aq as

Aquiles

Tartaruga

Uma forma de explicar esse paradoxo usa a ideia de sequéncia. As posi¢des sucessivas de
Aquiles e da tartaruga sdo respectivamente (ai, a2, as, . . .) € (t1, h, 13, . . .), conhecidas como
sequéncias.

Em geral, uma sequéncia {a,} € um conjunto de nimeros escritos em uma ordem definida.
Por exemplo, a sequéncia
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pode ser descrita pela seguinte férmula para o n-ésimo termo:

1
a, = —

n

Podemos visualizar essa sequéncia marcando seus termos sobre uma reta real, como na Fi-
gura 10(a), ou desenhando seu grafico, como na Figura 10(b). Observe em ambas as figuras
que os termos da sequéncia a, = 1/n tornam-se cada vez mais préximos de O a medida que n
cresce. De fato, podemos encontrar termos tdo pequenos quanto desejarmos, bastando para isso
tomarmos n suficientemente grande. Dizemos, entdo, que o limite da sequéncia € O e indica-
mos isso por

o1
lim —=0
n—w n
Em geral, a notagdo
lim a, =L

n—o

serd usada se os termos a, tendem a um nimero L quando n torna-se grande. Isso significa que
podemos tornar os nimeros a, tdo préximos de L quanto quisermos escolhendo um n sufi-
cientemente grande.

O conceito de limite de uma sequéncia ocorre sempre que usamos a representacdo deci-
mal de um nimero real. Por exemplo, se

a; = 3,1

a, = 3,14

as = 3,141

as, = 3,1415
as = 3,14159
as = 3,141592

ar; = 3,1415926

lim a, = .

n—ow

entao,

Os termos nessa sequéncia sdo aproximagdes racionais de 7.

Vamos voltar ao paradoxo de Zendo. As posi¢oes sucessivas de Aquiles e da tartaruga for-
mam as sequéncias {a.} e {t,},onde a, < t, para todo n. Podemos mostrar que ambas as se-
quéncias t€m o mesmo limite:

lim a, = p = lim ¢,.

E precisamente nesse ponto p que Aquiles ultrapassa a tartaruga.

I A Soma de uma Série

Outro paradoxo de Zendo, conforme nos foi passado por Aristételes, é o seguinte: “Uma pes-
soa em certo ponto de uma sala ndo pode caminhar diretamente até a parede. Para fazer isso
ela deveria percorrer metade da distincia, depois a metade da distancia restante e, entdo, no-

asasz aj ai
A SRR : :
0 1
(a)
14 e
123456738 n
(b)
FIGURA 10
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FIGURA 11

vamente a metade da distancia que restou e assim por diante, de forma que o processo pode
ser sempre continuado e ndo terd um fim”. (Veja a Figura 11.)

Como naturalmente sabemos que de fato a pessoa pode chegar até a parede, isso sugere
que a distancia total possa ser expressa como a soma de infinitas distdncias cada vez meno-
res, COmo a seguir:

3] l=—+—+

1 1 1 1
e e e T 4.
2 4 8 16 2"

Zendo argumentava que ndo fazia sentido somar um nimero infinito de ntimeros. Porém, ha

situacdes em que fazemos implicitamente somas infinitas. Por exemplo, na notacio decimal,
o simbolo, 0,3 = 0,3333 ... significa

3 3 3 3

+ + - 4o
10 100 1000 10,000

dessa forma, em algum sentido, deve ser verdade que

3 3 3 3

+ + + + -
10 100 1000 10,000

1
3
Mais geralmente, se d, denotar o n-ésimo algarismo na representagdo decimal de um niimero,
entdo,

d d> ds d,

0.didrdsds . .. = — + I R
TR 10 10> 10° 10"

Portanto, algumas somas infinitas, ou, como sdo chamadas, séries infinitas, tém um signifi-
cado. Todavia, € necessario definir cuidadosamente o que € a soma de uma série.

Retornando a série da Equacdo 3, denotamos por s, a soma dos n primeiros termos da sé-
rie. Assim,

si=3=035

s, =3+3=075

s3=3+3+5=0875
sa=3+i+5+ 1 =09375

ss=1+ 1+ 5+ &+ 5=0096875

Se =13+t t5+ 1+ 5+ a4 =0984375
s1=2+ 1+ s+t 5+ g+ = 09921875
Sio =13+ 3+ + 10 =~ 099902344
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1 1 1
Si6 :E + Z + -+ W =~ (0,99998474.

Observe que a medida que somamos mais e mais termos, as somas parciais ficam cada vez mais
proximas de 1. De fato, pode-se mostrar que tomando um # suficientemente grande (isto €, adi-
cionando um nimero suficientemente grande de termos da série), podemos tornar a soma par-
cial s, tdo proxima de 1 quanto quisermos. Parece, entdo, razodvel dizer que a soma da série
infinita é 1 e escrever

=t — 4+

1
- 4+ =1
8 2"

.1
2 4

Em outras palavras, a razdo de a soma da série ser 1 é que

lim s, =1
o

No Capitulo 11, Volume II, discutiremos mais sobre essas no¢des. Usaremos, entdo, a ideia
de Newton de combinar séries infinitas com célculo diferencial e integral.

I Resumo

Vimos que o conceito de limite surge de problemas tais como encontrar a drea de uma regido,
a tangente a uma curva, a velocidade de um carro ou a soma de uma série infinita. Em cada
um dos casos, o tema comum € o calculo de uma quantidade como o limite de outras quanti-
dades mais facilmente calculdveis. E essa ideia basica que coloca o cilculo i parte de outras
areas da matematica. Na realidade, poderiamos definir o cdlculo como o ramo da matemadtica
que trata de limites.

Depois de inventar sua versdo de calculo, Sir Isaac Newton usou-a para explicar o movi-
mento dos planetas em torno do Sol. Hoje, o cdlculo é usado na determinag@o de 6rbitas de
satélites e naves espaciais, na predicdo do tamanho de uma populagdo, na estimativa de quao
rapido os precos do petréleo subem ou caem, na previsao do tempo, na medida do fluxo san-
guineo que sai do coracdo, no cdlculo dos prémios dos seguros de vida e em uma grande va-
riedade de outras dreas. Neste livro vamos explorar algumas dessas aplicagdes do cdlculo. raio a partir do sol

Para transmitir uma nog¢@o da poténcia dessa matéria, finalizaremos esta apresentagdo com
uma lista de perguntas que vocé podera responder usando o célculo:

1. Como vocé explicaria o fato, ilustrado na Figura 12, de que o angulo de elevacdo de um

b . o raio a partir
observador até o ponto mais alto em um arco-iris é 42°?7

do sol

2. Como vocé poderia explicar as formas das latas nas prateleiras de um supermercado? =
. ~ ~ \
3. Qual o melhor lugar para se sentar em um cinema? / ~_
. ~
4. Como podemos projetar uma montanha-russacom um percurso suave? observador >
oA . . 9
5. A qual distincia de um aeroporto um piloto deve comecar a descida para o pouso? FIGURA 12
6. Como podemos juntar curvas para desenhar formas que representam letras em uma im-

pressora a laser?
7. Como podemos estimar o nimero de trabalhadores que foram necessarios para a cons-
trugdo da Grande Pirdmide de Quéops, no antigo Egito?
8. Onde um jogador deveria se posicionar para apanhar uma bola de beisebol lan¢ada por
outro jogador e mandé-la para a home plate?
9. Uma bola lancada para cima leva mais tempo para atingir sua altura mixima ou para cair
de volta a sua altura original?
10. Como vocé pode explicar o fato de planetas e satélites se moverem em Orbitas elipticas?
11. Como vocé pode distribuir o escoamento de dgua entre as turbinas de uma usina hidre-
I1étrica de modo a maximizar a energia total produzida?
12. Se uma bola de gude, uma bola de squash, uma barra de aco e um cano de ferro rola-
rem por uma encosta, qual deles atingird o fundo primeiro?
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O objeto fundamental do calculo sdo as funcdes. Este capitulo abre o caminho para o
célculo, discutindo as ideias basicas concernentes as fungdes e seus graficos, bem como
as formas de combiné-los e transforma-los. Destacamos que uma funcéo pode ser
representada de diferentes maneiras: por uma equago, por uma tabela, por um grafico
ou por meio de palavras. Vamos examinar os principais tipos de funcdes que ocorrem no
calculo e descrever o modo de usa-las como modelos matematicos de fendmenos do
mundo real. Também discutiremos o uso de calculadoras graficas e de software grafico
para computadores.
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n Quatro Maneiras de Representar uma Funcao

Populacio
Ano (milhdes)
1900 1.650
1910 1.750
1920 1.860
1930 2.070
1940 2.300
1950 2.560
1960 3.040
1970 3.710
1980 4.450
1990 5.280
2000 6.080
2010 6.870

X —>

(entrada)

FIGURA 2

Diagrama de maquina para

uma fun¢do f

FIGURA 1 =50 7
Aceleracdo de solo vertical
durante o terremoto de Northridge

i — f)

(saida)

As fungdes surgem quando uma quantidade depende de outra. Consideremos as seguintes si-

tuagoes:

A. A drea A de um circulo depende do seu raio r. A regra que conecta r e A € dada pela equa-
cdo A = mrr’. A cada niimero r positivo estd associado um tnico valor de A e dizemos que
A é uma funcdo de r.

B. A populagdo humana do mundo P depende do tempo . A tabela mostra as estimativas da
populacdo mundial P(f) no momento ¢ em certos anos. Por exemplo,

P(1950) ~ 2.560.000.000

Porém, para cada valor do tempo t, existe um valor correspondente de P, e dizemos que P
€ uma funcio de 7.

C. O custo C de enviar uma carta preferencial pelo correio depende de seu peso w. Embora
ndo haja uma férmula simples relacionando w e C, o correio tem uma férmula que permite
calcular C quando w € dado.

D. A aceleragdo vertical a do solo registrada por um sismégrafo durante um terremoto € uma
funcdo do tempo ¢. A Figura 1 mostra o gréfico gerado pela atividade sismica durante o ter-
remoto de Northridge, que abalou Los Angeles em 1994. Para um dado valor de ¢, o gra-
fico fornece um valor correspondente de a.

a
(cm/s?)
100 T

50 1

t (segundos)

Fonte: Departamento de Minas e
Geologia da Califérnia

Cada um desses exemplos descreve uma regra pela qual, dado um nimero (7, f, w ou ), ou-
tro nimero (A, P, C ou a) € associado. Em cada caso dizemos que o segundo nimero € uma
funcdo do primeiro.

Uma funcao f ¢ uma lei que associa, a cada elemento x em um conjunto D, exatamente
um elemento, chamado f{x), em um conjunto E.

Em geral, consideramos as fun¢des para as quais D e E sdo conjuntos de nimeros reais. O
conjunto D é chamado dominio da fungdo. O nimero f (x) € o valor de fem x e € lido “ fde
x”. A imagem de f ¢ o conjunto de todos os valores possiveis de f (x) obtidos quando x varia
por todo o dominio. O simbolo que representa um nimero arbitrario no dominio de uma fun-
¢do fé denominado uma variavel independente. Um simbolo que representa um nimero na
imagem de f é denominado uma variavel dependente. No Exemplo A, a varidvel r € inde-
pendente, enquanto A € dependente.

E util considerar uma fungdo como uma maquina (veja a Figura 2). Se x estiver no dominio
da funcio f, quando x entrar na maquina, ele serd aceito como entrada, e a maquina produzird
uma saida f (x) de acordo com a lei que define a func¢do. Assim, podemos pensar o dominio como
o conjunto de todas as entradas, enquanto a imagem € o conjunto de todas as saidas possiveis.



As funcdes pré-programadas de sua calculadora sdo exemplos de fungdes como maquinas.
Por exemplo, a tecla de raiz quadrada em sua calculadora € uma dessas fungdes. Vocé pres-
siona a tecla \/_ (ou \/; ), e insere o valor x. Se x < 0, entdo x ndo estd no dominio dessa fun-
¢do; isto €, x ndo € uma entrada aceitavel, e a calculadora indicard um erro. Se x = 0, entdo uma
aproximagdo para /x aparecerd no mostrador. Assim, a tecla \/x de sua calculadora nio &
exatamente a mesma coisa que a funcio matematica f definida por f(x) = /x .

Outra forma de ver a fungdo € como um diagrama de flechas, como na Figura 3. Cada
flecha conecta um elemento de D com um elemento de E. A flecha indica que f(x) esté asso-
ciado a x, f(a) estd associado a a e assim por diante.

O método mais comum de visualizar uma fungdo consiste em fazer seu grafico. Se f for
uma fungdo com dominio D, entdo seu grafico serd o conjunto de pares ordenados

{(x.f(0) | x € D}

(Note que esses s@o os pares entrada-saida). Em outras palavras, o grifico de f consiste de to-
dos os pontos (x, y) no plano coordenado tais que y = f(x) e x estd no dominio de f.

O gréfico de uma fungdo fnos fornece uma imagem titil do comportamento ou “histérico”
da funcdo. Uma vez que a coordenada y de qualquer ponto (x, y) sobre o grafico € y = f(x), po-
demos ler o valor f(x) como a altura do ponto no grafico acima de x (veja a Figura 4). O gra-
fico de ftambém nos permite visualizar o dominio de f sobre o eixo x e a imagem sobre o0 eixo
¥, como na Figura 5.

Y (x, f1x))

imagem

Sx)

dominio

FIGURA 4 FIGURA 5

[EEENEN O grifico de uma funcio fest4 na Figura 6.
(a) Encontre os valores de f(1) e f(5).
(b) Quais sdo o dominio e a imagem de f?

SOLUCAO
(a) Vemos na Figura 6 que o ponto (1, 3) encontra-se no gréfico de f, entdo, o valor de fem 1
€ f(1) = 3. (Em outras palavras, o ponto no grafico que se encontra acima de x = 1 estd 3
unidades acima do eixo x.)

Quando x = 5, o ponto no grafico que corresponde a esse valor estd 0,7 unidade abaixo
do eixo x e estimamos que f(5) = —0,7.
(b) Vemos que f(x) esté definida quando 0 < x < 7, logo, o dominio de /'€ o intervalo fechado
[0, 7]. Observe que os valores de f variam de —2 a 4, assim, a imagem de f ¢

| 2<sy=s4=[-24] -

[EXEZNF] Esboce o grifico e encontre o dominio e a imagem de cada funcéo.
(@) flx) =2x—1 (b) g(x) = x

SOLUCAOD

(a) O grafico tem equacdo y = 2x — 1, que reconhecemos ser a equagdo de uma reta com in-
clinagfo 2 e intersec¢do com o eixo y-igual a —1. (Relembre a forma inclinagdo-interseccéo
da equacdo de uma reta: y = mx + b. Veja o Apéndice B.) Isso nos possibilita esbocar uma
parte do gréfico de fna Figura 7. A expressdo 2x — 1 € definida para todos os niimeros reais;
logo, o dominio f € o conjunto de todos os nimeros reais, denotado por R. O grafico mostra
ainda que a imagem também € R.

FUNCOES E MODELOS

D

FIGURA 3

 —

Diagrama de flechas para f

1

y

FIGURA 6

A notac@o para intervalos é dada no

Apéndice A.

y=2x—1

FIGURA 7

N [—
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(=11

10

FIGURA 8

A expressao

fla+h) — fla)

h

no Exemplo 3 é chamada de quociente de
diferencas e ocorre com frequéncia no
célculo. Como veremos no Capitulo 2, ela
representa a taxa média de variagdo de
f(x)entrex=aex=a + h

Populagio

t (milhGes)
0 1.650
10 1.750
20 1.860
30 2.070
40 2.300
50 2.560
60 3.040
70 3.710
80 4.450
90 5.280
100 6.080
110 6.870

(b) Uma vez que g(2) = 2> =4 e g(—1) = (—1)* = 1, podemos marcar os pontos (2,4) e
(—1,1), junto com outros poucos pontos para liga-los, produzir o grafico da Figura 8. A equa-
¢do do grifico € y = x?, que representa uma parsbola (veja o Anexo C). O dominio de g é R
. A imagem de g consiste em todos os valores g(x), isto €, todos os nimeros da forma x2. Mas
x? = 0 para todos os niimeros reais x e todo niimero positivo y € um quadrado. Assim, a
imagem de g é {y | y = 0} = [0, ). Isso também pode ser visto na Figura 8. [ |

EETEOEN Se f(x) =2x* — 5x + leh#O,avaliew

SOLUCAO Primeiro calculamos fla + h) substituindo x por a + h na expressio para f(x):
fla+h) =2a+h?—5a+h +1
=2(a®>+ 2ah + h*) — S5(a + h) + 1
= 2a* + 4ah + 2h* — 5a — 5h + 1

A seguir, substituimos isso na expressdo dada e simplificamos:

f(a+h)—f(a)=(2a2+4ah+2h2—5a—5h+1)—(2a2—5a+1)

h h
_ 2a’ +4ah +2h* —5a — S5h+ 1 —2a’ + 5a — 1
h
4ah + 2h* — 5h
=aT=4a+2h—5 -

I Representacgdes de Funcdes

E possivel representar uma fungdo de quatro maneiras:

= verbalmente (descrevendo-a com palavras)

= numericamente (por meio de uma tabela de valores)
= visualmente (através de um grafico)

m algebricamente (utilizando-se uma férmula explicita)

Se uma funcdo puder ser representada das quatro maneiras, em geral € ttil ir de uma re-
presentacdo para a outra, a fim de obter um entendimento adicional da funcdo. (No Exemplo
2, por exemplo, iniciamos com férmulas algébricas e entdo obtemos os graficos). Mas certas
funcdes sdo descritas mais naturalmente por um método do que pelo outro. Tendo isso em
mente, vamos reexaminar as quatro situagdes consideradas no comeco desta secao.

A. A mais util dentre as representagdes da drea de um circulo em funcio de seu raio € pro-
vavelmente a férmula A(r) = 7rr?%, apesar de ser possivel elaborar uma tabela de valores,
bem como esbogar um grafico (meia pardbola). Como o raio do circulo deve ser positivo,
o dominio da fungdo € {r | r > 0} = (0, ), e a imagem também € (0, ).

B. Fornecemos uma descricao da fung@o em palavras: P(?) € a populagdo humana mundial no
momento 7. Vamos medir  de modo que ¢ = 0 corresponde ao ano 1900. A tabela de valores
da populacdio mundial nos fornece uma representaciio conveniente dessa fung@o. Se marcar-
mos esses valores, vamos obter o grifico da Figura 9 (chamado diagrama de dispersdo). Ele
¢ também uma representacao ttil, ja que nos possibilita absorver todos os dados de uma vez.
E o que dizer sobre uma férmula para a funcdo? Certamente, € impossivel dar uma férmula
explicita que fornega a populagdo humana exata P(?) a qualquer momento ¢. Mas € possivel
encontrar uma expressdo para uma fungdo que se aproxime de P(t). De fato, usando métodos
explicados na Secao 1.2 obtemos a aproximagao

P(r) =~ £(1) = (1.43653 X 10°) - (1.01395)"

A Figura 10 mostra que o “ajuste” € bem razoavel. A funcdo fé chamada modelo mate-
madtico do crescimento populacional. Em outras palavras, € uma fungdo com uma férmula ex-



plicita que aproxima o comportamento da fun¢io dada. No entanto, vamos ver que podemos
aplicar ideias de cdlculo em tabelas de valores, ndo sendo necessdria uma férmula explicita.
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P P
5%10°+ : 5%10°

0 20 40 60 80 100 120 ¢ 0 20 40 60 80 100 120 !
FIGURA9 FIGURA 10

A fung¢do P € um exemplo tipico das fungdes que aparecem quando tentamos aplicar o cél-
culo a0 mundo real. Comecamos por uma descri¢io verbal de uma fung¢@o. Entdo € possivel
que a partir de dados experimentais possamos construir as tabelas de valores da funcdo. Mesmo
que ndo tenhamos um conhecimento completo dos valores da funcio, veremos por todo este
livro que € possivel realizar operacdes do cdlculo nessas funcoes.

€. Novamente, a fungdo € descrita em palavras: C(w) € o custo de envio pelo correio de uma
carta preferencial com peso w. A regra que os Correios de Hong Kong utilizaram a partir
de 2010 € a seguinte: o custo € de US$ 1,40 para até 30 g, US$ 2,20 para pesos entre 30 g
a 50 g, e assim por diante. A tabela de valores mostrada ao lado € a representagdo mais con-
veniente dessa fungdo, embora seja possivel esbogar seu grafico (veja o Exemplo 10).

D. O gréfico na Figura 1 € a representaco mais natural da fungdo aceleracdo vertical a(r). E
verdade que seria possivel montar uma tabela de valores e até desenvolver uma férmula
aproximada. Porém tudo o que um gedlogo precisa saber — amplitude e padrdes — pode ser
facilmente obtido do gréfico. (O mesmo € valido tanto para os padrdes de um eletrocar-
diograma como para o caso de um detector de mentiras.)

No préximo exemplo, vamos esbogar o grifico de uma fungao definida verbalmente.

G0N Quando vocé abre uma torneira de d4gua quente, a temperatura T da dgua de-
pende de hd quanto tempo ela estd correndo. Esboce um gréafico de 7 como uma fungdo do
tempo ¢ decorrido desde a abertura da torneira.

SOLUCAO A temperatura inicial da d4gua corrente estd proxima da temperatura ambiente, pois
ela estava em repouso nos canos. Quando a dgua do tanque de d4gua quente comeca a escoar
da torneira, 7 aumenta rapidamente. Na préxima fase, T fica constante, na temperatura da
dgua aquecida no tanque. Quando o tanque fica vazio, T decresce para a temperatura da fonte
de 4gua. Isso nos permite fazer o esbogo de T como uma fungdo de # na Figura 11.

No exemplo a seguir, comecamos pela descri¢do verbal de uma fun¢do em uma situacao
fisica e depois obtemos uma férmula algébrica explicita. A habilidade de fazer essa transicdo
¢ muito (til na solucdo de problemas de calculo envolvendo a determinacdo de valores ma-
ximo ou minimo de quantidades.

G0 Uma caixa de armazenamento retangular aberta na parte superior tem um vo-
lume de 10 m3. O comprimento da base € o dobro de sua largura. O material da base custa
$ 10 por metro quadrado, ao passo que o material das laterais custa $ 6 por metro quadrado.
Expresse o custo total do material como uma fun¢do do comprimento da base.

SOLUCAO Fazemos um diagrama como o da Figura 12, com uma nota¢do na qual w e 2w sdo,
respectivamente, o comprimento e a largura da base, e & € a altura.

Uma funcdo definida por uma tabela de
valores é chamada fungdo tabular.

w C(w)
(gramas) (délar HKD)

0< w <30 1,40

30< w <50 2,20

50 < w <100 3,00

100 < w < 150 3,70

150 < w < 200 4,00

T

0 t
FIGURA 11
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2w

FIGURA 12

Na montagem de fungdes aplicadas,
como no Exemplo 5, pode ser Gtil rever os
Principios da Resolugdo de Problemas,
particularmente a Etapa 1: Entendendo o
Problema. Veja na pagina 69.

Convencao de Dominio

Se uma fungdo é dada por uma férmula e o
dominio ndo é declarado explicitamente, a
convencdo é que o dominio € o conjunto de
todos os nimeros para os quais a formula

faz sentido e define um nimero real.

A drea da base é (2w)w = 2w, assim, o custo do material em délares para a base € de
10(2w?). Quanto aos lados, dois tém 4rea wh e os outros dois, 2wh, portanto, o custo total dos
lados € 6[2(wh) + 2(2wh)]. Logo, o custo total é

C = 10Q2w?) + 6[2(wh) + 2(2wh)] = 20w* + 36wh

Para expressar C como uma fungao somente de w, precisamos eliminar £, o que € feito usando
o volume dado, de 10 m>. Assim,

wQw)h = 10

10 5
fe h= = =

o que fornece 5 =

Substituindo essa expressio na férmula de C, temos

5 180
C =20w” + 36w<—2) =20w*> + —
w w
Portanto, a equagdo

180

Clw) = 20w* + — w>0
w

expressa C como uma funcdo de w.

[EE@TI0N Encontre o dominio de cada fungio.
(@) f(x) =+/x+2

SOLUCAO

(a) Como a raiz quadrada de um nimero negativo néo € definida (como um nimero real), o do-
minio de f consiste em todos os valores de x tais que x + 2 = 0. Isso € equivalente a x = —2;
assim, o dominio € o intervalo [ —2, ).

(b) Uma vez que

1
) g(x) = 57—
X X

1
—x  x(x—1)

g(x) = =

e a divisdo por 0 ndo € permitida, vemos que g(x) néo estd definida no casox = Oou x = 1.
Dessa forma, o dominio de g €

fx|x#0,x#1}
que também pode ser dado na notagio de intervalo como

(=e0,0) U (0,1) U (1, ) [

O gréfico de uma fung@o € uma curva no plano xy. Mas surge a questdo: quais curvas no
plano xy sdo graficos de fungdes? Essa pergunta serd respondida por meio do teste a seguir.

Teste da Reta Vertical Uma curva no plano xy € o grafico de uma funcéo de x se e somente
se nenhuma reta vertical cortar a curva mais de uma vez.

A razdo da veracidade do Teste da Reta Vertical pode ser vista na Figura 13. Se cada reta
vertical x = a cruzar a curva somente uma vez, em (a, b), entdo exatamente um valor funcional
¢ definido por f(a) = b. Mas se a reta x = a interceptar a curva em dois pontos, em (a, b) e
(a, ¢), nesse caso, a curva ndo pode representar uma fungio, pois uma fungo ndo pode asso-
ciar dois valores diferentes a a.



(a,c)

(a,b)

Nl D

FIGURA 13

Por exemplo, a pardbola x = y* — 2 na Figura 14(a) nfio € o grafico de uma funco de x,
pois, como podemos ver, existem retas verticais que interceptam a pardbola duas vezes. A pa-
rabola, no entanto, contém os gréficos de duas funcdes de x. Note que a equagio x = y? — 2
implica y* = x + 2, de modo que y = *+/x + 2. Assim, a metade superior e a inferior da
pardbola sdo os grificos de f(x) = /x + 2 [do Exemplo 6(a)] e g(x) = —+/x + 2.[Observe
as Figuras 14(b) e (c).] Observe que se invertermos os pap€is de x e y, e entdo a equagdo
x = h(y) = y* — 2 define x como uma funcéo de y (com y como uma varidvel independente
e x como varidvel dependente), e a parabola agora € o grafico da fungdo A.

el 2

/
= , '
(=2,0) x -2 0 X 0
\

FIGURA 14 (a) x=)>—2 (b) y=v&F3

I Funcies Definidas por Partes

As funcdes nos quatro exemplos a seguir sdo definidas por féormulas distintas em diferentes
partes de seus dominios. Tais fun¢des sdo chamadas funcoes definidas por partes.

[ZEINFA Uma fungio f € definida por

Flx) = {12— x sex=—1
X

sex > —1

Avalie f(—2), f(—1), e f(0) e esboce o gréfico.

SOLUCAD Lembre-se de que toda funcfo € uma regra. Para esta fun¢fio em particular a regra
€ a seguinte: primeiro olhe para o valor da entrada x. Se acontecer de x < —1, entdo o valor
de f(x) € 1 — x. Por outro lado, se x > —1, entdo o valor de f(x) é x*.

Uma vez que —2 < —1, temos f(—2) = 1 — (=2) = 3.
Umavezque —1 < —1,temos f(—1) =1 — (=1) = 2.
Uma vez que 0 > —1, temos f(0) = 0* = 0.

Como fazer o gréfico de f ? Observamos que se x < —1, entdo f(x) = 1 — x, assim, a parte
do gréfico de f a esquerda da reta vertical x = —1 deve coincidir com aretay = 1 — x, essa
tiltima com inclinagdo —1 e intersec¢io com o eixo y igual a 1. Se x > —1, entdo f(x) = x>
e dessa forma, a parte do grafico f a direita da reta x = —1 deve coincidir com o grafico de
y = x?, que € uma pardbola. Isso nos permite esbogar o grafico na Figura 15. O circulo cheio
indica que o ponto (—1, 2) estd incluso no grafico; o circulo vazio indica que o ponto (—1, 1)
estd excluido do gréfico. [ |

() y=—vx+2

FUNCOES E MODELOS
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N\

4
t t

-1 0 1 X

FIGURA 15

Para uma revisdo mais aprofundada sobre
valores absolutos, veja o Apéndice A.

FIGURA 16

FIGURA 17

A forma ponto-inclinagdo da equagdo da
reta:

y =y =mx—x)
Veja o Apéndice B.

O proximo exemplo de fungdo definida por partes € a funcdo valor absoluto. Lembre-se
de que o valor absoluto de um nimero a, denotado por | a |, € a distancia de a até 0 sobre a
reta real. Como distancias sdo sempre positivas ou nulas, temos

la| =0 para todo nimero a.

Por exemplo,
13]=3 [-3]=3 [0]=0 [V2-1]=v2-1 [3-@|=m—3

Em geral, temos

la| =a sea=0

la|=—-a sea<0

(Lembre-se de que se a for negativo, entdo —a serd positivo.)

ATEEINE] Esboce o gréfico da fungdo valor absoluto f(x) = | x|.

SOLUCAO Da discussdo precedente sabemos que

’ | X sex=0
x| =
—x sex<O0

Usando o mesmo método empregado no Exemplo 7, vemos que o gréfico de f coincide com
aretay = x a direita do eixo y e com areta y = —x a esquerda do eixo y (veja a Figura 16).

[EETEZGE] Encontre uma férmula para a funcdo f cujo grafico estd na Figura 17.

0 1 X
\

SOLUCAOD A reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 1) tem inclinagio m = 1 e intersec¢io
com o eixo y, b = 0; assim, sua equacdo € y = x. Logo, para a parte do grafico de f que liga
os pontos (0, 0) e (1, 1), temos

fx) =x se0<x=<1.

A reta que passa pelos pontos (1, 1) e (2, 0) tem uma inclinacdo de m = —1, dessa maneira,
a forma ponto-inclinagfo sera

y—0=(—1)kx—2) ou y=2—x

Logo, temos fx)=2—x sel <x=<2.

Vemos também que o gréfico de f coincide com o eixo x para x > 2. Juntando todas as infor-
macdes, temos a seguinte férmula em trés partes para f :

X se0=s=x=<1
f)=92—x sel<xs<2
0 sex > 2 |
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[EEENE No Exemplo C, no inicio desta se¢io, consideramos o custo C(w) do envio pelo
correio de uma carta preferencial em Hong Kong com o peso w. Na realidade, esta é uma fun-
¢do definida por partes, pois a partir da tabela de valores na pagina 13, temos Al .

1,40 se 0 < w < 30 +  o—

2,20 se30 < w =< 50 | o

C(w) ={ 3,00 se 50 < w =< 100 L.
3,70 se 100 < w < 150 T
4,00 se 150 < w =< 200 % % % %
0 50 100 150 200

O grafico € mostrado na Figura 18. Vocé pode entender entéio por que fungdes similares a esta

sao chamadas funcées escada — elas pulam de um valor para o préximo. Essas funcdes serdo FIGURA 18
estudadas no Capitulo 2. [
B Simetria

Se uma fungéo f'satisfaz f(—x) = f(x) para todo niimero x em seu dominio, entdo f é chamada
funcio par. Por exemplo, a funcio f(x) = x?* € par, pois

f(=x) = (=2 = x* = f(x)
O significado geométrico de uma fungéo ser par € que seu grafico € simétrico em relacéo ao

eixo y (veja a Figura 19). Isso significa que se fizermos o gréafico de fpara x = 0, entdo, para
obter o gréfico inteiro, basta refletir esta parte em torno do eixo y.

y y
J(=0)1F F1f) x 0 f(x)
—X 0 X X X X
FIGURA 19 Uma funcdo par FIGURA 20 Uma fungdo impar
Se fsatisfaz f(—x) = —f(x) para cada niimero x em seu dominio, entdo f € chamada fun-

cdo impar. Por exemplo, a funcdo f(x) = x* é impar, pois

f(=x) = (=2 = —x* = —f(x).

O grafico de uma funcdo impar € simétrico em relag@o a origem (veja a Figura 20). Se j4 ti-
vermos o grafico de fpara x = 0, poderemos obter o restante do grafico girando esta parte 180°
em torno da origem.

[E@EINEEN Determine se a fungo € par, impar ou nenhum dos dois.

(@ fx)=x"+x ) gx) =1—x* (c) h(x) =2x — x*
SOLUCAOQ
() f(=x) = (=x + (=x) = (=1)’x" + (—x)
=-—x—x=—(x"+x
= —f(x

Portanto, f'€é uma funcdo impar.
(b) g=x) =1 - (=0 =1 - x* =g

Assim, g € par.

w
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(c) h(—x) = 2(—x) — (—x)* = —2x — x?
Como h(—x) # h(x) e h(—x) # —h(x), concluimos que 4 ndo € par nem {mpar. =

Os gréficos das fungdes no Exemplo 11 estdo na Figura 21. Observe que o grafico de 4 ndo
€ simétrico em relagdo ao eixo y nem em relacdo a origem.

y y y
LT f L g I+ h
—'1 i X X i X
_1<>
FIGURA 21 (a) (b) (©)

I Funcdes Crescentes e Decrescentes

O grafico da Figura 22 cresce de A para B, decresce de B para C, e cresce novamente de C
para D. Digamos que a funcdo f € crescente no intervalo [a, b], decrescente em [b, c] e cres-
cente novamente em [c, d]. Note que se x; e x, sdo dois nimeros quaisquer entre a € b com
x1 < Xz, entdo f(x;) < f(x2). Utilizamos isso como a propriedade que define uma fungdo
crescente.

Uma fung¢do f € chamada crescente em um intervalo 7 se
fla) < f(x2) quando x; < x, em .

E denominada decrescente em [ se

f(x1) > f(x2) quando x; < x, em I.

<

Na defini¢cdo de uma funcgfo crescente, é importante perceber que a desigualdade
f(x1) < f(x2)deve responder a cada par de ndimeros x; € x, em I com x; < x».

Vocé pode ver que na Figura 23 a funcio f(x) = x* & decrescente no intervalo (—, 0] e
crescente no intervalo [0, ).
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1. Sef(x) =x++v2—xegu =u++/2—u, é verdadeiro

que f= g?
2. Se

xz—x

flx) = — e gx) =x
x—1

¢é verdadeiro que f = g7
3. O gréfico de uma fung¢do f ¢ dado:
(a) Diga o valor de f(1).
(b) Estime o valor de f(—1).
(c) Para quais valores de x é f(x) = 1?
(d) Estime os valores de x tais que f(x) = 0.
(e) Diga qual € o dominio e a imagem de f.
(f) Em qual intervalo f ¢ crescente?

y

4. Os gréficos de fe g sdo dados.
(a) Diga o valor de f(—4) e g(3).
(b) Para quais valores de x € f(x) = g(x)?
(c) Estime a solugdo da equagdo f(x) = —1.
(d) Em qual intervalo f € decrescente?
(e) Diga qual € o dominio e a imagem de f.
(f) Obtenha o dominio e a imagem de g.

y

5. A Figura 1 foi registrada por um instrumento monitorado pelo De-
partamento de Minas e Geologia da Califérnia pertencente ao
Hospital Universitario do Sul da Califérnia, em Los Angeles. Use-
-a para estimar a imagem da funcdo da acelerag@o vertical do solo
na USC durante o terremoto de Northridge.

6. Nesta secdo, discutimos os exemplos de fungdes cotidianas: a po-
pulacdo em fungdo do tempo; o custo da franquia postal em fun-
¢do do peso; a temperatura da 4gua em funcdo do tempo. DE trés
novos exemplos de fungdes cotidianas que possam ser descritas
verbalmente. O que vocé pode dizer sobre o dominio e a imagem
de cada uma dessas funcgdes? Se possivel, esboce um grafico
para cada uma delas.

7-10 Determine se a curva € o grafico de uma fungéo de x. Se o for,
determine o dominio e a imagem da fungdo.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

7 y 8. y
A 1
0N 1 X 01/ 1 X
|+
9 AN 10 y
1 1
0 1 X 0 1 X

11. O gréfico mostra o peso de uma certa pessoa como uma fungao
da idade. Descreva em forma de texto como o peso dessa pessoa
varia com o tempo. O que vocé acha que aconteceu quando essa
pessoa tinha 30 anos?

80 T
peso 00T
k
(ko) 40 +
20 T
0 10 20 30 40 50 60 70 idade
(anos)

12. O grafico mostra a altura da 4gua na banheira como uma fung¢ao
de tempo. D€ uma descrig@o verbal do que vocé acha que acon-
teceu.

altura
(cm)

401

20+

0 5 10 15 tempo
(min)

13. Ponha cubos de gelo em um copo, encha-o com dgua fria e deixe-
-0 sobre uma mesa. Descreva como vai variar no tempo a tem-
peratura da 4gua. Esboce entdo um grifico da temperatura da 4gua
como uma fungio do tempo decorrido.

14. Trés corredores competem em uma corrida de 100 metros. O gra-
fico representa a distancia da corrida como uma fungdo de tempo
para cada corredor. Descreva o que o grafico diz sobre esta cor-
rida. Quem ganhou? Todos os corredores finalizaram a prova?
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y (m)
A B C
100 T
0 20 1(s)

15. O grafico mostra o consumo de energia por um dia em setembro
em Sdo Francisco. (P € medido em megawatts; t € medido em ho-
ras a partir da meia-noite.)

(a) O que acontece com o consumo de energia as 6 da manhi? E
as 6 da tarde?

(b) Quando houve o menor consumo de energia? E quando foi o
maior? Esses hordrios parecem razodveis?

P

800 i
Ma,
600 / ™
400 [P
200
of 3 6 9 12 15 18 21 1

Fonte: Pacific Gas & Electric

16. Esboce um grafico do nimero de horas didrias de luz do sol como
uma fun¢do do tempo no decorrer de um ano.

17. Esboce um grafico da temperatura externa como uma funcdo do
tempo durante um dia tipico de primavera.

18. Esboce um grifico do valor de mercado de um carro novo como
funcdo do tempo por um periodo de 20 anos. Suponha que ele es-
teja bem conservado.

19. Esboce o grafico da quantidade de uma marca particular de café
vendida por uma loja como fung¢éo do prego do café.

20. Coloque uma torta gelada em um forno e asse-a por uma hora.
Tire-a do forno e deixe-a esfriar antes de comé-la. Descreva
como varia no tempo a temperatura da torta. Esboce um grafico
da temperatura da torta como uma fungéo do tempo.

21. Um homem apara seu gramado toda quarta-feira a tarde. Esboce
o gréfico da altura da grama como uma funcéo do tempo no de-
correr de um periodo de quatro semanas.

22. Um avido decola de um aeroporto e aterrissa uma hora depois em
outro aeroporto, a 400 km. Se ¢ representa o tempo em minutos
desde a partida do avido, seja x(#) a distancia horizontal percor-
rida e y(¢) a altura do avido.

(a) Esboce um possivel grafico de x(7).
(b) Esboce um possivel grafico de y(z).
(c) Esboce um possivel grafico da velocidade no solo.
(d) Esboce um possivel grafico da velocidade vertical.

23. Uma estimativa anual do nimero N (em milhdes) de assinantes
de telefones celulares nos Estados Unidos é mostrada na tabela.
(Estimativas dadas para meados do ano.)

t 1996 1998 2000 2002 2004 2006

N 44 69 109 141 182 233

(a) Use os dados da tabela para esbogar o grafico de N como uma
fungdo 7.

(b) Use seu gréfico para estimar o nimero de assinantes de tele-
fones celulares nos anos de 2001 e 2005.
24. Os registros de temperatura 7' (em °C) foram tomados de trés em
trés horas a partir da meia-noite até as 15 horas em Montreal, em
13 de julho de 2004. O tempo foi medido em horas a partir da
meia-noite.

t 0 3 6 9 12 15
T | 21,5 | 19,8 | 20,0 | 22,2 | 248 | 25,8

(a) Use os registros para esbocar um grafico de 7 como uma fun-
¢do de 1.

(b) Use seu grafico para estimar a temperatura as 11 horas da
manha.

25. Se f(x) =3x*—x+ 2, ache f(2), f(=2), fla), f(—a),
fla +1),2f(a), f(2a), f(@®), [f(@]*e fla + h).

26. Um baldo esférico com raio de r polegadas tem o volume
V(r) = 371>, Encontre uma funcio que represente a quantidade
de ar necessdria para inflar o baldo de um raio de r polegadas até
um raio de r + 1 polegada.

27-30 Calcule o quociente das diferengas para a fungdo dada. Sim-
plifique sua resposta.

21. f(x) =4 + 3x — x?, fG+h =16

h

28. f(x) = x°, —f(a ki h})l —f(@)

1 @~ f@
29.f(x)—x, T —a

_xt3 fx) — f(1)
30'f(x)7x+1’ x—1
31-37 Encontre o dominio da func@o.

x+4 2x° =5
3. f(x) = e 32. f(x) = m
33. f(r) =2t — 1 M.gt)=V3—1t -2+t
35. h(x) = ﬁ 36. f(u) = %
b+ u+1

3. Flp) =2 — Jp

38. Encontre o dominio e a imagem e esboce o grifico da funcdo
h(x) = /4 — x2.

39-50 Encontre o dominio e esboce o grafico da funcéo.

39. f(x) =2 — 04x

0. F(x) =x>—2x+ 1

2

82. H(p) = 4 -

M. o) =2t + 12
£ —

43. g(x) =/x—5

4. F(x) = |2x + 1|

3x +
45. G(x) =x—|x| 46. g(x) = |x| — x
x+2 sex<O0
417. =
f&) {1 —x sex=0

—%x sex <2
x—5 sex>2

mf@—{i



x+2 sex=—1
4910 = x2 sex > —1
x+9 sex< -3
—2x se |x| <3

50. f(x) =

-6 se x >3

51-56 Encontre uma expressdo para a fungdo cujo grafico € a curva
dada.

51. O segmento de reta unindo os pontos (1, —=3) e (5,7)

52. O segmento de reta unindo os pontos (—5, 10) e (7, —10)

53. A metade inferior da pardbola x + (y — 1> =0

54. A metade superior do circulo x> + (y — 2)? = 4

55.

y 56. 5

57-61 Encontre uma férmula para a fungio descrita e obtenha seu do-
minio.

57.

58.

59.

60.

61.

Um retdngulo tem um perimetro de 20 m. Expresse a drea do re-
tangulo como uma fung¢do do comprimento de um de seus lados.

Um retingulo tem uma drea de 16 m?. Expresse o perimetro do re-
tangulo como uma fungéo do comprimento de um de seus lados.

Expresse a drea de um tridngulo equildtero como uma fun¢do do
comprimento de um lado.

Expresse a drea da supertficie de um cubo como uma funcao de seu
volume.

Uma caixa retangular aberta com volume de 2 m3 tem uma base
quadrada. Expresse a drea da superficie da caixa como uma fun-
¢do do comprimento de um lado da base.

62.

63.

Uma janela normanda tem o formato de um retdngulo em cima
do qual se coloca um semicirculo. Se o perimetro da janela for de
10 m, expresse a drea A da janela como uma fung¢ado de sua lar-
gura x.

Uma caixa sem tampa deve ser construida de um pedaco retan-
gular de papeldo com dimensdes 12 cm por 20 cm. Para isso, de-
vem-se cortar quadrados de lados x de cada canto e depois dobrar,
conforme mostra a figura. Expresse o volume V da caixa como
uma funcdo de x.

x——

64.

65.

67.
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’ x x
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x X
‘ x x

Um plano de telefone celular tem uma taxa de US$ 35 mensais.
O plano inclui 400 minutos gratuitos e taxa de 10 centavos para
cada minuto adicional utilizado. Expresse o custo mensal C como
uma funcdo do nimero de minutos utilizados e esboce o grifico
C como uma funcdo de x para 0 < x < 600.

Em uma certa provincia a velocidade maxima permitida em estra-
das € de 100km/h e a velocidade minima € de 50km/h. A multa por
violar esses limites ¢ de US$ 10 para cada quildmetro por hora
acima da velocidade médxima ou abaixo da velocidade minima. Ex-
presse a quantidade de multa ' como uma fungio de velocidade de
conducdo x e esboce o grafico F(x) para 0 < x < 180.

Uma empresa de eletricidade cobra de seus clientes uma taxa-base
de US$ 10 mensais, mais 6 centavos por quilowatt-hora (kWh)
para os primeiros 1 200 kWh e 7 centavos para todo o uso acima
de 1 200 kWh. Expresse o custo mensal £ como uma funcédo da
quantidade utilizada x de eletricidade. Entdo, faca um grafico da
funcdo E para 0 < x < 2000.

Em um certo pais, o imposto de renda € taxado da maneira a se-

guir: ndo existe nenhuma taxa para rendimentos de até US$

10.000,00. Qualquer renda acima de US$ 10.000,00 e abaixo de

US$ 20.000,00 tem uma taxa de 10%. Qualquer renda acima de

US$ 20.000,00 € taxada a 15%.

(a) Esboce o grafico da taxa de impostos R como uma funcédo da
renda /.

(b) Qual o imposto cobrado sobre um rendimento de $ 14.000?
E sobre $ 26.000?

(c) Esboce o gréfico do imposto total cobrado 7 como uma fun-
¢do darenda /.

As fungdes no Exemplo 10 e no Exercicios 67 sdo chamadas fun-
¢oes escada em virtude do aspecto de seus graficos. D€ dois ou-
tros exemplos de fungdes escada que aparecem no dia a dia.

69-70 Os gréficos de f e g sdo mostrados a seguir. Verifique se cada
fun¢@o € par, impar ou nem par nem impar. Explique seu raciocinio.

69.

; 0.

A

f

X

e
RN

Nl

n.

72.

(a) Se o ponto (5, 3) estiver no gréfico de uma fungio par, que ou-
tro ponto também deverd estar no grafico?

(b) Se o ponto (5, 3) estiver no grafico de uma fungdo impar, que
outro ponto também deverd estar no grafico?

Uma fungdo f tem o dominio [-5, 5] e € mostrada uma parte do

seu grafico.

(a) Complete o grifico de f'sabendo que f ¢ uma funcéo par.

(b) Complete o grifico de f sabendo que f ¢ uma fungdo {mpar.
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X
x+ 1

75. f(x) = 76. f(x) = x|x|

77. f(x) =1 + 3x* — x* 78 f(x) =1+ 3x*—x°

79. Se f'e g sdo fungdes pares, f + g € par? Se f e g sdo funcdes im-

73-18 Determine se f € par, impar ou nenhum dos dois. Se voceé tiver
uma calculadora gréfica, use-a para verificar visualmente sua resposta.

X

3. f(x) = x2—+1

. f(x) =

pares, f + g é impar? O que se pode dizer se f for par e g for im-
par? Justifique suas respostas.

80. Se fe g sdo funcdes pares, o produto fg € par? Se fe g sdo fungdes
impares, fg € impar? O que se pode dizer se f for par e g for im-
par? Justifique suas respostas.

X2

xt+1

m Modelos Matematicos: Uma Lista de Funcdes Essenciais

Problema Formular
do mundo real

!

Um modelo matematico € a descri¢do matematica (frequentemente por meio de uma fungéo
ou de uma equagao) de um fendmeno do mundo real, como o tamanho de uma populagdo, a
demanda por um produto, a velocidade de um objeto caindo, a concentracdo de um produto
em uma reagdo quimica, a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o custo da redu-
c¢do de poluentes. O propdsito desses modelos € entender o fendmeno e talvez fazer previsdes
sobre seu comportamento futuro.

A Figura 1 ilustra o processo de modelagem matemética. Dado um problema do mundo
real, nossa primeira tarefa € formular um modelo matematico por meio da identificagdo e es-
pecificagdo das varidveis dependentes e independentes e da formulacio de hipéteses que sim-
plifiquem o fendmeno o suficiente, tornando-o matematicamente tratdvel. Usamos nosso co-
nhecimento da situag@o fisica e nossos recursos matematicos para obter equacdes que
relacionem as varidveis. Em situa¢des em que ndo existe uma lei fisica para nos guiar, pode
ser necessdrio coletar dados (de uma biblioteca, da Internet ou conduzindo nossas proprias ex-
periéncias) e examina-los na forma de uma tabela, a fim de perceber os padrdes. Dessa re-
presentacdo numérica de uma fungdo podemos obter sua representacio grafica marcando os
dados. Esse gréfico pode até sugerir a férmula algébrica apropriada, em alguns casos.

Modelo Resolver Conclusoes Interpretar Previsoes sobre
Zoe —_— 28
matematico matematicas o mundo real
Testar

FIGURA 1  Processo de modelagem

O segundo estdgio € aplicar a matematica que sabemos (tal como o célculo a ser desen-
volvido neste livro) ao modelo matematico que formulamos, a fim de tirar conclusées mate-
maticas. Entdo, em um terceiro estdgio, interpretamos essas conclusdes matemdticas como in-
formacgdes sobre o fendmeno original e oferecemos explicagdes ou fazemos previsdes. A etapa
final € testar nossas previsdes, comparando-as com novos dados reais. Se as previsdes nao se
ajustam bem a realidade, precisamos refinar nosso modelo ou formular um novo, comegando
novamente o ciclo.

Um modelo matematico nunca € uma representacdo completamente precisa de uma situa-
cdo fisica — € uma idealizacdo. Um bom modelo simplifica a realidade o bastante para permitir
cdlculos matematicos, mantendo, porém, precisdo suficiente para conclusdes significativas. E
importante entender as limitagdes do modelo. A palavra final estd com a Mae Natureza.

Existem vdrios tipos diferentes de fungdes que podem ser usados para modelar as relagdes
observadas no mundo real. A seguir, discutiremos o comportamento e os graficos dessas fun-
¢des e daremos exemplos de situacdes modeladas apropriadamente por elas.
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I Modelos Lineares

Quando dizemos que y € uma funcio linear de x, queremos dizer que o grafico da funcdo é
uma reta; assim, podemos usar a forma inclinagao-intersec¢do da equag@o de uma reta para A reyisao de geometria em coordenadas
escrever uma féormula para a funcio, como das retas esta no Apéndice B.

y=f(x)=mx+b

onde m € o coeficiente angular da reta e b € a intersec¢@o com 0 €ixo y.

Uma caracteristica peculiar das funcdes lineares € que elas variam a uma taxa constante.
Por exemplo, a Figura 2 mostra o grafico da fungfo linear f(x) = 3x — 2 e uma tabela de va-
lores amostrais. Note que sempre que x aumenta 0,1, o valor de f(x) aumenta em 0,3. Entéo,
f(x) aumenta trés vezes mais rdpido que x. Assim, a inclina¢do do gréifico y = 3x — 2, isto
é, 3, pode ser interpretada como a taxa de variacdo de y em relagdo a x.

y
x flx) =3x—2
y=3x—2

1,0 1,0

1,1 1,3

5 > 12 1,6

1,3 1,9

-2 1,4 2,2

1,5 2,5

FIGURA 2

[EXEMPLO 1]

(a) A medida que o ar seco move-se para cima, ele se expande e esfria. Se a temperatura do
solo for de 20 °C e a temperatura a uma altitude de 1 km for de 10 °C, expresse a temperatura
T (em °C) como uma fung¢ao da altitude /# (em km), supondo que um modelo linear seja apro-
priado.

(b) Faca um gréfico da fun¢@o na parte (a). O que a inclinagdo representa?

(c) Qual € a temperatura a 2,5 km de altura?

SOLUCAOQ
(a) Como estamos supondo que 7 € uma funcdo linear de /, podemos escrever

T=mh+b
Também nos € dado que 7' = 20 quando i = 0, entdo
20=m-0+b=0> T

Em outras palavras, a intersec¢do com o eixo y € b = 20.
Também nos € dado que 7= 10 quando i = 1, entdo

10=m-1+20

A inclinagdo da reta €, portanto, m = 10 — 20 = —10 e a funcio linear procurada € h
T=—-10h + 20
_ o . FIGURA 3
(b) O grifico estd esbogado na Figura 3. A inclinacdo € igual am = —10 °C/km e representa

a taxa de variacdo da temperatura em relagdo a altura.
(c) A uma altitude de & = 2,5 km, a temperatura é

T=-102,5) +20=—-5°C [
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Se ndo existir uma lei fisica ou principio que nos ajude a formular o modelo, construimos
um modelo empirico, inteiramente baseado em dados coletados. Procuramos uma curva que
se ajuste aos dados, no sentido de que ela capte a tendéncia dos pontos dados.

[EEI0F] A Tabela 1 fornece uma lista de niveis médios de diéxido de carbono na atmos-
fera, medidos em partes por milhdo no Observatério de Mauna Loa em Hilo, no Havai, de
1980 a 2008. Use os dados da Tabela 1 para encontrar um modelo para o nivel de diéxido de
carbono.
SOLUCAD Utilizamos os dados da Tabela 1 para montar o gréfico de dispersio na Figura 4, onde
t representa tempo (em anos) e C representa o nivel de CO, (em partes por milhdo, ppm).
C
380 T
TABELA |
Nivel de CO, Nivel de CO, 301
Ano (em ppm) Ano (em ppm)
360 T
1980 338,7 1996 362,4
1982 341,2 1998 366,5 350 +
1984 3444 2000 369,4 i
1986 3472 2002 373,2
1988 351,5 2004 377,5 3407
1990 354,2 2006 3819 f ; ; ; f f f
1992 356.3 2008 385.6 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 !
1994 358,6
FIGURA 4 Diagrama de dispersdo para o nivel médio de CO,

Observe que os pontos estdo muito proximos de uma reta; dessa forma, € natural escolher
um modelo linear nesse caso. Porém, h4 inimeras possibilidades de retas para aproximar es-
ses pontos. Qual deverfamos usar? Uma possibilidade € a reta que passa pelo primeiro e o tl-
timo pontos dados. A inclinacio dessa reta €

385,6 — 338,7 46,9
= = 1,675
2008 — 1980 28
e sua equacgao €
C — 338,7 = 1,675(r — 1980)
ou

[1] C = 1,675t — 29778

A Equacdo 1 fornece um modelo linear possivel para o nivel de diéxido de carbono; seu
grafico estd mostrado na Figura 5.

C

380 T

370 T

360 T

350 T

340 1
FIGURA 5

Modelo linear pelo primeiro 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 !

e ultimo pontos dados
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Note que nosso modelo d4 valores mais altos do que os niveis reais de CO,. Um modelo ~ Um computador ou uma calculadora grafica
linear melhor seria obtido por meio de um procedimento da estatistica chamado regressdo li- ~ ©"°0ntraareta de regressdo pelo Metodo

.. . . . . dos minimos quadraticos, que minimiza a
near. Se utilizarmos uma calculadora gréfica, inserimos os dados da Tabela 1 no editor de da- ' quadrados das distancias

dos e escolhemos o comando de regressdo linear. (Com o Maple, utilizamos o comando fit  yerticais entre os pontos dados e a reta. Os
[leastsquare] no pacote estatico; com Mathematica utilizamos o comando Fit.) A maquina dd  detalhes serfo esclarecidos na Segdo 14.7,
a inclinagdo e a interseccdo com o eixo y da reta de regressdo como no Volume 2.

m=1,65429 e b= —2938,07
Assim, nosso modelo de minimos quadrados para o nivel de CO, é
[2] C = 1,65429t — 2938,07
Na Figura 6 fizemos o grafico da reta de regressdo e marcamos os pontos dados. Compa-

rando-a com a Figura 5, vemos que ela fornece um ajuste melhor que o anterior para nosso
modelo linear.

380 +
370 +
360 T
350 +

340 +

4 4

4 4

1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 ¢  FIGURAG i
A reta de regressio

[EEITE] Use o modelo linear dado pela Equagdo 2 para estimar o nivel médio de CO, em
1987 e predizer o nivel para o ano de 2015. De acordo com esse modelo, quando o nivel de
CO; excederd 420 ppm?

SOLUCAD Usando a Equagio 2 com ¢ = 1987, estimamos que o nivel médio de CO, era
C(1987) = (1,65429)(1987) — 2938,07 = 349,00.

Esse € um exemplo de interpolagdo, pois estimamos um valor entre valores observados. (De
fato, o Observatdrio de Mauna Loa registrou em 1987 um nivel médio de 348,93 ppm; assim,
nossa estimativa € bem precisa.)

Com t = 2015, obtemos

C(2015) = (1,65429)(2015) — 2938,07 = 395,32.

Prevemos entdo que o nivel médio de CO; no ano de 2015 serd de 395,3 ppm. Esse € um exem-
plo de extrapolagdo, pois prevemos um valor fora da regido de observac¢des. Consequente-
mente, temos menos certeza da precisdo dessa nossa previsao.

Usando a Equacdo 2, vemos que o nivel de CO, excederd 420 ppm quando

1,65429t — 2938,07 > 420

Resolvendo essa desigualdade, obtemos
3358,07
1,65429

Portanto, predizemos que o nivel de CO, excedera 420 ppm perto do ano de 2030. Esta pre-
visdo € arriscada porque envolve um tempo bastante remoto de nossas observacdes. De fato,

~ 2029,92
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vemos na Figura 6 que a tendéncia era que os niveis de CO, aumentassem mais rapidamente
nos dltimos anos; assim, o nivel excederia as 420 ppm muito antes de 2030. [ |

I Polindmios

Uma fun¢do P € denominada polinémio se
P(x) = ax" + ap x" '+ -+ axx? + ax + ap

onde n € um inteiro ndo negativo e os nimeros ao, a;, a, . . . , d, S40 constantes chamadas coe-
ficientes do polindmio. O dominio de qualquer polindmio € R = (—o, »). Se o coeficiente
dominante a, # 0, entdo o grau do polindmio € n. Por exemplo, a funcao

P(x) =2x° — x* + Ix* + 2

¢ um polindmio de grau 6.

Um polindmio de grau 1 € da forma P(x) = mx + b, portanto, € uma fung¢io linear. Um
polindmio de grau 2 € da forma P(x) = ax? + bx + c e é chamado fungfio quadritica. O gra-
fico de P € sempre uma pardbola obtida por translagdes da parabola y = ax? conforme vere-
mos na préxima se¢do. A pardbola abre-se para cima se a > 0 e para baixo quando a < 0. (Veja
a Figura 7.)

‘ I x
FIGURA 7

(=]
—
=

Os graficos de fungdes

quadrdticas sdo pardbolas. (a) y=x?>+x+1 (b) y=—2x2+3x+1

Um polindmio de grau 3 tem a forma
Px)=ax®*+bx*+cx+d a#0
e € chamado funcéio cibica. A Figura 8 mostra o grifico de uma fungéo cubica na parte (a) e

os graficos de polindmios de graus 4 e 5 nas partes (b) e (c). Veremos adiante por que os gra-
ficos tém esses aspectos.

y y y
; 24 201
1
/ 0 i X v ' X i X
FIGURA 8 (a) y=x3—x+1 (b) y=x4—3x2+x (¢) y=3x5—25x3+60x

Os polindmios sdo usados comumente para modelar diversas quantidades que ocorrem em
ciéncias sociais e naturais. Por exemplo, na Se¢do 3.7 explicaremos por que os economistas
frequentemente usam um polindmio P(x) para representar o custo da produgdo de x unidades
de um produto. No exemplo a seguir vamos usar uma fun¢@o quadrética para modelar a queda
de uma bola.



[ZEZNNY Uma bola € solta a partir do posto de observacdo no topo da Torre CN, 450 m
acima do chio, e sua altura 4 acima do solo € registrada em intervalos de 1 segundo na Tabela
2. Encontre um modelo para ajustar os dados e use-o para predizer o tempo apds o qual a bola
atinge o chio.

SOLUCAO Vamos fazer um diagrama de dispersdo na Figura 9 e observar que um modelo
linear néo € apropriado. Parece que os pontos podem estar sobre uma parabola; assim, vamos
tentar um modelo quadratico. Usando uma calculadora grafica ou um SCA (que usa o méto-
do dos minimos quadrados), obtemos o seguinte modelo quadratico:

[3] h = 449.36 + 0.961 — 4.90¢°
h h
(metros)
4001 400
200 T : 200 1
D R I T
(segundos)
FIGURA 9 FIGURA 10
Diagrama de dispersao para uma bola caindo Modelo quadritico para uma bola caindo

Na Figura 10 fizemos um gréfico da Equagao 3 a partir dos pontos dados e vimos que o
modelo quadritico € adequado.
A bola atinge o chiao quando # = 0, e assim resolvemos a equagdo quadratica

—4,90¢* + 0,961 + 449,36 = 0

A férmula quadratica fornece

| —0.96 = (0,967 — 4(=4.90) (449.36)
2(—4,90)

A raiz positiva € t = 9,67; dessa forma, predizemos que a bola vai atingir o chao apés 9,7
segundos.

I Funcdes Poténcias

Uma fungdo da forma f(x) = x“, onde a é uma constante, é chamada fun¢io poténcia. Va-
mos considerar varios casos.

(i) @ = n, onde n é um inteiro positivo

Os grificos de f(x) = x" paran = 1, 2, 3, 4 e 5 estdo indicados na Figura 11. (Esses sdo po-
lindmios com somente um termo.) J4 conheciamos os gréificos de y = x (uma reta passando
pela origem, com inclinagdo 1) e y = x* [uma pardbola — veja o Exemplo 2(b) da Secdo 1.1].

27
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TABELA 2
Tempo Altura
(segundos) (metros)
0 450
1 445
2 431
3 408
4 375
5 332
6 279
7 216
8 143
9 61
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y=x3

FIGURA 11 Gréficos de fix)=x" paran=1, 2, 3,4, 5

FIGURA 12
Familias de fun¢des poténcias

FIGURA 13
Gréficos das funcdes raizes

A forma geral do gréifico de f(x) = x" depende de n ser par ou impar. Se n for par, entdo
f(x) = x" serd uma func@o par e seu grifico serd similar ao da pardbola y = x> Se n for im-
par, entfio f(x) = x" serd uma funcdo fmpar e seu grafico sera similar ao de y = x*. Observe
na Figura 12, porém, que a medida que n cresce, o grafico de y = x" torna-se mais achatado
quando préximo de zero e mais inclinado quando | x| = 1. (Se x for pequeno, entdo x* € me-
nor; x* serd ainda menor; e x* serd muito menor, e assim por diante.)

(=1LD

(=L -1

(ii) @ = 1/n, onde n é um inteiro positivo

A fungio f(x) = x'/" = \/; ¢ uma func@o raiz. Para n = 2, ela € a funcéo raiz quadrada
f(x) = +/x, cujo dominio é [0, %) e cujo gréfico € a parte superior da pardbola x = y* [Veja a
Figura 13(a).] Para outros valores pares de 7, o griaficode y = {/x é semelhante ao de y = Jx.
Paran = 3, temos a funcdo de raiz ciibica f(x) = Q/; , cujo dominio é R (lembre-se de que cada
nimero real um uma raiz ctibica) e cujo grafico serd indicado na Figura 13(b). O gréifico de
y = \”/;paran impar (n > 3) € similar ao de y = {’/;

y y
(1, 1) (1, 1)
0 X 0 X
(@) flr) = Vx OFOER
(iii) a = —1
O gréfico de fungdo reciproca f(x) = x ' = 1/x estd na Figura 14. Seu grafico tem a equagdo

y = 1/x,0uxy = 1, e é uma hipérbole com os eixos coordenados como suas assintotas. Esta fun-
¢do aparece em fisica e quimica em conexdo com a Lei de Boyle, que afirma que, sendo cons-
tante a temperatura, o volume de um gas V € inversamente proporcional & pressdo P:



onde C € uma constante. Assim, o grafico de V como uma funcao de P (veja a Figura 15) tem
o mesmo formato geral da metade direita da Figura 14.

FIGURA 15
Volume como uma funcdo da pressdo a temperatura constante

As fungdes poténcia também sdo utilizadas para modelar as relagdes espécie-drea (Exer-
cicios 26-27), iluminacdo como uma funcdo de uma distincia da fonte de luz (Exercicio 25)
e o periodo de revolucdo de um planeta como uma funcio da sua distincia a partir do sol (Exer-
cicio 28).

I Funcdes Racionais

Uma funcio racional f € a razdo de dois polindmios:

onde P e Q sdo polindmios. O dominio consiste em todos os valores de x tais que Q(x) # 0. Um
exemplo simples de uma fungdo racional € a fungio f (x) = 1/x, cujo dominio € {x| x # 0}; esta
€ a funcdo reciproca cujo gréfico estd na Figura 14. A funcao

2x* —x?+ 1
f(x)—W

¢ uma fungdo racional com dominio {x | x # *2}. O grifico é mostrado na Figura 16.

I Funcdes Algébricas

Uma fungio f'é chamada funcfo algébrica se puder ser construida por meio de operacdes al-
gébricas (como adicdo, subtracdo, multiplicagdo, divisdo e extragdo de raizes) a partir de po-
lindmios. Toda funcdo racional é automaticamente uma fungio algébrica. A seguir, alguns
exemplos:

x* — 16x?
-+ x—-2,+ L
9(x) x+ X (r = 2)vx

Quando trabalharmos com fun¢des algébricas, no Capitulo 4, veremos que seus graficos po-
dem assumir diversas formas. A Figura 17 ilustra algumas dessas possibilidades.

fx) =vx2+ 1,

(@) flx)=x Vx+3 (b) g(x)=2—25 (©) h(x)=x?3(x—2)2

FUNCOES E MODELOS

FIGURA 14
A funcdo reciproca

Yy I
\Ji ] i
\
\ \
20+ }
| |
{ 0 é X
\ i
\ \
I I
\
| |
FIGURA 16
_ 2x4—x2+1
f(-x) - x2_4
FIGURA 17
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Um exemplo de funcdo algébrica ocorre na Teoria da Relatividade. A massa de uma par-

ticula com uma velocidade v €
my

A N

em que 7, € amassa da particula em repouso e ¢ = 3,0 X 10° km/s € a velocidade da luz no
vécuo.

B Funcoes Trigonométricas

Ha uma revisdo de trigonometria e de fungdes trigonométricas no Apéndice D. Em célculo,
As paginas de referéncia estdo localizadas  convenciona-se dar a medida de dngulos em radianos (exceto quando explicitamente men-
no fim do livro. cionado). Por exemplo, quando utilizamos a funcdo f(x) = sen x, entende-se que sen x seja
o seno de um angulo cuja medida em radianos € x. Assim, os graficos das fungdes seno e cos-
seno estdo na Figura 18.

I
3
|
QO
il
3
<
3
My
3
(98]
7
=
|
QO
13
<
3
(3]
y
‘u-
<
=

(a) fix)=sen x (b) g(x)=cos x
FIGURA 18

Observe que tanto para a fungiio seno quanto para a fungéio cosseno o dominio € (—, o),
e aimagem € o intervalo fechado [ —1, 1]. Dessa forma, para todos os valores de x temos

ou, em termos de valores absolutos,
|senx| =<1 [cosx| < 1.
Além disso, os zeros da fun¢do seno ocorrem nos multiplos inteiros de 7; isto €,
sen x = 0 quando X = nir, n € um ndmero inteiro.

Uma propriedade importante das fungdes seno e cosseno € que elas sdo periddicas e t€m
um periodo 2. Isso significa que, para todos os valores de x,

sen(x + 27) = sen x cos(x + 2m) = cos x

A natureza periddica dessas fungdes torna-as adequadas a modelagem de fendmenos repeti-
tivos, tais como mar€s, cordas vibrantes e ondas sonoras. Como ilustragio, no Exemplo 4 da
Secdo 1.3 veremos que um modelo razoavel para o nimero de horas de luz solar na Filadél-
fia ¢ dias apds 1° de janeiro € dado pela funcio

27
L) =12 +2 =t -
(1) .8 sen[ 365 (t 80)]

A funcdo tangente relaciona-se com as funcdes seno e cosseno pela equagao




e seu grafico € ilustrado na Figura 19. Ela ndo estd definida quando cos x = 0, isto €, quando
x = *q/2,*37/2,.... Suaimagem & (—, »). Observe que a fungio tangente tem periodo
T

tglx + 7) = tg x para todo x

FUNCOES E MODELOS

As trés fungdes trigonométricas remanescentes (cossecante, secante e cotangente) sao as
reciprocas das fungdes seno, cosseno e tangente. Seus grificos estdo no Apéndice D.

I Funcides Exponenciais

As fungoes exponenciais sdo da forma f(x) = a*, em que a base a é uma constante positiva.

FIGURA 19

Os grificos de y = 2* e y = (0,5)* sdo indicados na Figura 20. Em ambos os casos, o domi-  y=tgx

nio é (—o, ) e a imagem € (0, ).

As fungdes exponenciais serdo estudadas em detalhes na Se¢do 1.5 e veremos que elas sdo
uteis na modelagem de muitos fendmenos naturais, como crescimento populacional (se a > 1)
e decaimento radioativo (se a < 1).

I Funcdes Logaritmicas

As funcgoes logaritmicas f(x) = log,x, onde a base a é uma constante positiva, sdo inversas
das fungdes exponenciais e serdo estudadas na Se¢ao 1.6. A Figura 21 mostra os graficos de qua-
tro fungdes logaritmicas com vdrias bases. Em cada caso o dominio € (0, «©), a imagem €
(—o0, ) e as fungdes crescem vagarosamente quando x > 1.

GO Classifique as fungdes a seguir em um dos tipos discutidos.
(@) f(x) = 5" (b) g(x) = x°

+ x

(c) h(x) = 11_—\/; @ ul®) =1—1t+ 5¢*

SOLUCAO

1

————njy f-—————
<)
——— Bl t—————=

y

1

0\1 x

(a) y=2*

FIGURA 20

y=log, x

y=logs x

ol 1

(b) y=(0,5)"

(a) f(x) = 5* é uma fung¢do exponencial. (x € o expoente.)

(b) g(x) = x° é a fungdo poténcia. (x € a base.) Podemos também considerd-la um polindmio
de grau 5.

© h(x) = ——% ¢ uma funcio algébri
C X) = ————= € uma 1runcao algeorica.
s ¢do alg

(d) u( =1 — ¢+ 5¢*¢ um polinémio de grau 4. [ |

m Exercicios

(=]

FIGURA 21

y=logs x

\ x

y=logjgx

1-2 Classifique cada fun¢iio como uma fung¢@o poténcia, fungdo raiz, 3-4 Associe cada equagdo a seu grafico. Explique sua escolha. (Ndo

fun¢do polinomial (estabeleca seu grau), fungdo racional, funcdo al- use computador ou calculadora gréfica.)

gébrica, fungdo trigonométrica, fung¢do exponencial ou funcio loga- 3
ritmica.

1. (a)f(x) = logsx (b) g(x) = V/x

2 3
(© hx) = =

(e)wv(r) =5 () w@®) = senf cosh

@@y =x? (b) y=x’

y

@) u(r) =1— 1,1r + 2,54¢*

© y=x°

[4

h

2. (ay=m7" (b) y=x"
©y=x*2-x") (d) y=tgt—cost f

s ® _Wxr—1
1+ Y 1+i/;

(ey=

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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4. (a) y =3x (b) y =23
©y=2x’ @ y =<

T

10.

1.

12.

(a) Encontre uma equagdo para a familia de fungdes lineares
com inclinago 2 e esboce os graficos de varios membros da
familia.

(b) Encontre uma equagdo para a familia de fungdes lineares tais
que f(2) = 1 e esboce os graficos de varios membros da fa-
milia.

(c) Qual fungdo pertence a ambas as familias?

O que todos os membros da familia de fungdes lineares

f(x) =1 + m(x + 3) ttm em comum? Esboce os graficos de vé-

rios membros da familia.

O que todos os membros da familia de fungdes lineares

f(x) =c¢ — x tém em comum? Esboce os gréficos de vdrios

membros da familia.

Encontre expressdes para as fungdes quadriticas cujos graficos

sdo mostrados abaixo.

y y
(=2,2)
O, 1

@,2) 5

0] 3 x (1. -2.5)

Encontre uma expresséo para uma fun¢io ctbica fse f(1) = 6 e

f(=1) =f0) =f(2) = 0.

Estudos recentes indicam que a temperatura média da superficie

da Terra vem aumentando continuamente. Alguns cientistas mo-

delaram a temperatura pela funcéo linear 7 = 0,02¢ + 8,50, em

que T'é a temperatura em °C e ¢ representa o nimero de anos desde

1900.

(a) O que a inclinagéo e a intersecgdo com o eixo T representam?

(b) Use a equag@o para prever a temperatura média global em
2100.

Se a dose de uma medicacéio recomendada para um adulto € D

(em mg), entdo, para determinar a dosagem apropriada ¢ para uma

crianga com a anos de idade, os farmacéuticos usam a equacao

¢ = 0,0417D(a + 1). Suponha que a dosagem para um adulto

seja 200 mg.

(a) Encontre a inclinagdo do grifico de ¢. O que ela representa?

(b) Qual € a dosagem para um recém-nascido?

Um administrador de bazar de fim de semana sabe por experién-

cia que se cobrar x ddlares pelo aluguel de espaco no bazar o ni-

13.

14.

15.

16.

17.

18.

mero y de espagos que ele conseguird alugar € dado pela equacdo

y =200 — 4x.

(a) Esboce o gréfico dessa funcdo linear. (Lembre-se de que o alu-
guel cobrado pelo espaco e o nimero de espacos alugados ndo
podem ser quantidades negativas.)

(b) O que representam a inclinacdo, a intersec¢do com o eixo y e
a interseccao com o eixo x?

A relacdo entre as escalas de temperatura Fahrenheit (F) e Celsius

(C) € dada pela fungdo linear F = %C + 32.

(a) Esboce o gréfico dessa fungao.

(b) Qual a inclinagdo do grifico e o que ela representa? O que re-
presenta a intersec¢do com o eixo F do gréfico?

Kelly parte de Winnipeg as 14 h e dirige a uma velocidade cons-

tante para oeste na rodovia Trans-Canadd. Ela passa por Brandon,

a 210 km de Winnipeg, as 16 h.

(a) Expresse a distancia percorrida em fun¢do do tempo decorrido.

(b) Desenhe o grifico da equacdo da parte (a).

(c) Qual € a inclinagdo desta reta? O que ela representa?

Bidlogos notaram que a taxa de cricridos de uma certa espécie de

grilo estd relacionada com a temperatura de uma maneira que apa-

renta ser quase linear. Um grilo cricrila 112 vezes por minuto a

20 °C e 180 vezes por minuto a 29 °C.

(a) Encontre uma equacdo linear que modele a temperatura 7
como uma fung¢io dos nimeros de cricridos por minuto N.

(b) Qual € a inclinacdo do grafico? O que ela representa?

(c) Se os grilos estiverem cricrilando 150 vezes por minuto, es-
time a temperatura.

Um administrador de uma fabrica de méveis descobre que custa

$ 2.200 para fabricar 100 cadeiras em um dia e $ 4.800 para pro-

duzir 300 cadeiras em um dia.

(a) Expresse o custo como uma func¢do do nimero de cadeiras
produzidas, supondo que ela seja linear. A seguir, esboce o gra-
fico.

(b) Qual a inclinagdo do grafico e o que ela representa?

(c) Qual a intersecc@o com o eixo y do grafico e o que ela representa?

Na superficie do oceano, a pressio da dgua € igual a do ar acima

da 4gua, 1,05 kg/cm?®. Para cada metro abaixo da superficie, a

pressdo da dgua cresce 0,10 kg /cm? .

(a) Expresse a pressao da d4gua como uma funcdo da profundidade
abaixo da superficie do oceano.

(b) A que profundidade a pressio € de 7 kg /cm?*?

O custo mensal do uso de um carro depende do niimero de qui-

16metros rodados. Lynn descobriu que em maio custou US$ 380

para dirigir 768 km e em junho, US$ 460 para dirigir 1.280 km.

(a) Expresse o custo mensal C como uma fungio da distancia per-
corrida d, presumindo que a relagdo linear proporciona um
modelo adequado.

(b) Use a parte (a) para predizer o custo quando forem percorri-
dos 2.400 km por més.

(c) Esboce o gréfico da fun¢io. O que a inclinacdo representa?

(d) O que representa a intersec¢do com o €ixo y?

(e) Por que uma fung@o linear € um modelo apropriado nessa si-
tuacao?

19-20 Para cada diagrama de dispersao, decida qual tipo de func¢do vocé

escolheria como um modelo para os dados. Explique sua escolha.



19. (a) (b)
y y
SO, W
0 X 0 X
2. (a) y . b) vy .
0 X 0

21. A tabela mostra as taxas de tdlcera péptica (medida no decurso de

toda vida) a cada 100 habitantes, de varias rendas familiares, con-

forme divulgado em 1989 pelo National Health Interview Survey.

Rendimento

Taxa de tlcera

(por populagdo de 100)

$4.000
$6.000
$8.000
$12.000
$16.000
$20.000
$30.000
$45.000
$60.000

14,1
13,0
13,4
12,5
12,0
12,4
10,5

9,4

8,2

(a) Faga um diagrama de dispersdo desses dados e decida se um
modelo linear seria apropriado.

(b) Faca um grafico de modelo linear usando o primeiro e o ul-

timo ponto

S.

(c) Encontre e faga um gréfico da reta de regressdo por minimos

quadrados.

(d) Use o modelo linear de (c) para estimar a taxa de ulcera cor-

respondente a uma renda de $ 25.000.
(e) De acordo com o modelo, qual a chance de alguém com uma

renda de $ 80.000 sofrer de dlcera péptica?

(f) Voceé acha razodvel aplicar o modelo a alguém com uma renda

de $ 200.000?

i 22, Bidlogos observaram que a taxa de cricridos dos grilos de uma

certa espécie aparentemente estd relacionada com a temperatura.

A tabela mostra as taxas de canto para vdrias temperaturas.

Temperatura | Taxa de canto | Temperatura | Taxa de canto
(°C) (cricridos/min) (°C) (cricridos/min)
20 113 30 188
22 128 32 203
24 143 34 218
26 158 36 233
28 173

(a) Faga um diagrama de dispersdo dos dados.

(b) Encontre e faga um grafico da reta de regressao.

FUNCOES E MODELOS 33

(c) Use o modelo linear da parte (b) para estimar a taxa de cri-
cridos a 40°C.
@ 23. A tabela d4 as alturas vencedoras do salto com vara nas Olim-

piadas de até 2004.

Ano Altura (m) Ano Altura (m)
1896 3,30 1960 4,70
1900 3,30 1964 5,10
1904 3,50 1968 5,40
1908 3,71 1972 5,64
1912 3,95 1976 5,64
1920 4,09 1980 5,78
1924 3,95 1984 5,75
1928 4,20 1988 5,90
1932 4,31 1992 5,87
1936 4,35 1996 5,92
1948 4,30 2000 5,90
1952 4,55 2004 5,95
1956 4,56

(a) Faga um diagrama de dispersao e decida se um modelo linear

¢é apropriado.
(b) Encontre e faga um grafico da reta de regressao.

(c) Use o modelo linear para predizer qual a altura vencedora nas

Olimpiadas de 2008 e compare com a altura vencedora de
5,96 m.

(d) E razodvel usar o modelo para predizer a altura vencedora para

as Olimpiadas de 2100?
¥ 24. A tabela mostraa porcentagem da populagdo da Argentina que vi-

via em dreas rurais de 1955 a 2000. Encontre um modelo para os

dados e utilize-o para estimar a porcentagem rural em 1988 e

2002.
Porcentagem Porcentagem
Ano rural Ano rural
1955 30,4 1980 17,1
1960 26,4 1985 15,0
1965 23,6 1990 13,0
1970 21,1 1995 11,7
1975 19,0 2000 10,5

25. Muitas quantidades fisicas sdo conectadas pelas leis quadradas
inversas, isto €, pelas fungdes poténcias da forma f(x) = kx>~
Em particular, a iluminagido de um objeto pela fonte de luz € in-
versamente proporcional ao quadrado da distancia da fonte. Su-
ponha que apds escurecer, vocé estd em um quarto com somente
uma lampada e estd tentando ler um livro. A iluminacédo € muito
escura e entdo vocé precisa mover até um certo ponto para a lam-
pada. Qual € a intensidade desta luz?

26. Faz sentido que quanto maior a drea, maior a quantidade de es-
pécies que habitam a regido. Muitos ecologistas modelaram a re-

lagdo espécie-drea com uma funcio poténcia e, em particular, a

quantidade de espécies de morcegos vivendo em cavernas no Mé-

xico Central foi relatada a drea de superficie A de cavernas pela

equagdo S = 0,7A%.

(a) A caverna chamada Mision Imposible préxima de Puebla, Mé-
xico, tem uma drea de superficie de A = 60 m?. Quantas es-

pécies de morcegos se esperaencontrar nesta caverna?

(b) Se voceé descobrir que quatro espécies de morcego vivem em

uma caverna, estime a area da caverna.
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2]. A tabela mostra a quantidade N de espécies de répteis e anfibios  [3428. A tabela mostra as distdncias médias d dos planetas ao Sol (to-

habitando as ilhas caribenhas e a drea A da ilha em quilometros mando como unidade de medida a distancia da Terra ao Sol) e
quadrados. seus periodos 7' (tempo de revoluc@o em anos).
Ilha A N Planeta d T
Saba 10 5 Merciirio 0,387 0,241
Monserrat 104 9 Vénus 0,723 0,615
Porto Rico 8.958 40 Terra 1,000 1,000
Jamaica 11.423 39 Marte 1,523 1,881
Hispaniola 76.184 84 Jupiter 5,203 11,861
Cuba 114.511 76 Saturno 9,541 29,457
Urano 19,190 84,008
(a) Utilize a funcdo poténcia para modelar N como uma fungdo Netuno 30,086 164,784

de A.

a) Ajuste um modelo de fungéo poténcia aos dados.
(b) A ilha caribenha de Dominica tem uma area de 754 km>. @A) cdop

(b) A Terceira Lei de Movimento Planetério de Kepler diz que “O
quadrado do periodo de revolug¢do de um planeta é propor-
cional ao cubo de sua distancia média ao Sol”.

Seu modelo confirma a Terceira Lei de Kepler?

Quantas espécies de répteis e anfibios vocé espera encontrar
em Dominica?

m Novas Funcoes a Partir de Conhecidas

Nesta secdo, partimos das fungdes basicas definidas na Se¢@o 1.2 e obtemos novas fungdes por
deslocamento, expansdo ou reflexdo de seus graficos. Vamos mostrar também como combi-
nar pares de fungdes por meio de operacdes aritméticas ordindrias e por composicao.

B Transformacdes de Fungoes

Aplicando certas transformacdes aos graficos de uma funcdo obtemos o grafico de funcdes
relacionadas. Isso nos capacita a fazer o esbo¢o de muitas fungdes a mao e nos permite tam-
bém escrever equacdes para graficos dados. Vamos considerar inicialmente as translacgoes.
Se ¢ for um ndmero positivo, entdo o grafico de y = f(x) + ¢ € tdo-somente o grafico de
y = f(x) deslocado para cima em ¢ unidades (uma vez que cada coordenada y fica acrescida
pelo mesmo nimero ¢). Da mesma forma, se fizermos g(x) = f(x — ¢), onde ¢ > 0, entdo o
valor de g em x € igual ao valor de fem x — ¢ (c unidades a esquerda de x). Portanto, o gra-
ficode y = f(x — ¢) é precisamente o de y = f(x) deslocado ¢ unidades para a direita (veja
a Figura 1).

Deslocamentos Verticais e Horizontais Suponha ¢ > 0. Para obter o grafico de

y = f(x) + c, desloque o gréifico de y = f(x) em c unidades para cima;
y = f(x) — ¢, desloque o gréafico de y = f(x) em ¢ unidades para baixo;

y = f(x — ¢), desloque o gréfico de y = f(x) em c unidades para a direita;

y = f(x + ¢), desloque o gréifico de y = f(x) em c unidades para a esquerda.

Vamos considerar agora as transformagdes de expansao e reflexao. Se ¢ > 1, entdo o gra-
fico de y = cf(x) € o gréfico de y = f(x) expandido por um fator ¢ na dire¢do vertical (pois
cada coordenada y fica multiplicada pelo mesmo niimero ¢). O grafico de y = —f(x) € o gra-
fico de y = f(x) refletido em torno do eixo x, pois o ponto (x, y) € substituido pelo ponto
(x, —y). (Veja a Figura 2 e a tabela a seguir, onde estfo os resultados de vérias transformagdes
de expansdo, compressdo e reflexdo.)
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y=f)+e y=cf(x)
(c>1)
|
| f(—x)
=Jj(—x
y=furte) <l y=fn) y=flr—c) Y
o e y:%f(X)
|
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|
| y=fx)—c
! y==f)
FIGURA 1 FIGURA 2
Translagdes do gréifico de f Expansoes e reflexdes do grafico f

Reflexdes e Expansdes Horizontais e Verticais Suponha ¢ > 1. Para obter o grafico de

y = cf(x), expanda o grafico de y = f(x) verticalmente por um fator de c;

y = (1/¢)f(x), comprima o gréfico de y = f(x) verticalmente por um fator de c;
y = f(cx), comprima o gréfico de y = f(x) horizontalmente por um fator de c;
y = f(x/c), expanda o grifico de y = f(x) horizontalmente por um fator de c;

y = —f(x), reflita o gréfico de y = f(x) em torno do eixo x;

y = f(—x), reflita o grafico de y = f(x) em torno do eixo y.

A Figura 3 ilustra essas transformagdes de expansdo quando aplicadas a funcéo de cosseno
com ¢ = 2. Por exemplo, para obter o grafico y = 2 cos x, multiplicamos as coordenadas y de
cada ponto do grafico de y = cos x por 2. Isso significa que o grafico de y = cos x fica ex-
pandido verticalmente por um fator de 2.

y y=2cos x y

1
/2 /y:cosx 24 YTCOs X
/1« y:icosx 1 l

2

o
-
=
o
~
=

y=cos 2x FIGURA 3

[EEE0EN Dado o grifico de y = v/x, use transformagdes para obter os gréficos de
y=\/;—2,y=\/x—2,y=—\/;,y=2\/;ey:\/_ .

SOLUCAO O gréfico da fungo raiz quadrada y = V/x, obtido da Figura 13(a), na Segdo 1.2,
€ mostrado na Figura 4(a). Nas outras partes da figura esbocamos y = V/x — 2 deslocando
2 unidades para baixo; y = /x — 2 deslocando 2 unidades para a direita; y = —\/; refle-
tindo em torno do eixo x; y = 2\/; expandindo verticalmente por um fator de 2;e y = \/—_x
refletindo em torno do eixo y.

35



36 CALCULO

y y y y y y
1+ /
o 1 0 / x 0 2 X0 x 0 * o
72J>
@ y=\x () y=x -2 ©y=Vx-2 (d)y=—\x (@) y=2Vx (f) y=\—x
FIGURA 4 -

[EETINF] Esboce o gréfico da funcgdo f(x) = x> + 6x + 10.

SOLUCAD Completando o quadrado, escrevemos a equacio do grafico como
y=x*4+6x+10=(x+37>+1

Isso significa que obtemos o grifico desejado comecando com a pardbola y = x? e deslocando-
-a 3 unidades para a esquerda e entdo 1 unidade para cima (veja a Figura 5).

Y y
3.1 I
0 X _'3 ' —1 0 X
FIGURA 5 (a) y=x2 (b) y=(x+3)2 +1 L
[EETINE] Esboce os grificos das seguintes funcdes.
(a) y = sen 2x b)) y=1—senx
SOLUCAO
(a) Obtemos o grafico y = sen 2x a partir de y = sen x comprimindo horizontalmente este ul-
timo por um fator de 2 (veja as Figuras 6 e 7). Assim, enquanto que o periodo de y = senx é
211, 0 perfodo de y = sen 2x € 271/2 = .
y y
\ 1+ y=sen x / /\ 1+ y=sen Zx/\ /
R AV VA
2 4 2

FIGURA 6

FIGURA 7

(b) Para obter o graficode y = 1 — sen x, comecamos novamente com y = sen x. Refletimos
em torno do eixo x para obter o grafico de y = —sen x e entdo deslocamos uma unidade para
cima para obter y = 1 — sen x. (Veja a Figura 8.)



FIGURA 8

[EEI0NY A Figura 9 mostra grificos do nimero de horas de luz solar como fungio da

época do ano em diversas latitudes. Dado que Ancara, na Turquia, estd localizada a aproxi-
madamente 40 °N de latitude, encontre uma fungdo que modele a duracéo da luz solar em
Ancara.

20
18 \\
16
14 //: B \\\\
b :%/o———*‘\m§§
Y%\o__o 20° N
Horas 10 };\\"k 30° N
T | 40°N
8 50°N
6 60° N
4
2

Mar. Abr. Maio Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

SOLUCAD Observe que cada curva se assemelha a fungdo seno deslocada e expandida.
Observando a curva azul, vemos que, na latitude de Ancara, a luz solar dura cerca de 14,8
horas em 21 de junho e 9,2 horas em 21 de dezembro; assim, a amplitude da curva (o fator
pelo qual expandimos verticalmente a curva do seno) é 5(14,8 — 9,2) = 2.8.

Por qual fator deveremos expandir horizontalmente a curva do seno se a medida do tempo
t for em dias? Em razdo de haver aproximadamente 365 dias no ano, o periodo do nosso mo-
delo deve ser 365. Mas o periodo de y = sen t é 2, de modo que o fator de expans@o hori-
zontal deve ser ¢ = 27/365.

Notamos também que a curva comeca seu ciclo em 21 de margo, 80° dia do ano, e entdo
devemos deslocar a curva 80 unidades para a direita. Além disso, deslocamos 12 unidades para
cima. Portanto, modelamos a duracédo da luz solar em Ancara no dia ¢ do ano pela fungéo

L) = 12 + 2.8 sen| 27-(s — 80) -
,0 Sén 365

Outra transformacgdo de algum interesse é tomar o valor absoluto de uma fungdo. Se
y = | f(x)], entdo, de acordo com a defini¢do de valor absoluto, y = f(x) quando f(x) = 0 e
y = —f(x) quando f(x) < 0.Isso nos diz como obter o grafico de y = | f(x)| a partir do grafico
de y = f(x): a parte do grafico que estd acima do eixo x permanece a mesma, enquanto a parte
que estd abaixo do eixo x € refletida em torno do eixo x.

[EETENE Esboce o gréfico da fungdo y = |x* — 1.

SOLUCAO Primeiro fazemos o grafico da pardbola y = x* — 1, como na Figura 10(a), deslo-
cando a pardbola y = x? para baixo em uma unidade. Vemos que o grifico estd abaixo do
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FIGURA 9

Grifico da duragdo da luz solar
de 21 de marco a 21 de dezembro
em vdrias latitudes

Fonte: Lucia C. Harrison, Daylight, Twilight,
Darkness and Time (New York, 1935), pagina 40.

y
—1 0 1 X
(@) y=x2 —1
y
_'1 0 i X
() y=|x2 —1]
FIGURA 10
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x (entrada)

f(g(x)) (saida)

FIGURA 11

A fog maquina € composta
pela mdquina g (primeiro)
e a seguir pela maquina f.

eixo x quando —1 < x < 1; assim, refletimos essa parte do grifico em torno do eixo x para
obter o grafico de y = |x* — 1| na Figura 10(b). [

I Combinacgdes de Funcdes

Duas fungdes f e g podem ser combinadas para formar novas fun¢des f+ g, f — g, fg e f/g
de forma similar aquela pela qual somamos, subtraimos, multiplicamos e dividimos niimeros
reais. As fun¢des soma e diferenca sdo assim definidas

(f+9)x) =fx) + g(x), (f = 9) = f(x) — g(x).

Se o dominio de fé A e o dominio de g € B, entdo o dominio de f + g € a interseccdo A N B,
porque tanto f(x) quanto g(x) devem estar definidos. Por exemplo, o dominio de f(x) = /x é
A =10, ) e 0o dominio de g(x) = /2 — x é B = (—x, 2], de modo que o dominio de
(f+g9x) =vx +/2—-xéANB=][0,2].

Analogamente, as fun¢gdes produto e quociente sdo definidas por

(f9)(x) = f(x)g(x), (l) (x) = S
g g(x)

O dominio de fg € A N B, mas nio podemos dividir por zero e, assim, o dominio de f/g &
{x € AN B g(x) # 0}. Por exemplo, se f(x) = x*eg(x) = x — 1, entdo o dominio da fun-
¢do racional (f/g)(x) = x*/(x — 1) é{x | x # 1}, 0u (=0, 1) U (1, ).

Existe outra maneira de combinar duas func¢des para obter uma nova funcdo. Por exemplo,
suponha que y = f(u) = Vu e u = g(x) = x> + 1. Como y é uma fungdo de u e u, por sua
vez, € uma funcdo de x, segue que, afinal de contas, y € uma funcdo de x. Computamos isso
pela substitui¢do:

y=f) =f(gx) =fx* + 1) = a2 + 1

Este procedimento € chamado composi¢do, pois a nova funcéo é composta das duas fungdes
dadas feg.

Em geral, dadas quaisquer duas fungdes f e g, comecamos com um nimero x no dominio
de g e encontramos sua imagem ¢g(x). Se este nimero g(x) estiver no dominio de f, podemos
calcular o valor de f(g(x)). Note que a saida de uma funcéo € utilizada como entrada para a
préxima fungdo. O resultado é uma nova funcéo h(x) = f(g(x)) obtida pela substituigéo de g
em f. E chamada de composi¢cdo (ou composta) de fe g e é denotada por fo g (“f bola g”).

Definicao Dadas duas fungdes fe g, a funcdo composta f o g (também chamada de
composicao de fe g) € definida por

(fe9)(x) = f(g(x)

O dominio f° g é o conjunto de todos os x no dominio de g tais que g(x) estd no dominio
de f. Em outras palavras, (f° g)(x) estd definida sempre que tanto g(x) quanto f(g(x)) estive-
rem definidas. A Figura 11 mostra como visualizar f° g em termos de maquinas.

IEETEOE Se f(x) = x?e g(x) = x — 3, encontre as funcdes compostas foge g o f.
SOLUCAD Temos
(fog)x) = f(g(x)) = f(x — 3) = (x — 3)

(gof)x) =g(f(x) = g(x*) =x> -3 -

2 NOTA Vocé pode ver no Exemplo 6 que, em geral, fo g # g o f. Lembre-se de que a
notacdo f° g significa que a funcdo g € aplicada primeiro, e depois f € aplicada. No
Exemplo 6, f° g € a fungdo que primeiro subtrai 3 e entdo eleva ao quadrado; g ° f €
a funcdo que primeiro eleva ao quadrado e entdo subtrai 3.
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EEENE Se f(x) = v/x e g(x) = +/2 — x, encontre cada uma das fungdes e seus domi-

nios.

(@ feoyg (®) gof © fof (d geg

SOLUGAOD

@ (o) =flg) =f(V2 —x) =VyV2 —x =2 —x
O dominiode fegé{x|2 — x = 0} = {x|x < 2} = (=, 2].

(b) (gof)x) = g(f(x) = g(v/x) = V2 — J/x Se0 <a < b, entio a® < b>.

Para /x estar definida, devemos ter x = 0. Para /2 — V/x estar definida, devemos ter
2 — ﬁBO,istoé,ﬁs2,oux$4.Assim,temosOst4,eod0m1’niodeg°fe’o
intervalo fechado [0, 4].

© (fe N0 =f(F0) = f(Vx) = VY =

O dominio de fo f € [0, «).

@ (go ) = glg(x) =g(v2 —x) =2 - 2 —x

Para essa expressao estar definida, 2 —x =0e 2 — /2 — x = 0. A primeira desigualdade
significa que x < 2, e a segunda € equivalente a /2 — x <2, 0ou2 —x<4,0oux = —2.
Assim, —2 < x < 2, logo, o dominio de g © g € o intervalo fechado [ -2, 2]. |

E possivel fazer a composi¢ao de trés ou mais funcdes. Por exemplo, a funcdo composta
f° g e hpode ser encontrada calculando-se primeiro /4, entdo g e depois f, como a seguir:

(fegoh(x) = f(gh(x))).

Encontre fogeo hse f(x) = x/(x + 1), g(x) = x"°e h(x) = x + 3.

SOLUCAO (fogem)(x) = f(g(h(x) = f(g(x + 3))
_ oy (x+3)°
=fl(x +3) )_—(x+3)1°+1 [

Até aqui usamos a composicao para construir fun¢des complicadas a partir das mais sim-
ples. Mas, em célculo, € frequentemente titil decompor uma fung¢ao complicada em outras mais
simples, como no exemplo a seguir.

[EEENE] Dada F(x) = cos®(x + 9), encontre as funcdes f, g e i tal que F = fo g o h.

SOLUCAO Uma vez que F(x) = [cos(x + 9)]% a férmula para F diz: primeiro adicione 9,
entdo tomemos o cosseno do resultado e, finalmente, o quadrado. Assim, fazemos

hx)=x+9 g(x) = cos x flx) = x?
Entdo (fegeh(x) = f(g(h(x) = f(g(x + 9)) = fcos(x + 9))
= [cos(x + 9)]* = F(x). [ ]

m Exercicios

39

1. Suponha que seja dado o grifico de f. Escreva as equacdes para (c) Desloque 3 unidades para a direita.
os graficos obtidos a partir do grifico de f da seginte forma: (d) Desloque 3 unidades para a esquerda.
(a) Desloque 3 unidades para cima. (e) Reflita em torno do eixo x.
(b) Desloque 3 unidades para baixo. (f) Reflita em torno do eixo y.

M - Z. z . ~ . ”’ .
E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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(g) Expanda verticalmente por um fator de 3.
(h) Comprima verticalmente por um fator de 3.
Explique como obter, a partir do grafico de y = f(x), os gréficos

a seguir:

(@ y=f(x+38 ) y=f(x+38)
(© y=8f(x) (d) y = f(8x)
@ y=—f(x»—1 () y = 8f(5x)

Dado o gréfico de y = f(x), associe cada equagdo com seu gré-
fico e justifique suas escolhas.

@ y=rflx—4 (b) y=f(x)+3
© y=73fx) dy=—flx+4)
(&) y=2f(x+ 6)

@

E dado o gréfico de f. Esboce os gréficos das seguintes funcdes:

@ y=rf) -2 (b) y=rflx—2)
© y=—2f(x) @ y=f(zx) + 1
.

2
o 1

|

O grifico de f € dado. Use-o para fazer o grifico das seguintes

fungdes:
(@) y = f(2x) ®) y =f(5x)
(© y=f(—x) (d) y=—f(—x)
y
—r 1
0 1 X
|

6-7 O grifico de y = 4/3x — x? & dado. Use transformagdes para
criar a fung¢do cujo grafico € mostrado.

y
y =\V3x — x2
L5
0 3 X
y 7 yT
3 ¢ ¢
—4 -10
/|
-25

0 2 5 X

(a) Como estdo relacionados o grifico de y = 2senx e o de
y = sen x? Use sua resposta e a Figura 6 para esbocar o gra-
ficodey = 2 sen x.

(b) Como estdo relacionados o grificode y =1 + Vx e ode
y = \/; ? Utilize sua resposta e a Figura 4(a) para esbogar o
grificodey =1 + Vx.

9-24 Faga o grifico de cada funcdo, sem marcar pontos, mas come-

¢ando com o grifico de uma das fungdes bésicas dadas na Secéo 1.2

e entdo aplicando as transformacdes apropriadas.

1

= 10. y=(x—1)°
) y=&-1)
" y=-Jx 12 y=x>+6x+4
B.y=vyx—2 -1 14. y = 4 sen 3x
| 2
15. y = sen(gx) 16. y=——2
X

17. y = 2(1 — cos x) 18. y=1-2x+3

19. y=1—2x—x? 2 y=|x|—2

2. y=|x—2| 2 y=tglc- T

Ly =|x y=glr T
3.y=|J/x 1] 24. y = |cos x|

25. A cidade de Nova Delhi, na India, est4 localizada a uma latitude
de 30 °N. Use a Figura 9 para encontrar uma funcdo que modele
o nimero de horas de luz solar em Nova Delhi como uma funcéo
da época do ano. Para verificar a precisdo do seu modelo, use o
fato de que nessa cidade, em 31 de margo, o Sol surge as 6h13 da
manhd e se pde as 18h39.

26. Uma estrela varidvel € aquela cujo brilho alternadamente cresce
e decresce. Para a estrela varidvel mais visivel, Delta Cephei, o pe-
riodo de tempo entre os brilhos mdximos € de 5,4 dias, o brilho
médio (ou magnitude) da estrela € 4,0, e seu brilho varia de
*0,35 em magnitude. Encontre uma fun¢do que modele o brilho
de Delta Cephei como uma funcéo do tempo.

21. (a) Como estio relacionados o grafico de y = (| x|) e o de 2
(b) Esboce o gréfico de y = sen | x]|.

(c) Esboce o grifico de y = +/| x|.
28. Use o grafico dado de f para esbogar o grafico y = 1/f(x). Quais

aspectos de f sdo os mais importantes no esbogo de y = 1/f(x)?
Explique como eles sdo usados.

y

—_

0 1\\/ X

29-30 Encontre (a) f + g, (b) f — g, (¢) fge (d) f/g e defina seus do-
minios.

29.

Ffx) =x* + 2%

glx) =3x*—1

3. f(x) =3 —x, glx)=x2—-1




31-36 Encontre as fungdes (a) fe g,(b)g o f,(c) fefe(d)gegeseus
dominios.

M fx)=x*—1, glx)y=2x+1
32 fx)=x—2, gx)=x>+3x+4
3. f(x) =1 —3x, g(x) =cosx

M. f(x) =Vx, glx)=1—x

1 x+1
35. =x+— =
fl) =x x’ 9 x+2
3. f(x) = — (x) = sen 2
. f(x T+ g(x) = sen 2x

37-40 Encontre fo g e h.
37. f(x) =3x — 2, ¢g(x) =senx, h(x)= x>

. g =2% h(x)=x
39, f(x) =vx—3, glx)=x% h(x)=x>+2

W f() =tgx g() =" Al =x

38 fx)=|x—4

41-46 Expresse a func¢do na forma fo g.

M. F(x) = 2x + x»)* 42. F(x) = cos’x

__ =
43. F(x) = W M. G(x) = 1+ x
45. o(1) = sec(1?) tg(r’) 4. ult) =7 ig ttgt

47-49 Expresse a fungdo na forma fo go h.

47. R(x) = VJ/x — 1 48. H(x) = v2 + | x|
49. H(x) = sec*(v/x)

50. Use a tabela para determinar o valor de cada expressdo.
(@) f(g(1))  (b) g(f(1) () f(f(1)
) g(g(1)) (&) (g°/)3) (®) (f°9)(6)

X 1 2 3 4 5 6

f | 3 |1 | 4|2 2|5

g(x) 6

51. Use os graficos dados de f'e g para determinar o valor de cada uma
das expressdes ou explique por que elas nao estdo definidas.

(@ f(g9(2) (b) 9(f(0)) (©) (f°9)(0)
(d (gof)6) (&) (gog)(=2) () (fof)4)

y
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52. Use os gréficos dados de fe g para estimar o valor de f(g(x)) para
x = —5,—4,-3,...,5. Use essas estimativas para esbocar o
graficode fog.

53. A queda de uma pedra em um lago gera ondas circulares que se
espalham a uma velocidade de 60 cm/s.

(a) Expresse o raio r desse circulo como uma fung¢io do tempo ¢
(em segundos).

(b) Se A € a drea do circulo como uma funcio do raio, encontre
A o r e interprete-a.

54. Um baldo esférico € inflado e seu raio aumenta a uma taxa de 2
cm/s.

(a) Expresse o raio r do baldao como uma funcédo do tempo ¢ (em
segundos).

(b) Se V for o volume do baldo como fun¢do do raio, encontre
V o r e interprete-a.

55. Um navio se move a uma velocidade de 30 km/h paralelo a uma
costa retilinea. O navio estd a 6 km da costa e passa por um farol
ao meio-dia.

(a) Expresse a distancia s entre o farol e o navio como uma fun-
¢do de d, a distancia que o navio percorreu desde o meio-dia;
ou seja, encontre f tal que s = f(d).

(b) Expresse d como uma fung¢do de #, o tempo decorrido desde
o meio-dia; ou seja, encontre g tal que d = g(¢).

(c) Encontre f ° g. O que esta fungdo representa?

56. Um avido voa a uma velocidade de 350 km/h, a uma altitude de
1 km e passa diretamente sobre uma estacéio de radar no instante
t=0.

(a) Expresse a distancia horizontal de voo d (em quilometros)
como uma funcgio de z.
(b) Expresse a distancia s entre o avido e a estagdo de radar como
uma funcdo de d.
(c) Use composi¢do para expressar s como uma fungao de z.
57. A funcio de Heaviside H ¢ definida por

0 set<O0
H() =
1 set=0

Essa funcdo € usada no estudo de circuitos elétricos para repre-
sentar o surgimento repentino de corrente elétrica, ou voltagem,
quando uma chave € instantaneamente ligada.

(a) Esboce o grifico da fungdo de Heaviside.

(b) Esboce o grifico da voltagem V(z) no circuito se uma chave
for ligada no instante r = 0 e 120 volts forem aplicados ins-
tantaneamente no circuito. Escreva uma férmula para V(7) em
termos de H(z).

(c) Esboce o grifico da voltagem V(z) em um circuito quando é
ligada uma chave em ¢t = 5 segundos e 240 volts sdo aplica-
dos instantaneamente no circuito. Escreva uma férmula para
V(#) em termos de H(z). (Observe que comegar em 7 = 5 cor-
responde a uma translagao.)
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59.
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A fungdo de Heaviside definida no Exercicio 57 pode também ser
usada para definir uma fun¢éio rampa y = ctH(z), que representa
o crescimento gradual na voltagem ou corrente no circuito.

(a) Esboce o grafico da fun¢do rampa y = rH(r).

(b) Esboce o grifico da voltagem V(z) no circuito se uma chave
for ligada no instante = 0 e a voltagem crescer gradualmente
até 120 volts em um intervalo de 60 segundos. Escreva uma
férmula para V() em termos de H(¢) para r < 60.

(c) Esboce o grifico da voltagem V(r) em um circuito se em ¢ =
7s for ligada uma chave e a voltagem crescer gradualmente até
100 volts em um periodo de 25 segundos. Escreva uma fér-
mula para V(r) em termos de H(z) para r < 32.

Sejam f e g fungdes lineares com equagdes f(x) = mix + by e

g(x) = myx + b,. A fungdo f o g também € linear? Em caso afir-

mativo, qual € a inclinacdo de seu grafico?

1.4

Calculadoras Graficas e Computadores

60.

61.

62.

63.

64.

Se voceé investir x dolares a 4% de juros capitalizados anualmente,
entdo o valor A(x) do investimento depois de um ano €
A(x) = 1,04x. Encontre Ac A, AcAcAe Ao Ao A°A Oque
estas composig¢des representam? Encontre uma férmula para a
composi¢do de n copias de A.

(a) Se g(x) = 2x + 1 e h(x) = 4x* 4+ 4x + 7, encontre uma
fun¢do de f'tal que f o g = h. (Pense em quais operagdes voce
teria que efetuar na férmula de g para chegar a férmula de A.)

(b) Se f(x) =3x + 5 e h(x) = 3x*> + 3x + 2, encontre uma
funcdo g tal que fo g = h.

Se f(x) = x + 4 e h(x) = 4x — 1, encontre uma fungio g tal

quegof=h.

Suponha que g seja uma fungdo par e seja h = fo g. A fungdo h

é sempre uma funcdo par?

Suponha que g seja uma funcdo impar e seja h = f° g. A funcdo

h € sempre uma funcio impar? E se f for impar? E se f for par?

Nesta se¢@o vamos assumir que vocé tem acesso a uma calculadora ou a um computador com
um software grafico. Veremos como o uso dessas ferramentas nos possibilita fazer o gréafico
de funcdes mais complicadas e resolver problemas mais complexos, que de outra forma ndo
poderiam ser resolvidos. Vamos salientar também mais algumas das armadilhas ocultas nes-

sas maquinas.

As calculadoras gréficas e os computadores podem fazer graficos bastante precisos de fun-
¢des. Mas, como serd visto no Capitulo 4, s6 por meio do cédlculo podemos estar certos de ter
descoberto todos os aspectos interessantes de um grafico.

Tanto calculadoras quanto computadores exibem um recorte retangular do grafico de uma
funcdo em uma janela de exposicao ou tela de inspecio, que serd chamada aqui de janela
retangular. A visdo-padrio frequentemente nos fornece uma imagem incompleta ou enga-
nadora, portanto € importante escolher com cuidado a janela retangular. Se escolhermos a va-
riacdo de x de Xmin = a at€ Xmax = b e os valores de y de Ymin = c até Ymax = d, entdo a
parte visivel do grafico estd no retdngulo

[a,b] X [c,d]={(x,y) |la<x<b,c<y<d}

mostrada na Figura 1. Vamos nos referir a ela como janela retangular [a, b] por [c, d].

FIGURA 1
A janela retangular [a, b] por [c, d]

(a, c)

y=d

)

y=c (i/), c)

A méquina faz o gréafico da fungdo f da mesma forma que vocé o faria. Ela marca pontos
da forma (x, f(x)) para uma certa quantidade de valores igualmente espagados de x entre a e
b. Se um valor x ndo estd no dominio de f, ou se f(x) estiver fora da janela retangular, ela vai
para o proximo valor de x. A maquina conecta cada ponto ao ponto anterior marcado para for-
mar uma representacio do gréfico de f.
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[EEZTEN Em cada uma das janelas retangulares a seguir faga o grifico de f(x) = x* + 3.
(a) [=2,2]por [-2, 2] (b) [—4, 4] por [—4, 4] )
(¢) [—10, 10] por [—5, 30] (d) [—50, 50] por [—100, 1000] -
SOLUGCAO Para parte (a) selecionamos a imagem configurando Xmin = —2, Xmax = 2, Ymin =
—2 e Ymax = 2. O gréfico resultante estd na Figura 2(a). A janela estd em branco! Um instante
de reflexfio proporciona a explicagio: note que x> = 0 para todo x, entdo x> + 3 = 3 para todo —2
x. Assim, uma imagem da funcdo f(x) = x* + 3 é [3, ). Isso significa que o grafico de fest4
inteiramente fora da janela retangular [—2, 2] por [—2, 2]. L
Os graficos para as janelas retangulares das partes (b), (c) e (d) estdo na Figura 2. Observe —9
que em (c) e (d) a vis@o estd mais completa, porém em (d) ndo fica claro que a intersec¢do com
. . (a) [—2, 2] por [-2, 2]
oeixoy € 3.
4 30 1000
s N s N s
10| 10 50
\ J \ J N
—4 =5 —100

(b) [—4, 4] por [—4, 4] (c)[—10, 10] por [—5, 30]

FIGURA 2 Grificos de fix) = x2 + 3

A partir do Exemplo 1 vemos que a escolha da janela retangular faz uma grande diferenca
no aspecto do gréfico. Algumas vezes, para obter uma visdo mais completa ou mais global do
gréfico, € necessdrio ampliar a janela. No exemplo a seguir veremos que um conhecimento pré-
vio do dominio e da imagem da fun¢do d4 pistas de como selecionar a janela retangular.

[EE[ITF] Determine uma janela apropriada para a funcdo f(x) = /8 — 2x? e utilize-a
para fazer o gréafico de f.

SOLUGCAD A expressdo para f(x) € definida quando
§—2x'=0 <& 2x’s<8 < x*<=4

& x[s2 & 2=sxs2

Portanto, o dominio de f € o intervalo [—2, 2]. Também,
0<B8-2x2<,8=2,2=283

logo, a imagem de f ¢ o intervalo [0, 2.2 ]

Escolhemos a janela retangular de forma que o intervalo sobre o eixo x fosse um pouco
maior que o dominio e o intervalo sobre o eixo y fosse um pouco maior que a imagem. To-
mando a janela retangular [ —3, 3] por [—1, 4], obtemos o gréfico da Figura 3. [ |

aca O gralico da runcao = X — X.
[EETENER Faga o grifico da fungdo y = x* — 150

SOLUGCAO Aqui, o dominio é R, o conjunto de todos os niimeros reais. Isso ndo ajuda na esco-
lha da janela. Vamos fazer algumas experiéncias. Se iniciarmos com a janela retangular
[—5, 5] por [—5, 5], obteremos o grafico da Figura 4. Ele parece estar vazio, mas, na ver-
dade, o grifico estd tdo préximo de ser vertical que chega a se confundir com o eixo y.

Se mudarmos a janela retangular para [ —20, 20] por [ —20, 20], obtemos a imagem da Fi-
gura 5(a). O gréfico parece ser formado por retas verticais, mas sabemos que isso ndo € cor-
reto. Observando cuidadosamente enquanto o grafico estd sendo feito, vemos que o gréfico de-
saparece da tela para depois reaparecer. Isso indica que € necessario olhar com mais detalhes
na dire¢do vertical da tela. Dessa forma, mudamos a janela retangular para [—20, 20] por

(d) [ 50, 50] por [ 100, 1000]

43

,3‘
AN

FIGURA 3
fx) = V8—2x2

FIGURA 4
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20

-20

—20
(@)
FIGURA 5 Grificos de y=x3—150x

A aparéncia do gréfico na Figura 6 depende
da maquina usada. Os graficos que vocé
obtiver em sua maquina podem nao ser
parecidos com os destas figuras, mas serao
igualmente imprecisos.

FIGURA 6
Gréficos de flx) = sen 50x
em quatro janelas retangulares

FIGURA 7
fix) = sen 50x

VYV

[—500, 500]. O grifico resultante estd na Figura 5(b). Todavia, ela ainda ndo revela bem todos
0s aspectos principais da fun¢do; assim, tentamos a janela [ —20, 20] por [ —1000, 1000] na Fi-
gura 5(c). Tudo indica que finalmente chegamos a uma janela apropriada. No Capitulo 4 vere-
mos que realmente o grafico da Figura 5(c) revela todos os principais aspectos da funcéo.

500
' R
20 —20 20 —20
AN /
—500
(b)

1000
N
20
J
—1000
©)
[

IEEEINNY Faca o grifico da fungdo f(x) = sen 50x em uma janela apropriada.

SOLUCAD A Figura 6(a) mostra o grafico de f produzido por uma calculadora grafica usando
uma janela retangular de [—12, 12] por [—1,5; 1,5]. A primeira vista o grafico parece ser
razodvel. Porém, se mudarmos para as outras janelas da Figura 6, o grafico mudard comple-
tamente. Algo estranho estd acontecendo.

1.5

15
4 N
12 -10 10
AN /
-15
(b)
L5
4 N
-6 6
AN /
-15

()

A fim de explicar a grande diferenca no aspecto desses gréficos e definir a janela mais apro-
priada, € necessario encontrar o periodo da fungdo y = sen 50x. Sabemos que o periodo da fun-
cdoy = senx é 27 e que o grafico de y = sen 50x € horizontalmente comprimido pelo fator
de 50; assim, o periodo de y = sen 50x &

remos o grafico da Figura 7.

Vemos agora o erro cometido na Figura 6. As oscilagdes de y = sen 50x s@o tdo rapidas
que, quando a calculadora marca pontos e os une, perde os pontos de maximo e de minimo,
dando assim uma impressdo errada sobre o gréfico.

50 25
Isso sugere que devemos trabalhar com os valores pequenos de x para mostrar somente algu-
mas das oscilagdes do grafico. Se escolhermos a janela [—0,25; 0,25] por [—1,5; 1,5], obte-

2
T =T <0126



Vimos que a escolha de uma janela pouco apropriada pode levar a uma visdo errénea do
grafico de uma fung@o. Nos Exemplos 1 e 3 resolvemos o problema ampliando a janela, ao
passo que no Exemplo 4 a reduzimos. No préximo exemplo examinaremos uma funcdo para
a qual ndo existe qualquer janela satisfatoria que revele a verdadeira forma do gréfico.

IEGETNE Faga o gréfico da fungdo f(x) = senx + 155 cos 100x.

SOLUCAO A Figura 8 mostra o grafico de f produzido por uma calculadora grafica com uma
janela retangular de [—6,5; 6,5] por [—1,5; 1,5]. Ele se parece com o grafico de y = senx,
talvez acrescido de algumas oscilacdes. Se aumentarmos para a janela retangular [—0,1; 0,1]
por [—0,1; 0,1], podemos ver a forma dessas protuberancias mais claramente na Figura 9. A
razdo para este comportamento é que o segundo termo, ﬁ cos 100x, € muito pequeno em
comparacdo ao primeiro termo, sen x. Assim, realmente precisamos de dois graficos para ver
a natureza verdadeira dessa fungfo. [ |

IEEENN Faca o grifico da funcgio y = =
SOLUCAO A Figura 10(a) mostra o grafico produzido por uma calculadora com uma janela
[—9, 9] por [—9, 9]. Ao conectar os pontos sucessivos sobre o grafico, a calculadora produz
um segmento de reta ingreme do topo até a base da tela. Esse segmento de reta realmente
ndo faz parte do grifico. Observe que o dominio da fungdo y = 1/(1 — x) € {x|x # 1}.
Podemos eliminar a reta quase vertical fazendo experiéncias com mudancas de escala.
Quando mudamos para uma janela menor [—4,7; 4,7] por [—4,7; 4,7], obtemos um gréfico
muito melhor, como mostrado na Figura 10(b).

9 4,7
e R e R
__/
-9 ﬁ 9 —4,7 4,7
o J o J
-9 —4,7
FIGURA 10 (a) (b)

[EENHEA Faca o grafico da fungdo y = /x.

SOLUCAO Alguns dispositivos graficos mostram o gréfico indicado na Figura 11, enquanto
outros produzem um gréafico como o da Figura 12. Sabemos da Seg¢do 1.2 (Figura 13) que o
grafico na Figura 12 esté correto; entdo, o que aconteceu na Figura 11? A explicacdo disso é
que, em algumas maquinas, a raiz ctbica de x € calculada por meio de um algoritmo, que
ndo € definido se x for negativo. Logo, somente a metade a direita do grafico € produzida.

2 2
e N e N
-3 3 -3 3
\ J \ J
-2 -2
FIGURA 11 FIGURA 12

Vocé deve experimentar com sua maquina para ver qual desses dois gréficos serd pro-
duzido. Se obtiver o grafico da Figura 11, podera obter a imagem correta fazendo o grafico
da func¢do

FUNCOES E MODELOS 45

1,5
e A
—6,5 /\ v 6,5
o J
-1,5
FIGURA 8
0,1
p
—0,1 0,1
o J
-0,1
FIGURA 9

Outra maneira de evitar a reta que nao
pertence ao grafico € mudar o modo gréfico
na calculadora, para que os pontos ndo
sejam ligados.

Vlocé pode obter o grafico correto com
Maple digitando primeiro
with(RealDomain);
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Em Visual 1.4 vocé pode ver uma

animacao da Figura 13.

e R
o J
(a) y=x3+2x

FIGURA 13

Observe que essa fungdo € igual a Jx (exceto quando x = 0).

x|

f) =

X
X
|

Para entender como a expressao de uma fung¢do relaciona-se com seu grafico, € til fazer
o grafico de uma familia de funcdes, isto é, uma colecdo de fungdes cujas equagdes estdo re-
lacionadas. No exemplo a seguir, faremos os graficos de membros de uma familia de polind-
mios cubicos.

BTETEINE] Faca o gréfico da fungo y = x* + cx para vérios valores de ¢. Como mudard o
gréafico quando fizermos ¢ variar?

SOLUCAO A Figura 13 mostra os graficos de y = X3+ cex parac =2,1,0, —1 e —2. Vemos
que, para os valores positivos de c, o grafico € crescente da esquerda para a direita sem pon-
tos de maximo ou de minimo (picos ou vales). Quando ¢ = 0, a curva € achatada na origem.
Quando ¢ é negativo, a curva tem um ponto de maximo e um ponto de minimo. A medida
que ¢ decresce, o ponto de maximo fica cada vez mais alto, e o ponto de minimo, cada vez
mais baixo.

e N e N e N e
N J N J N J J
(b) y=x3+x (c) y=x3 d) y=x3—x (e) y=x3—2x
Virios membros da familia de fungdes y=x3+cx tém seus graficos esbo¢ados na janela retangular [—2, 2] por [—2,5; 2,5]. [ |

FIGURA 14
Localizagdo das

[EETINE] Encontre as solucdes da equaciio cos x = x com duas casas decimais de precisdo.

SOLUGCAD As solugdes da equag@o cos x = x sdo as coordenadas x dos pontos de intersecgio
das curvas y = cosx e y = x. Da Figura 14(a) vemos que ha uma unica solugdo e ela estd
entre 0 e 1. Dando um zoom na janela [0, 1] por [0, 1], vemos, da Figura 14(b), que a solu-
¢do estd entre 0,7 e 0,8. Assim damos mais um zoom para a janela [0,7; 0,8] por [0,7; 0,8] na
Figura 14(c). Movendo o cursor para o ponto de interseccdo das duas curvas, ou por verifi-
cacdo e pelo fato de que a escala em x € 0,01, vemos que a solugdo da equacdo € cerca de
0,74. (Muitas calculadoras possuem dispositivos que fornecem pontos de intersecgdo.)

1 0,8

~

-

J

solugdes de cos x=x

(a) [—5,5] por[—1,5; 1,5]

escalax=1

(¢) [0,7; 0,8] por [0,7; 0,8]
escala x=0,01

(b) [0, 1] por [0, 1]
escala x=0,1
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1. Use uma calculadora grifica ou um computador para determinar
qual das janelas retangulares dadas produz o grafico mais apro-
priado da funcéo f(x) = +/x3 — 5x2.

(a) [—5,5] por [—5, 5] (b) [0, 10] por [0, 2]
(¢) [0, 10] por [0, 10]

2. Use uma calculadora grafica ou um computador para determinar
qual das janelas retangulares dadas produz o grafico mais apro-
priado da fungdo f(x) = x* — 16x? + 20.

(a) [—3, 3] por [—3, 3] (b) [—10, 10] por [—10, 10]
(c) [—50, 50] por [—-50, 50] (d) [—5, 5] por [—50, 50]
3-14 Determine uma janela retangular apropriada para a fun¢do dada
e use-a para fazer o grafico da funcéo.

3. f(x) =x*—36x+ 32 4. f(x) = x>+ 15x? + 65x
5 f(x) =+/50 — 0,2x 6. f(x) = 15x — x2

7. F(x) = x* — 225x 8. f(x) = ﬁ

9. f(x) = sen?(1000x) 10. f(x) = cos(0,001x)
1. f(x) = sen x

13. y = 10senx + sen 100x

12. f(x) = sec(207x)

14. y = x* 4+ 0,02 sen 50x

15. (a) Tente encontrar uma janela retangular apropriada para
f(x) = (x — 10)°27~
(b) Vocé precisa de mais de uma janela? Por qué?

16. Faca o grifico da funcio f(x) = x%/30 — x em uma janela apro-
priada. Por que parte do gréfico parece faltar?

17. Faga o gréfico daelipse 4x* + 2y* = 1 por meio dos gréficos das
fungdes que sdo a metade superior e inferior da elipse.

18. Faga o gréfico da hipérbole y> — 9x* = 1 por meio dos gréficos
das fungdes que sdo os ramos superior e inferior da hipérbole.

19-20 Os gréficos se interceptam na janela retangular dada? Se eles
se interceptarem, quantos pontos de intersec¢ao existem?

19. y=3x>—6x+ 1, y=0.23x — 2,25;
[—1, 3] por[—2,5; 1,5]

20 y=6—4x —x* y=23x+ 18; [—6,2]por[—5,20]

21-23 Encontre todas as solucdes da equacdo, com duas casas deci-

mais de precisdo.
21 x*—x=1

2 Jxr=x'-1

2. tgx =41 —x?

24. Vimos, no Exemplo 9, que a equagio cos x = x tem uma Unica
solucdo.
(a) Use um gréfico para mostrar que a equagdo cos x = 0,3x tem
trés solucdes e encontre-as com duas casas decimais de precisdo.
(b) Encontre um valor aproximado m tal que a equagdo
cos x = mx tenha exatamente duas solugdes.

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

25. Use os graficos para determinar qual das funcgdes f(x) = 10x%e
g(x) = x*/10 ¢, eventualmente, maior (isto &, maior quando x for
muito grande).

26. Use os gréificos para determinar qual dentre as funcdes
f(x) = x* — 100x° e g(x) = x* &, eventualmente, maior.

2]. Para quais valores de x € vdlido que |tgx — x| < 0,01 e
-2 <x < 7w/2?

28. Faca o grifico dos polindmios P(x) = 3x° — 5x° + 2x e
0O(x) = 3x° na mesma tela, usando primeiro a janela retangular
[—2,2] por [—2, 2] e entdo mudando para [—10, 10] por [—10 000,
10 000]. O que vocé pode observar a partir desses graficos?

29. Neste exercicio consideramos a familia de fungdes f(x) = Ux,
onde n € um inteiro positivo.

(a) Faga os graficos das fungdes y = \/;,y = C/;ey = \6/;, na
mesma tela, usando a janela retangular [—1, 4] por [—1, 3].

(b) Faga os gréficos das fungdes y =x, y = Q/; ey= Q/; na
mesma tela, usando a janela retangular [—3, 3] por [—2, 2].
(Veja o Exemplo 7.)

(c) Faga os gréficos das funcgdes y = \/;, y= \3/;, y= {/; e
y = {/x na mesma tela usando a janela retangular [—1, 3] por
[—1,2].

(d) Que conclusdes vocé pode tirar desses graficos?

30. Neste exercicio consideramos a familia de fungdes f(x) = 1/x”,
onde n € um inteiro positivo.
(a) Faca os graficos das fungdes y = 1/xe y = 1/x° na mesma
tela usando a janela retangular [—3, 3] por [—3, 3].
(b) Faca o gréfico das funcdes y = 1/x*e y = 1/x* na mesma
tela usando a janela retangular dada na parte (a).
(c) Faga o grifico de todas as fungdes das partes (a) e (b) na
mesma tela usando a janela retangular [—1, 3] por [—1, 3].
(d) Que conclusdes vocé pode tirar desses graficos?
31. Faga o gréfico da fun¢io f(x) = x* + cx? + x para diversos va-
lores de c. Como o grafico muda conforme ¢ varia?

32. Faca o grifico da fungdo f(x) = +/1 + cx? para diversos va-
lores de c¢. Descreva como a modificagdo do valor de ¢ afeta o
gréfico.

33. Faca o gréfico da fungdo y = x"27*, x = 0, paran = 1, 2, 3, 4,
5 e 6. Como varia o grafico com o crescimento de n?

34. As curvas com equagdes
| x]

Ve —x?

sdo chamadas curvas ponta de bala. Faca o grifico de algumas

dessas curvas para entender o porqué de seu nome. O que acon-
tece quando c cresce?

35. O que acontece com o grifico da equacdo y? = cx® + x? 2 me-
dida que c varia?

36. Este exercicio explora o efeito da fungdo interior g sobre a fun-
¢do composta y = f(g(x)).

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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37.
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(a) Faga o grafico da funcdo y = sen(ﬁ) usando a janela
[0, 400] por [—1,5; 1,5]. Qual a diferenga entre esse grafico e
o da fung¢do seno?

(b) Faca o grifico da funcdo y = sen(x?) usando a janela
[=5, 5] por[—1,5; 1,5]. Qual a diferenca entre esse gréfico e
o da fung@o seno?

As figuras a seguir mostram os graficos de y = sen 96x e

y = sen 2x conforme so exibidos por uma calculadora gréfica

TI-83. O primeiro grafico € inexato. Explique por que os dois gra-

ficos parecem ser idénticos. [Dica: A janela grafica da TI-83 € de

95 pixels de largura. Quais pontos especificos a calculadora

marca?]

A (i

J/

2 0 2

AA
VARY,

y=sen 96x y=sen 2x

m Funcoes Exponenciais

A fungdo f(x) = 2* € chamada funcdo exponencial, pois a variavel, x, € o expoente. Ela ndo
deve ser confundida com a funcdo poténcia g(x) = x?, na qual a varidvel € a base.

No Apéndice D apresentamos uma abor-

38. O primeiro grafico da figura a seguir € aquele que uma calcula-

dora grafica TI-83 exibe como funcido y = sen45x. Ele estd
incorreto e, portanto, para ajudar a explicar sua aparéncia, rede-
senhamos a curva em questdo no modo pontual da calculadora,
obtendo o segundo gréfico. Que duas curvas senoidais a calcula-
dora parece estar desenhando? Mostre que cada ponto do grafico
de y = sen 45x que a TI-83 escolhe para desenhar estd, de fato,
em uma dessas duas curvas. (A janela grifica da TI-83 € de 95
pixels de largura.)

( A e A

<

dagem alternativa para as funges expo-
nencial e logaritmica, usando o célculo

Representacdo de y = 2%, x racional

Em geral, uma funcao exponencial ¢ uma funcdo da forma

flx) =a*

integral. . .. . ..
onde a € uma constante positiva. Vamos recordar o que isso significa.
Se x = n, um inteiro positivo, entdo
a"=a-a a
| —
n fatores
Se x = 0, entdo a® = 1, e se x = —n, onde n é um inteiro positivo, entdo
y
I
1 a’"=—
a
Se x for um niimero racional, x = p/q, onde p e g sdo inteiros e g > 0, entdo
. p
e a*=a"" = ¥a" = (¥a)
"""" —t 0 e Mas qual o significado de a” se x for um nimero irracional? Por exemplo, qual o significado
1
de 23 ou 577
FIGURA 1 Para ajudé-lo a responder a essa questdo, olhemos primeiro o gréfico da fungio y = 27, nos

pontos em que x € racional. Uma representacdo desse grafico encontra-se na Figura 1. Queremos

aumentar o dominio de y = 2 para incluir tanto os nimeros racionais quanto os irracionais.

Existem buracos no grafico na Figura 1, correspondendo aos valores irracionais de x. Que-
remos preencher os buracos com a defini¢do de f(x) = 2%, onde x € R de modo que f'seja uma
funcdo crescente. Em particular, uma vez que o niimero irracional /3 satisfaz

devemos ter

17<J3 <18

217 <2 <218

e sabemos o que 2'7 e 2" significam, pois 1,7 e 1,8 sdo nimeros racionais. Analogamente,
usando melhores aproximagdes para \/3T , obtemos melhores aproximagdes para 23



1,73 < /3 < 1,74 2173 < 2V3 < 174
1,732 < /3 < 1,733
1,7320 < /3 < 1,7321

1,73205 < /3 < 1,73206

272 < 2V3 £ 91733

=
=
= QLW < V3 < 917321
=

2173205 93  91,73206

Pode ser mostrado que ha exatamente um nimero maior que todos os nimeros

1,7 1,73 1,732 1,7320 1,73205
200 28R 2hE ) , 2 ,

e menor que todos os nimeros
21,8’ 21,74’ 21,733, 21,7321 21,73206

) [l

Definimos 2V como esse nimero. Usando o processo de aproximacio precedente podemos
calculé-lo corretamente com seis casas decimais:

2V3 =~ 3321997.

Analogamente, podemos definir 2% (ou a*, se a > 0), onde x € um nimero irracional qual-
quer. A Figura 2 mostra como todos os buracos da Figura 1 foram preenchidos para comple-
tar o gréfico da fungdo f(x) = 2%, x € R.

Os gréficos dos membros da familia de fun¢des y = a” estdo na Figura 3, para vdrios va-
lores da base a. Observe que todos esses gréificos passam pelo mesmo ponto (0, 1) porque
a’ = 1 paraa # 0. Observe que a fungiio exponencial cresce mais rapidamente 2 medida que
a fica maior (para x > 0).

1,5

FIGURA 3

Vocé pode ver na Figura 3 que basicamente existem trés tipos de fungdo exponencial
y=a". Se 0 < a < 1, a fungdo exponencial decresce; se a = 1, ela € uma constante; e se
a > 1, elacresce. Esses trés casos sdo ilustrados na Figura 4. Observe que se a # 1, entdo a
fungéo exponencial y = a* tem dominio R e imagem (0, ©). Além disso, uma vez que
(I/a)* = 1/a* = a™*, o gréfico de y = (1/a)* é areflexdo do grifico de y = a* em torno do
eixo y.

O, 1) 1

(URY)
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Uma demonstragdo dessa afirmagao é dada
em J. Marsden e A. Weinstein, Calculus
Unlimited (Menlo Park, CA, 1981). Para uma
versdo online, veja caltechbook library.cal-
tech.edu/197/

FIGURA 2
y = 2%, xreal

Se 0 < a < 1, entdo a* aproxima-se de 0
a medida que x cresce. Se a > 1, entdo
a* tende a 0 conforme x decresce por
valores negativos. Em ambos os casos, 0
eixo x é uma assintota horizontal. Esses
assuntos serdo discutidos na Segdo 2.6.

O‘ x 0 X 0‘

FIGURA 4 (a) y=a*, 0<a<l (b) y=1x (c) y=a*, a>1
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Para uma revisao sobre as reflexdes e
translacdes de gréficos, veja a Se¢éo 1.3.

FIGURA 5

0 Exemplo 2 mostra que y = 2* aumenta
mais rapidamente que y = x Para
verificar quao rapidamente f(x) = 2*
cresce, vamos fazer a seguinte experiéncia
mental. Comegaremos com um pedago de
papel com uma espessura de 1 décimo de
milimetro e vamos dobra-lo pela metade 50
vezes. Cada vez que dobramos o papel pela
metade, a sua espessura se duplica; assim,
a sua espessura resultante seria 2°°/10 mm.
Que espessura vocé acha que isso
representa? De fato, mais que 100 milhGes
de quilometros!

Uma razdo para a importancia da funcéo exponencial estd nas propriedades a seguir. Se x
e y forem nimeros racionais, entdo essas propriedades sdo bem conhecidas da dlgebra ele-
mentar. Pode-se demonstrar que elas permanecem verdadeiras para nimeros reais arbitrarios
xey.

Propriedades dos Expoentes Se a e b forem niimeros positivos e x e y, quaisquer nimeros
reais, entao

1. a*"” = a‘a’ 2. a

x—=y

3 (a*) =a" 4. (ab)* = a*b*

[EEINEN Esboce o grifico da funcdo y = 3 — 2* e determine seu dominio e imagem.

SOLUCAO Primeiro refletimos o grafico de y = 2* [mostrado nas Figuras 2 e 5(a)] em torno
do eixo x para obter o grafico de y = —2* na Figura 5(b). A seguir deslocamos o grafico de
y = —2" em 3 unidades para cima, para obter o grifico de y = 3 — 2*na Figura 5(c). O
dominio é R e a imagem € (—x, 3).

y y y
=
2
1
0 X 0 X 0 X
-1
(a) y=2* (b) y=—2*% (c) y=3-2¢ [ ]

[EEI0F] Use uma ferramenta grafica para comparar a fungio exponencial f(x) = 2*e a
fungdo poténcia g(x) = x?. Qual fungdo crescerd mais rapidamente quando x for grande?

SOLUCAD A Figura 6 mostra os graficos das duas fungdes na janela retangular [—2, 6]
por [0, 40]. Vemos que os graficos se interceptam trés vezes, mas, para x > 4, o grafico de
f(x) = 2" fica acima do grafico de g(x) = x*. A Figura 7 d4 uma visdo mais abrangente e
mostra que, para grandes valores de x, a funcdo exponencial y = 2% cresce muito mais rapi-
damente que a funco poténcia y = x°.

40 250

e e
-2 — 0
FIGURA 6 FIGURA 7

I Aplicacdes de Funcdes Exponenciais

A fung¢do exponencial ocorre frequentemente em modelos matematicos da natureza e da so-
ciedade. Vamos indicar brevemente aqui como eles surgem na descri¢do do crescimento po-
pulacional e do decaimento radioativo. Nos proximos capitulos vamos explorar estas e outras
aplicacdes em mais detalhes.



Vamos considerar primeiro uma populago de bactérias em um meio nutriente homogéneo.
Suponhamos que tomando amostras da populacio em certos intervalos de tempo fique deter-
minado que a populagiio dobra a cada hora. Se o nimero de bactérias no instante ¢ for p(z), onde
t é medido em horas, e a populagdo inicial for p(0) = 1000, entdo

p(1) = 2p(0) = 2 X 1000
p(2) = 2p(1) = 2% X 1000
p(3) = 2p(2) = 2° X 1000

Desse padrao parece que, em geral,
p(r) = 2" X 1000 = (1000)2

A funcgdo populagio é um miltiplo constante da fungdo exponencial y = 2/; logo, ela exibe o
rdpido crescimento que observamos nas Figuras 2 e 7. Sob condi¢des ideais (espaco e alimentos
ilimitados e auséncia de doengas), esse crescimento exponencial € tipico do que ocorre real-
mente na natureza.

O que pode ser dito sobre a populagdo humana? A Tabela 1 mostra os dados da populacao
mundial do século XX, e a Figura 8 mostra o correspondente diagrama de dispersao.

4 4 4 4
t t t t

0 20 40 60 80 100 120 ¢

FIGURA 8 Diagrama de dispersdo para o crescimento populacional mundial

O padrédo dos dados da Figura 8 sugere um crescimento exponencial; assim, se usarmos
uma calculadora grafica com capacidade para regressdo exponencial por minimos quadrados,
obteremos o seguinte modelo exponencial:

P = (1.436,53) - (1,01395)"

onde ¢ = 0 corresponde a 1900. A Figura 9 mostra o gréafico dessa fung@o exponencial junto
com os pontos originais. Podemos ver que a curva exponencial se ajusta razoavelmente aos
dados. Os periodos de crescimento populacional lento podem ser explicados pelas duas guer-
ras mundiais e pela depressdo dos anos 1930.

5%x10° +

FIGURA 9
Modelo exponencial

0 20 40 60 80 100 120 !

FUNCOES E MODELOS
TABELA 1
Populagao
t (milhdes)
0 1.650
10 1.750
20 1.860
30 2.070
40 2.300
50 2.560
60 3.040
70 3.710
80 4.450
90 5.280
100 6.080
110 6.870

para o crescimento populacional

51
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FIGURA 12

A fungio exponencial natural
cruza o eixo y com uma
inclinagdo igual a 1.

Module 1.5 habilita vocé a fazer
gréficos de fungdes exponenciais com di-
versas bases e suas retas tangentes para
estimar o valor de @ mais préximo para o
qual a tangente tem inclinagdo 1.

FIGURA 13

I 0 Namero ¢

Dentre todas as bases possiveis para uma funcao exponencial, hd uma que € mais conveniente
para os propésitos do cdlculo. A escolha de uma base a € influenciada pela maneira que o gra-
fico de y = a” cruza o eixo y. As Figuras 10 e 11 mostram as retas tangentes para os graficos
de y =2"e y = 3" no ponto (0, 1). (As retas tangentes serdio definidas precisamente na Se-
¢do 2.7. Para as finalidades presentes, vocé pode pensar na reta tangente para um grafico ex-
ponencial em um ponto como a reta que toca o grafico somente naquele ponto.) Se medirmos
as inclinagdes dessas retas tangentes em (0, 1), descobrimos que m = 0,7 para y = 2% e
m = 1,1 paray = 3",

y=2%

m=1,1

FIGURA 10 FIGURA 11

Conforme serd visto no Capitulo 3, as férmulas do cédlculo ficam muito simplificadas
quando escolhemos como base a aquela para a qual resulta uma reta tangente ay = a*em (0, 1)
com uma inclinagdo de exatamente 1. (Veja a Figura 12.) De fato, existe um niimero assim e
ele € denotado pelo caractere e. (Esta notacao foi escolhida pelo matemadtico sui¢o Leonhard
Euler em 1727, provavelmente porque € o primeiro caractere da palavra exponencial.) Na vi-
sualizacdo das Figuras 10 e 11, ndo surpreende que o nimero e estd entre 2 e 3 e o grafico de
y = e esteja entre os graficos y = 2% e y = 3%, (Veja a Figura 13.) No Capitulo 3 veremos que
o valor de e correto até a quinta casa decimal €

e =~ 2,71828

Podemos chamar a fungdo f(x) = ¢* de func¢io exponencial natural.

IEETEINE] Faca o grificode y = ;e — 1 e diga qual o dominio e a imagem.

SOLUCAD Comegamos com o grafico de y = e* das Figuras 12 e 14(a) e o refletimos em torno
do eixo y para obter o grafico de y = e " ilustrado na Figura 14(b). (Observe que essa curva
cruza o eixo y com uma inclinagdo de -1). Entdo comprimimos verticalmente o grafico por
um fator de 2 para obter o grafico de y = 2¢* mostrado na Figura 14(c). Finalmente deslo-
camos o grafico para baixo uma unidade, para obter o que foi pedido na Figura 14(d). O
dominio é R e a imagem é (—1, ).
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g I~ J 1

0 X 0 X 0 X 0 X

(a) y=e* (b) y=e™* (c)y=2ie_x (d)y=§le_x—l
FIGURA 14 —

A que distancia a direita da origem vocé estard quando o grafico de y = e” ultrapassar 1
milhdo? O préximo exemplo mostra a rapidez do crescimento dessa fun¢io, dando uma res-
posta a essa pergunta que poderd surpreendé-lo.

[N Use uma ferramenta grifica para encontrar os valores de x para os quais
e* > 1000 000.

SOLUCAD Na Figura 15 fizemos os graficos da fungdo y = e* e da reta horizontal
y = 1000 000. Vemos que essas curvas se interceptam quando x =~ 13,8. Assim, e* > 10°
quando x > 13,8. Talvez seja surpreendente que os valores da funcdo exponencial ja ultra-
passem 1 milhdo quando x € somente 14.

1.5 10°
s
y=100
0 FIGURA 15 .
m Exercicios
1-4 Utilize a Propriedade dos Exponentes para reescrever e simplifi- (i) a>1 @) a=1 (i) 0<a<1
car a expressao. 6. (a) Como é definido o nimero e?
-3 1 (b) Qual o valor aproximado de e?
1. @ 8 (b) W (c) Qual a funcdo exponencial natural?
I 7_ 4 5
2 () g4/3 (b) x(3x2)° /3 7-10 Faga em uma mesmall tela os graficos das fungdes dadas. Como
esses graficos estio relacionados?
6 3¢ X X X X
3. (a) b5(2b)° (b)(zy—s) 1 y=2% y=e y=5, y=20
y
8. =e", =e ", = 8%, =8
v @ K2 3l . /a\/E y y y y
N a) ——5 T x X 1\x 1\x
X Yab 9. y=3% y=105 y=0(), y=(0)

10. y =09, y=0,6' y=03", y=0,1"

5. (a) Escreva uma equagdo que defina a fungdo exponencial com

base a > 0. 11-16 Faca um esboco do grafico de cada fungdo. Nao use a calcula-
(b) Qual o dominio dessa fungio? dora. Use somente os gréficos dados nas Figuras 3 e 13 e, se neces-
(c) Se a # 1, qual a imagem dessa fungdo? sério, as transformacdes da Segdo 1.3.

(d) Es?oce a forma geral do grafico da fungo exponencial nos se- M.y =102 12y = (05) — 2
guintes casos.

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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18, y = el
16. y = 2(1 — ¢%)

13. y=—-27°
15. y=1— %e’*

17. Comecando com o grifico de y = e*, escreva as equagdes cor-
respondentes aos graficos que resultam ao
(a) deslocar 2 unidades para baixo
(b) deslocar 2 unidades para a direita
(c) refletir em torno do eixo x
(d) refletir em torno do eixo y
(e) refletir em torno do eixo x e, depois, do eixo y

18. Comegando com o grifico de y = e, encontre as equagdes dos
gréficos que resultam ao
(a) refletir em torno dareta y = 4

(b) refletir em torno dareta x = 2

19-20 Encontre o dominio de cada fungao.

1 — e 1
19. (a) f(x) = ﬁ (b) () = o

I—x ecosx

(b) g(t) = y1 =2

20. (a) g(r) = sen(e™")

21-22 Encontre a fun¢do exponencial f(x) = Ca* cujo grafico € dado.

2. 2. y
w

0 X 0 X

(1,6)

23. Se f(x) = 5%, mostre que

fa+h —fo _ 5X<5h - 1)
h B h
Suponha que vocé receba uma oferta para trabalhar por apenas um
més. Qual das seguintes formas de pagamento vocé prefere?
I. Um milhdo de ddlares no fim do més.
II. Um centavo de ddlar no primeiro dia do més, dois centavos no
segundo dia, quatro centavos no terceiro dia, e, em geral, 2"~ !
centavos de délar no n-ésimo dia.

24,

25. Suponha que os graficos de f(x) = x* e g(x) = 2* sejam feitos
sobre uma malha coordenada onde a unidade de comprimento seja
1 centimetro. Mostre que, a uma distancia de 1 m a direita da ori-
gem, a altura do grafico de f¢ 100 m, mas a altura do grafico de
g é maior que 10% km.

Compare as fungdes f(x) = x° e g(x) = 5 por meio de seus gra-
ficos em vdrias janelas retangulares. Encontre todos os pontos de

A 2.

[
1]

28.

29.

30.

A 3.

e 32

A 33.

34.

interseccdo dos graficos corretos até uma casa decimal. Para
grandes valores de x, qual funcio cresce mais rapidamente?
Compare as funcdes f(x) = x'%e g(x) = e tracando os graficos
de fe g em vdrias janelas retangulares. Quando finalmente o gra-
fico de g ultrapassa o de f'?

Use um grafico para estimar os valores de x tais que
e* > 1000 000 000.

Sob condigdes ideais sabe-se que uma certa populacdo de bacté-

rias dobra a cada 3 horas. Supondo que inicialmente existam 100

bactérias:

(a) Qual o tamanho da populacdo ap6és 15 horas?

(b) Qual o tamanho da populag@o apéds ¢ horas?

(c) Qual o tamanho da populacdo ap6és 20 horas?

(d) Trace o grafico da funcio populagdo e estime o tempo para a
populagdo atingir 50 000 bactérias.

Uma cultura de bactérias comega com 500 individuos e dobra de

tamanho a cada meia hora.

(a) Quantas bactérias existem ap6ds 3 horas?

(b) Quantas bactérias existem apés ¢ horas?

(c) Quantas bactérias existem ap6s 40 minutos?

(d) Trace o gréafico da fungéo populagio e estime o tempo para a
populacdo atingir 100 000 bactérias.

Utilize uma calculadora grafica com capacidade para regressao
exponencial para modelar a populacido mundial com os dados de
1950 a 2000 da Tabela 1 da pagina 51. Use o modelo para esti-
mar a populacdo em 1993 e para predizer a populagdo em 2020.

A tabela mostra a popula¢do da Maldsia, em milhdes, entre os
anos de 1950 - 2000. Utilize uma calculadora grafica com capa-
cidade de regressdo exponencial para modelar a populagdo da Ma-
lasia desde 1950. Use o modelo para estimar a populagéio em 1975
e para predizer a populagdo nos anos 2010 e 2020.

Ano Populacao Ano Populagao
1950 6,1 1980 13,8
1955 7,0 1985 15,7
1960 8,1 1990 17,8
1965 9,5 1995 20,4
1970 10,9 2000 23,0
1975 12,3
Se vocé tracar o grafico da fungdo
1 — e
X)=——+
f@) =

vocé verd que f parece ser uma funcdo fmpar. Demonstre isso.
Trace o grafico de diversos membros da familia de funcdes

1
O = T aem

onde a > 0. Como o grafico muda conforme b varia? Como ele
muda conforme a varia?
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A Tabela 1 fornece os dados de uma experiéncia na qual uma cultura comecou com 100 bac-
térias em um meio limitado em nutrientes; o tamanho da populagdo foi registrado em inter-
valos de uma hora. O nimero N de bactérias € uma fungdo do tempo #: N = f(1).

Suponha, todavia, que o bi6logo mude seu ponto de vista e passe a se interessar pelo tempo
necessario para a populagdo alcancar varios niveis. Em outras palavras, ela estd pensando em
t como uma funcdo de N. Essa funcdo, chamada de funcdo inversa de f, é denotada por f !,
e deve ser lida assim: “inversa de . Logo, t = f'(V) é o tempo necessdrio para o nivel da
populacdo atingir N. Os valores de £~ ' podem ser encontrados na Tabela 1 lendo-a ao con-
trdrio ou consultando a Tabela 2. Por exemplo, f'(550) = 6, pois f(6) = 550.

TABELA 1 N como uma fungdo de ¢ TABELA 2 ¢ como uma funcdo de N
t N=f( t=f"'(N)
(horas) = populacdo no instante ¢ N = tempo para atingir N bactérias
0 100 100 0
1 168 168 1
2 259 259 2
3 358 358 3
4 445 445 4
5 509 509 5
6 550 550 6
7 573 573 7
8 586 586 8

Nem todas as func¢des possuem inversas. Vamos comparar as funcdes f e g cujo diagrama
de flechas estd na Figura 1. Observe que f nunca assume duas vezes o mesmo valor (duas en-
tradas quaisquer em A tém saidas diferentes), enquanto g assume o mesmo valor duas vezes
(2 e 3 tém a mesma saida, 4). Em simbolos,

9(2) = ¢(3)
mas Flx1) # f(xz) sempre que x; 7 X,

Fung¢des que compartilham essa dltima propriedade com f'sdo chamadas funcdes injetoras.

m Definicdo Uma funcgdo f é chamada funcao injetora se ela nunca assume o mesmo
valor duas vezes; isto €,

F(x1) # f(x2) sempre que x; ¥ X

Se uma reta horizontal intercepta o grafico de f em mais de um ponto, entdo vemos da
Figura 2 que existem ndmeros x; e x; tais que f(x;) = f(x2). Isso significa que f ndo é uma
funcdo injetora. Portanto, temos o seguinte método geométrico para determinar se a fungdo
¢ injetora.

FIGURA 1
f ¢ injetora; g ndo €

Na linguagem de entradas e saidas, essa
definicdo diz que f € injetora se cada saida
corresponde a uma (nica entrada.
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y
y=£x)
flx)  flxp)
0 X1 X
FIGURA 2

Esta func@o ndo € injetora,

pois fx) =fxy).

/
s

/

FIGURA 3
f(x)=x3 & injetora.

.

[

\

/

FIGURA 4
g(x)=x2 ndo € injetora.

B

f—l

FIGURA 5

Teste da Reta Horizontal Uma fung@o € injetora se nenhuma reta horizontal intercepta seu
grafico em mais de um ponto.

[EEENEN A fungdo f(x) = x* € injetora?

SOLUCAD 1 Se x; # x,, entdo xi{ # x3 (dois nimeros diferentes nio podem ter o mesmo
cubo). Portanto, pela Definicdo 1, f(x) = x* € injetora.

SOLUCAD 2 Da Figura 3 vemos que nenhuma reta horizontal intercepta o grafico de f(x) = x°
em mais de um ponto. Logo, pelo Teste da Reta Horizontal, f € injetora. [

[EETENF A funcdo g(x) = x? € injetora?

SOLUCAD 1 Esta fungdo ndo € injetora, pois, por exemplo,
g(1) = 1=g(=1)

e, portanto, 1 e —1 t€m a mesma saida.

SOLUCAD 2 Da Figura 4 vemos que existem retas horizontais que interceptam o grafico de g
mais de uma vez. Assim, pelo Teste da Reta Horizontal, g ndo € injetora. [ |

As fungdes injetoras sdo importantes, pois sdo precisamente as que possuem funcdes in-
versas, de acordo com a seguinte defini¢do:

@ Definicdo  Seja f uma fungdo injetora com dominio A e imagem B. Entdo, a sua
funciio inversa f ! tem dominio B e imagem A e € definida por

) =x &= f=y

para todo y em B.

Esta definicdo diz que se f transforma x em y, entdo f ' transforma y de volta para x. (Se
fndo for injetora, entdo f ' ndo seria definida de forma tinica.) O diagrama de setas na Figura
5 indica que f ' reverte o efeito de f. Note que

dominio de ' = imagem de f

imagem de f~' = dominio de f

Por exemplo, a funcdo inversa de f(x) = x* & f~'(x) = x'/? porque se y = x°, entdo
=) =uH"=x
@ ATENCAO Nio confunda o —1 em f~! com um expoente. Assim,
. p

b
fx)

£ '(x) ndo significa que

O reciproco 1/f(x), pode, todavia, ser escrito como [ f(x)]~".

IEETENE] Se £(1) =5, f(3) = 7e f(8) = —10, encontre £~ '(7),f7'(5) e f~'(—10).
SOLUCAD Da definicdo de f~! temos
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f i (7=3 porque f3)=7

5 =1 porque  f(1) =S5
f'(=100=8  porque  f(8) = —10

O diagrama na Figura 6 torna claro que f~' reverte o efeito de f nesses casos.
A B A B
FIGURA 6
f £l A fungdo inversa reverte

— - entradas e saidas.

A letra x € usada tradicionalmente como a varidvel independente; logo, quando nos con-
centramos em f ' em vez de f, geralmente reverteremos os papéis de x e y na Definicdo 2 e
escreveremos

3] =y < fO)=x

Substituindo y na Definico 2 e x em [3], obtemos as seguintes equacdes de cancelamento:

[4] f7(f(x)) = x paratodo x em A
f(f7'(x)) = x paratodo xem B

A primeira lei do cancelamento diz que se comegarmos em x, aplicarmos f e, em seguidaf ',
obteremos de volta x, de onde comegamos (veja o diagrama de maquina na Figura 7). Assim, f !
desfaz o que ffaz. A segunda equacio diz que f desfaz o que f ' faz.

x —> 7 — flxy — f1 — X

FIGURA 7

Por exemplo, se f(x) = x>, entdo f'(x) = x'/3 as equagdes de cancelamento ficam

F@) = () =
FF @) = ) = x

Essas equacdes simplesmente dizem que a fung@o cubo e a fungao raiz cibica cancelam-se uma
a outra quando aplicadas sucessivamente.

Vamos ver agora como calcular as funcdes inversas. Se tivermos uma fungdoy = f(x) e
formos capazes de resolver nessa equagao para x em termos de y, entdo, de acordo com a De-
finicdo 2, devemos ter x = £~ !(y). Se quisermos chamar a varidvel independente de x, troca-
mos x por y e chegamos a equacdo y = £~ '(x).

@ Como Achar a Funcao Inversa de uma Funcao f Injetora

Passo 1 Escrevay = f(x).
Passo 2 Isole x nessa equacdo, escrevendo-o em termos de y (se possivel).
Passo 3 Para expressar f ' como uma funcio de x, troque x por y. A equacio resultante

éy=rf""(x.

57
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No Exemplo 4, perceba que f ' reverte o
efeito de f. A fungdo f é dada pela regra
“eleve ao cubo e entdo adicione 2; f 71 é
dada pela regra “subtraia 2 e entdo tome a

raiz clbica”.
y
y=£x)
y=x
0
(—1,0) ©. -1 X
y=f"1)
FIGURA 10

[EETEI0N Encontre a fungdo inversa f(x) = x° + 2.

SOLUCADO De acordo com [5] escrevemos primeiro

y = 2 +2
Entdo, isolamos x nessa equacao:
x*=y—-2
x=+y—2

Finalmente, trocando x por y:
y=+x—-2
Portanto, a funcdo inversa é f '(x) = v/x — 2 [
O principio de trocar x e y para encontrar a fung@o inversa também nos dd um método de
obter o grifico f ' a partir de f. Uma vez que f(a) = b se e somente se f'(b) = a, o ponto

(a, b) esté no grafico de f se e somente se o ponto (b, a) estiver no grifico de f~'. Mas obte-
mos o ponto (b, a) de (a, b) refletindo-o em torno da reta y = x. (Veja a Figura 8.)

YA (b, a) y
:rj/r\y\ /
[ _xab /

olL-- dq 0

X I X

(P4

FIGURA 8 FIGURA 9

Portanto, conforme ilustrado na Figura 9:

O grifico de f~' é obtido refletindo-se o grafico de fem torno da reta y = x.

[EETENE Esboce os grificos de f(x) = +/—1 — x e de sua funcfo inversa usando o mesmo
sistema de coordenadas.

SOLUCAO Esbogamos primeiro a curva y = /—1 — x (a metade superior da pardbola
y? = —1 — x,oux = —y? — 1), e entdo, refletindo em torno da reta y = x, obtemos o gra-
fico de f~'. (Veja a Figura 10.) Como uma verificagio de nosso gréfico, observe que a
expressdo para f ' é f7!(x) = —x* — 1, x = 0. Assim, o grifico de f ' & a metade 2 direita
da pardbolay = —x* — 1, e isso parece razodvel pela Figura 10. [

I Funcies Logaritmicas

Sea > 0ea # 1, afungio exponencial f(x) = a* € crescente ou decrescente, e, portanto, in-
jetora pelo Teste da Reta Horizontal. Assim, existe uma fungio inversa f !, chamada funcfio
logaritmica com base a denotada por log,. Se usarmos a formulaco de fungio inversa dada

por

ffl=y < f)=x
teremos

(6] log,x=y < a’=x




Dessa forma, se x > 0, entdo log,x € o expoente ao qual deve se elevar a base a para se ob-
ter x. Por exemplo, logi, 0,001 = —3 pois 1073 = 0,001.

As equagdes de cancelamento [4], quando aplicadas a f(x) = a*e f~'(x) = log, x, ficam
assim:

log.,(a*) = x paratodox € R

log, x

a =x paratodox >0

A fungio logaritmica log, tem o dominio (0, ) e a imagem R. Seu grifico € a reflexdo do
grafico de y = a" em torno dareta y = x.

A Figura 11 mostra o caso em que a > 1. (As funcdes logaritmicas mais importantes tém
base a > 1.) O fato de que y = a” é uma fungao que cresce muito rapidamente para x > 0 estd
refletido no fato de que y = log,x € uma func¢do de crescimento muito lento para x > 1.

A Figura 12 mostra os gréficos de y = log,x com vdrios valores da base a > 1. Uma vez
que log, 1 = 0, os gréficos de todas as fung¢des logaritmicas passam pelo ponto (1, 0).

y=log, x
y=logz x

1

y=logs x \
y=log10x

(=]
—

X

FIGURA 12

As seguintes propriedades das funcdes logaritmicas resultam das propriedades corres-
pondentes das fungdes exponenciais dadas na Segdo 1.5.

Propriedades de Logaritmos Se x e y forem nimeros positivos, entdo

1. log.(xy) = log,x + log,y
X

2. loga<—> = log,x — log,y
y

3. log.(x") = rlog,x (onde r € qualquer nimero real)

IEEENN Use as propriedades dos logaritmos para calcular log, 80 — log, 5.
SOLUCAO Usando a Propriedade 2, temos

80
log, 80 — log,5 = 10g2<?> = log, 16 =4

pois 24 = 16. [

I Logaritmos Naturais

De todas as possiveis bases a para os logaritmos, veremos no Capitulo 3 que a escolha mais
conveniente para uma base € e, definido na Secdo 1.5. O logaritmo na base e ¢ chamado lo-
garitmo natural e tem uma notagao especial:

log.x = Inx
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y=a*, a>1

/

y=log, x, a>1

FIGURA 11
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NOTAGAO PARA LOGARITMOS

A maioria dos livros didaticos de célculo e
ciéncias, assim como as calculadoras,
utiliza a notacdo In x para o logaritmo
natural e log x para o “logaritmo comum”
logo x. Em literaturas matematicas e
cientificas mais avangadas e em linguagem
de computagdo, no entanto, a notagao

log x geralmente denota o logaritmo
natural.

Se fizermos a = e e substituirmos log, por “In” em [6] e [7], entdo as propriedades que de-
finem a funcdo logaritmo natural ficam

hx=y & e =x
@ In(e*) = x xER
elnx =x x> 0
Em particular, se fizermos x = 1, obteremos
Ine=1
[ZEENEA Encontre x se Inx = 5.
SOLUCAD 1 De [8] vemos que
Inx=25 significa e’ =x

Portanto, x = e°.

(Se vocé tiver problemas com a nota¢do “In”, substitua-a por log,.. Entdo a equagdo torna-
-se log,x = 5; portanto, pela defini¢io de logaritmo, e> = x.)

SOLUCAD 2 Comece com a equagdo

Inx=>5
e entdo aplique a funcdo exponencial a ambos os lados da equacao:
Inx — 5

e =e

Mas a segunda equagio do cancelamento em [9] afirma que ¢™™* = x. Portanto, x = ¢°

S{Z0E] Resolva a equacio e’ = 10.
| EXEMPLO 8 | quag

SOLUCAD Tomando-se o logaritmo natural de ambos os lados da equacdo e usando [9:

In(e>™*) =1n 10

5—3x=1In10
3x=5—-1In10
x=1(5—1n10)

Uma vez que o logaritmo natural € encontrado em calculadoras cientificas, podemos aproxi-

mar a solugdo: até quatro casas decimais, x = 0,8991. [ |
[EEENE] Expresse Ina + 3 In b como um tdnico logaritmo.
SOLUCAO Usando as Propriedades 3 e 1 dos logaritmos, temos
Ina +ilnb=1Ina + Inb"?
=Ina + In \/3
= ln(a Vb ) [



A férmula a seguir mostra que os logaritmos com qualquer base podem ser expressos em
termos de logaritmos naturais.

Formula de Mudanca de Base Para todo niimero positivo a (a # 1), temos

In x
log,x = —
Ina

DEMONSTRACAO Sejay = log, x. Entdo, de [6], temos a” = x. Tomando-se logaritmos naturais em
ambos os lados da equagdo, obtemos yIna = In x. Logo,

In x
y=— |
Ina
As calculadoras cientificas tém uma tecla para os logaritmos naturais; assim, a Férmula 10
nos capacita a usar a calculadora para calcular o logaritmo em qualquer base (conforme mos-
tra o préximo exemplo). Analogamente, a Formula 10 nos permite fazer o grafico de qualquer
funcdo logaritmica em calculadoras e computadores (veja os Exercicios 43 e 44).

[EEEINETN Calcule logg 5 com precisio até a sexta casa decimal.
SOLUCAD A Férmula 10 nos dd

In5
logs5 = —— = 0,773976. |
In8

I Grafico e Crescimento do Logaritmo Natural

Os gréficos da funcdo exponencial y = e¢” e de sua fun¢ao invertida, a funcéo logaritmo natu-
ral, sdo indicados na Figura 13. Em razéo de a curva y = e” cruzar o eixo y com inclinago igual
a 1, segue que a curva refletida y = In x cruza o eixo x também com inclinacdo igual a 1.

Assim como todas as outras func¢des logaritmicas com base maior que 1, o logaritmo na-
tural € uma fungdo crescente definida em (0, ©©) e com o eixo y como assintota vertical. (Isto
significa que os valores de In x se tornam niimeros negativos com valores absolutos muito gran-
des quando x tende a 0.)

[EEEINEEN Esboce o gréfico da funcdo y = In(x — 2) — 1.

SOLUCAO Inciaremos com o grifico de y = In x dado na Figura 13. Usando as transformagdes
da Segido 1.3, o deslocamos duas unidades para a direita, obtendo o graficode y = In(x — 2) e
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FIGURA 13

O grifico de y = In x € a reflexdo
do gréfico de y =¢* em torno da

retay = x
entdo o deslocamos uma unidade para cima, para obter o grifico de y = In(x — 2) — 1. (Veja
a Figura 14.)
y Y | x=2 Y | x=2
' |
y=Inx I | 0 o
| y=In(x—2) | y=In(x—=2)—
! |
0 ,0) x 0 2| (3,0) x 0 2 x
' |
I | _
I | 6. —D
' |
I |
! |
FIGURA 14

Embora In x seja uma fun¢do crescente, seu crescimento € muito lento quando x > 1. De
fato, In x cresce mais vagarosamente do que qualquer poténcia positiva de x. Para ilustrar este
fato, comparamos os valores aproximados das fungdes y = Inxey = x"/? = \/; na tabela a
seguir e fazemos os graficos nas Figuras 15 e 16. Podemos ver que inicialmente os graficos
dey= \/; e y = Inx crescem a taxas compardveis, mas eventualmente a fungao raiz ultra-
passa em muito o logaritmo.
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by 1 2 5 10 50 100 500 1.000 10.000 100.000
In x 0 0,69 1,61 2,30 3,91 4,6 6,2 6,9 9,2 11,5
\/; 1 1,41 2,24 3,16 7,07 10,0 22,4 31,6 100 316
In x
— | 0 0,49 | 0,72 | 0,73 0,55 | 0,46 0,28 0,22 0,09 0,04
NS

y
y=\x
1T y=Inx
0 / 1 o 0 1000 ¥
FIGURA 15 FIGURA 16

B Funcdes Trigonométricas Inversas

Quando tentamos encontrar as fungdes trigonométricas inversas, temos uma pequena dificul-
dade: em razdo de as fungdes trigonométricas ndo serem injetoras, elas ndo tém fungdes in-
versas. A dificuldade € superada restringindo-se os dominios dessas fungdes de forma a
tornd-las injetoras.

Vocé pode ver na Figura 17 que a funcdio y = sen x ndo € injetora (use o Teste da Reta Ho-
rizontal). Mas a fungfo f(x) = sen x, —7/2 < x < /2, ¢ injetora (veja a Figura 18). A fun-
cdio inversa dessa fungiio seno restrita fexiste e € denotada por sen ', ou arcsen. Ela é chamada
inversa da funcio seno, ou funcio arco-seno.

y y
y=sen x
AN N 2 g
N 0 . 7\/ x 0 = x
FIGURA 17 FIGURA 18 y =senx, =3 <x <7
Uma vez que a definicdo de uma funcio inversa diz
=y = fy=x
temos

-1 T T
sen" x=y <= seny=x ¢ —ESy$?

[]sm]ﬂv# 1

sen x

Assim, se —1 < x < 1, sen”'x € o nimero entre —a/2 e /2 cujo seno € x.

[EEE0EA Calcule (a) sen”'(3) e (b) tg(arcsen 1).

SOLUCAQ
(a) Temos

pois sen(7/6) = 3 e /6 se situa entre — /2 e /2.



(b) Seja @ = arcsen 1, logo sen 6 = 5. Podemos desenhar um tridngulo retdngulo com o an-
gulo 8, como na Figura 19 e deduzir do Teorema de Pitdgoras que o terceiro lado tem com-
primento /9 — 1 = 24/2 . Isso nos possibilita interpretar a partir do tridngulo que

o 1
tg(arcsen 3) =tgl=—. [

2v2

As equagdes de cancelamento para as func¢des inversas tornam-se, nesse caso,

. T T
sen '(sen x) = x para—?<xS?

sen(sen 'x) =x para—1<x=<1

A func@o inversa do seno, sen”', tem dominio [—1, 1] e imagem [— /2, 7/2], e seu gra-
fico, mostrado na Figura 20, € obtido daquela restricdo da funcao seno (Figura 18) por refle-
xd0 em torno daretay = x.

A funcao inversa do cosseno € tratada de modo similar. A fungdo cosseno restrita
f(x) = cos x,0 < x < 7, é injetora (veja a Figura 21); logo, ela tem uma fungdo inversa de-
notada por cos ' ou arccos.

cos'x=y < cosy=x e 0sysnw

T+

t
0 w X
3 T

FIGURA 21 FIGURA 22
y=cosx,0<x<m y = cos ! x = arccos x

As equagdes de cancelamento sdo

cos '(cosx) =x para0<x<m

cos(cos 'x) =x para—1<x<1

A fungdo inversa do cosseno, cos ', tem dominio [—1, 1] e imagem [0, 7r]. O gréfico est4
mostrado na Figura 22.
A func¢do tangente se torna injetora quando restrita ao intervalo (—/2, 7/2). Assim,
a func¢do inversa da tangente € definida como a inversa da fungdo f(x) = tg x,
—m/2 < x < 7/2. (Veja a Figura 23.) Ela é denotada por tg~' ou arctg.

oty — _ T il
g x=y < tgy=x ¢ 2<y<2

[EETIGEE] Simplifique a expressdo cos(tg™'x).

SOLUCAO 1 Sejay = tg”'x. Entdotgy = x e —7/2 < y < 7/2. Queremos determinar cos y
mas, uma vez tg y € conhecida, é mais facil determinar sec y primeiro:
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22

FIGURA 19

~

SIS

FIGURA 20
y=sen~ ! x=arcsenx

[SIE]

(=]
e ey B
=

FIGURA 23
y =tgx, —%<x<g
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V1+x2

FIGURA 24

FIGURA 25
y=tg~! x=arctg x

FIGURA 26
y =secx

1.

m Exercicios

sec’y =1+ tg?y =1+ x?

secy = +/1 + x2 (umavezquesecy > Opara —m/2 <y < 7/2)
1 1

secy VIt

SOLUCAD 2 Em vez de usar as identidades trigonométricas como na Solucdo 1, talvez seja
mais fécil fazer um diagrama. Se y = tg"'x, entdo tg y = x, e podemos concluir da Figura
24 (que ilustra o caso y > 0) que

Assim, cos(tg 'x) = cosy =

1
cos(tg'x) = cos y = ——= [
(g7 =cosy ==
A funcdo inversa da tangente, tg~' = arctg, tem dominio R e imagem (— /2, 7/2). O gra-
fico estd mostrado na Figura 25.
y
2
0

Sabemos que as retas x = *77/2 sdo assintotas verticais do grafico da tangente. Uma vez
que o grafico da tg~' é obtido refletindo-se o grafico da funcdo tangente restrita em torno da
reta y = x, segue que as retas y = 7/2 e y = —r/2 so assintotas horizontais do gréfico de
tg'.

As fungdes inversas trigonométricas restantes ndo sdo usadas com tanta frequéncia e es-
tao resumidas aqui.

(1] y=cossec”'x (x| =1) <> cossecy=x e y€ (0, /2] U (m 3m/2]
y=secx (|x|=1) & secy=x e y€[0,7/2)Ul[m37/2)

y=cotg'x x ER) < cotgy=x ¢ y€E€ (0, m

A escolha dos intervalos para y nas defini¢des de cossec™' e sec™! néio sdo de aceitacio uni-
versal. Por exemplo, alguns autores usam y € [0, 7/2) U (7/2, 7| na definigdo de sec™'.
(Vocé pode ver do grafico da fungdo secante na Figura 26 que esta escolha e a feita em

sdo ambas validas.)

(a) O que € uma funcio injetora?

3-14 Uma funcio € dada por uma tabela de valores, um grafico, uma

(b) A partir do gréfico, como dizer se uma fungio € injetora? férmula ou por meio de descrigdo verbal. Determine se f € injetora.
2. (a) Suponha que fseja uma fun¢@o injetora com dominio A e ima- 3
gem B. Como a inversa da funcio, f ', € definida? Qual o do- X 1 2 3 4 3 6
minio de £ ~'? Qual a imagem de f~!? f(x) 1,5 20 | 36 | 53 28 | 20
(b) Se for dada uma férmula para f, como vocé encontrard uma
férmula para f~1? A
(c) Se for dado o grifico de f, como vocé encontrard o gréfico de ' x 1 2 3 4 5 6
-1
7 f(x) 1,0 19 | 28 | 35 | 31 | 29
E necessério usar uma calculadora grafica ou computador Sistema algébrico computacional necessario

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



9. f(x) =1 +5)

y 6. y
X

‘ x ]

y] 8 y
x x

10. f(x) =1+ 4x — x?

1. g(x) = |x| 12. g(x) = Vx
13. f(#) é a altura de uma bola ¢ segundos apés ser chutada.
14. f(z) é a sua altura com 7 anos de idade.
15. Suponha que f € uma funcao injetora.
(a) Se f(6) = 17,0 que é £ '(17)?
(b) Se £7'(3) = 2,0 que é f(2)?
16. Se f(x) = x* + x* + x, encontre f ~'(3) e f(f '(2)).
17. Seg(x) = 3 + x + ¢, encontre g~ '(4).
18. E dado o gréfico de f.
(a) Por que f ¢ injetora?
(b) Determine o dominio e a imagem de f~'?
(c) Qual o valor de f'(2)?
(d) Obtenha uma estimativa para o valor de £ ~'(0).
5
—
1
0 ‘1 X|
19. A férmula C = 3(F — 32), onde F = —459,67, expressa a tem-
peratura C em graus Celsius como uma funcao da temperatura F
em graus Fahrenheit. Encontre uma férmula para a fungéo inversa
e interprete-a. Qual o dominio da fung¢@o inversa?
20. Na teoria da relatividade, a massa de uma particula com veloci-

dade v é
my

m = f(v) T—ove
onde m, € a massa da particula no repouso e ¢ € a velocidade da
luz no vacuo. Encontre a funcéo inversa de f e explique seu sig-
nificado.

21-26 Encontre uma férmula para a fungdo inversa.

4x — 1
2. f(x) =1+ 2+ 3x 2. f(x) = —
2x+ 3
23. f(x) = e>! 2. y=x>—x, x=1
eX
25. y=1 +3 26, y=———
y=ln(x+3) YT 2
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{4 27-28 Encontre uma férmula explicita para f ' e use-a para fazer na
mesma tela os graficos de £ 7!, fe daretay = x. Para verificar seu tra-
balho, veja se seus gréficos de fe f ! sdo reflexdes em torno da reta.

21. f(x) = x*+ 1, 2. f(x)=2—¢"

x=0

29-30 Use o gréfico dado de f para esbogar o de "

1

29. v 30. y T

Ll / 0
0 1/ x
4

3. Sejaf(x) =1 —x2, 0<x<1.
(a) Encontre f ~'. Como estd relacionada a f ?
(b) Identifique o gréfico de f e explique a sua resposta para a
parte (a).
32. Sejag(x) = 1 — x3.

(a) Encontre g . Como est4 relacionada a g?

Y
<]

(b) Faca um grafico de g. Como vocé explica a sua resposta para
a parte (a)?
33. (a) Como estd definida a funcdo logaritmica y = log,x?
(b) Qual o dominio dessa fungéo?
(c) Qual a imagem dessa funcdo?
(d) Esboce a forma geral do grifico da fungdo y = log,x se
a> 1.

34. (a) O que € o logaritmo natural?
(b) O que € o logaritmo comum?
(c) Esboce os graficos, no mesmo sistema de coordenadas, das
fungdes logaritmo natural e exponencial natural.

35-38 Encontre o valor exato de cada expresséo.
3. (a) logs 125 (b) logs(3)
36. (a) In(1/e) (b) logio+/10

37. (a) log, 6 — log, 15 + log,20
(b) logs 100 — log; 18 — logz 50

38. (a) e 25 (b) In(In ¢*")

39-41 Expresse a quantidade dada como um unico logaritmo.
39. n5+5In3

40. In(@ + b) + In(a — b) —21Inc

8. fin(x + 2)° + s [Inx — In(x? + 3x + 2)*]

42. Use a Férmula 10 para calcular cada logaritmo com precisdo até
a sexta casa decimal.

(@) logp> 10 (b) log. 8.4

{1 43-44 Use a Férmula 10 para fazer o grafico das fungdes dadas em

uma mesma tela. Como esses graficos estio relacionados?

43. y =logisx, y=1Inx, y=Ilogix, y=logsox

4. y=1Inx, y=Ilogix, y=e', y=10"

45. Suponha que o grifico de y = log, x seja feito sobre uma malha
coordenada onde a unidade de comprimento seja 1 centimetro.
Quantos quildometros a direita da origem devemos percorrer an-
tes de a altura da curva atingir 1 m?
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46. Compare as fungdes f(x) = x*! e g(x) = In x tragando os grafi-

cos de f'e g em vdrias janelas retangulares. Quando finalmente o
gréfico de f ultrapassa o de g?

47-48 Faga o esbogo do grifico de cada fung@o. Ndo use a calculadora.
Use somente os graficos dados nas Figuras 12 e 13 e, se necessdrio,
as transformacdes da Secdo 1.3.

47. (a) y = logi(x + 5)
48. (a) y = In(—x)

b)y=—-Inx
(b) y =1In|x|

49-50 (a) Quais sdo o dominio e a imagem de f?
(b) Qual € a interseccdo com o eixo x do gréafico de f?
(c) Esboce o grifico de f.

49. f(x) =Inx + 2 50. f(x) =In(x —1) — 1

51-54 Resolva cada equagdo em x.
51. (a) 2Inx =1

52. (a) e —=7=0

53. (a) 2*° =3

54. (a) In(Inx) = 1

() e =5

(b) In(5 — 2x) = =3

() Inx + In(x — 1) =1
(b) e = Ce”, onde a # b

55-56 Resolva cada inequag@o em x.
55. (a) Inx <0 (b) e*>5
56. (a) 1 <e¥'<2 b)1—-2Ihx<3

51. (a) Encontre o dominio de f(x) = In(e* — 3).
(b) Encontre f ' e seu dominio.

58. (a) Quais sdo os valores de e e In(e**)?
(b) Utilize a sua calculadora para calcular ™ *® e In(e**). O que
vocé observa? Voc€ pode explicar por que a calculadora en-
contra dificuldade?

ScA|59. Faga o grafico da fungdo f(x) = +/x3 + x2 + x + 1 e explique

por que ela € injetora. Use entdo um sistema de computacdo algé-
brica (SCA) para encontrar uma expressio explicita para f~'(x).
(Seu SCA vai produzir trés expressdes possiveis. Explique por que
duas delas sdo irrelevantes neste contexto.)

SCA 60. (a) Se g(x) = x® + x*, x = 0, use um sistema de computagio

algébrica para encontrar uma expressio para g ~'(x).
(b) Use a expressdo da parte (a) para fazer na mesma tela um gra-
ficodey = g(x),y =xey =g '(x).
61. Se a populacdio de bactérias comega com 100 e dobra a cada
trés horas, entdo o numero de bactérias apds ¢ horas é
n = f(t) = 100 - 23, (Veja o Exercicio 29 na Secdo 1.5.)

n Revisao

Verificacao de Conceitos
1. (a) O que € uma funcéo? O que sdo o dominio e a imagem de uma
fungdo?
(b) O que € o grifico de uma fungio?
(c) Como podemos dizer se uma dada curva € o grifico de uma
fungdo?
2. Discuta as quatro maneiras de representar uma fun¢@o. Ilustre com
exemplos.

(a) Encontre a funcdo inversa e explique seu significado.
(b) Quando a populag@o atingira 50 000 bactérias?

62. Apds acionado o flash de uma camera, a bateria imediatamente
comega a recarregar o capacitor do flash, que armazena uma
carga elétrica dada por

0() = Q,(1 — e™/*).

(A capacidade maxima de carga € Q,, e t € medido em segundos.)
(a) Encontre a funcéo inversa e explique seu significado.
(b) Quanto tempo levard para recarregar o capacitor 90% da ca-
pacidade, se a = 2?
63-68 Encontre o valor exato de cada expresséo.

63. (a) sen '(v/3/2) (b) cos”!(—1)
64. (a) tg'(1//3) (b) sec™' 2

(b) sen"'(1/y/2)

(b) arccos(f%)

(b) sen”!(sen(77/3))
(b) sen(2 sen'(2))

65. (a) arctg 1

66. (a) cotg '(—+/3)
67. (a) tg(arctg 10)
68. (a) tg(sec™'4)

69. Demonstre que cos(sen ' x) = /1 — x2.

70-72 Simplifique a expressao.
70. tg(sen 'x)
72. cos(2tg”'x)

71. sen(tg 'x)

[ 73-74 Obtenha os gréficos das fungdes dadas em uma mesma tela.

Como esses graficos estio relacionados?
3. y=senx, —m/2<sx<m/2; y=sen 'x; y=x

My=tgx, —m/2<x<w/2; y=tg''x; y=x

75. Determine o dominio e a imagem da funcdo

g(x) =sen'(3x + 1)

76. (a) Faga o grafico da funcdo f(x) = sen(sen”'x) e explique sua

aparéncia.
(b) Faga o gréfico da fungdo g(x) = sen '(sen x). Como vocé
pode explicar a aparéncia desse grafico?

77. (a) Se transladamos uma curva para a esquerda, o que acontece
com sua reflexdo em torno dareta y = x? Em vista deste prin-
cipio geométrico, encontre uma expressio para a inversa de
g(x) = f(x + ¢), em que f é uma fungdo injetora.

(b) Encontre uma expressdo para a inversa de h(x) = f(cx), em
que ¢ # 0.

3. (a) O que € uma fungdo par? Como saber, a partir do grifico, se
uma fungdo € par ou ndo? Dé trés exemplos de uma fungdo
par.

(b) O que € uma funcdo impar? Como saber, a partir do gréfico,
se uma funcio € fmpar ou ndo? D& trés exemplos de uma fun-
¢do fmpar.

4. O que ¢ uma fun¢do crescente?

5. O que é um modelo matemético?



6. Dé um exemplo de cada tipo de fung@o.
(a) Fungdo linear
(b) Funcdo poténcia
(c) Fungdo exponencial
(d) Funcdo quadratica
(e) Fungdo polinomial de grau 5
(f) Funcio racional
1. Esboce 8 mao no mesmo sistema de coordenadas os gréaficos das
seguintes fungdes.
@ f(x)=x (b) g(x) = x*
(© h(x) = x° (d) j(x) = x*

8. Esboce a mao o grifico de cada fung@o.

(a) y=senx (b)y=tgx
© y=e" (d) y=1Inx
() y=1/x ) y=|x|
@ y=+x () y=1g"'x

9. Suponha que os dominios de ftem dominio A e g, respectivamente
B.
(a) Qual o dominio de f + g?
(b) Qual o dominio de fg?
(¢) Qual o dominio de f/g?

10. Como € definida a fung@o composta f o g? Qual seu dominio?
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11. Suponha que seja dado o gréfico de f. Escreva a equagio para cada
um dos seguintes graficos obtidos a partir do gréifico de f:
(a) Deslocado 2 unidades para cima.

(b) Deslocado 2 unidades para baixo.

(c) Deslocado 2 unidades para a direita.

(d) Deslocado 2 unidades para a esquerda.

(e) Refletido em torno do eixo x.

(f) Refletido em torno do eixo y.

(g) Expandido verticalmente por um fator de 2.
(h) Contraido verticalmente por um fator de 2.
(i) Expandido horizontalmente por um fator de 2.
(j) Contraido horizontalmente por um fator de 2.

12. (a) O que € uma funcio injetora? Como decidir, a partir de seu
grafico, se uma funcéo € injetora?
(b) Se f¢ uma funcio injetora, como € definida a fung@o inversa
f~' 2 Como obter o grifico f ' do grifico de f?

13. (a) Como a inversa da funcdo seno f(x) = sen 'x € definida?
Qual € o seu dominio e qual € a sua imagem?

(b) Como a inversa da fungio cosseno f(x) = cos™'x é definida?
Qual € o seu dominio e qual € a sua imagem?

(c) Como a inversa da funcfio tangente f(x) = tg~'x € definida?
Qual € o seu dominio e qual € a sua imagem?

Testes Verdadeiro-Falso

Determine se a afirmacdo é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira,
explique por qué. Caso contrério, explique por que ou d& um exemplo
que mostre que é falsa.

1. Seféuma fungio, entdo f(s + 1) = f(s) + f(2).
Se f(s) = f(¢), entdo s = 1.
Se f é uma fungio, entéo f(3x) = 3f(x).

Se x; < x, e f for uma fungdo decrescente, entdo f(x;) > f(x2).

A N

Uma reta vertical intercepta o grafico de uma fun¢do no maximo
uma vez.
6. Sefegsao fungdes, entiofeg=gof.
.. 1
7. Seffor injetora, entdo f ~!(x) = —.

f(x)

8. E sempre possivel dividir por e*.
9. Se0<a<b,entiolna < Inb.

10. Se x > 0, entdo (Inx)* = 6 1nx.

_ Inx X
M. Sex>0ea > 1,entio— =In—.
Ina a

12. tg'(—1) = 37/4

sen”x

13. tg7'lx = p——

14. Se x for qualquer nimero real, entdo /x? = x.

Exercicios

1. Sejafa fungdo cujo grafico € dado.
(a) Estime o valor de f(2).
(b) Estime os valores de x tais que f(x) = 3.
(c) Diga qual € o dominio de f.
(d) Diga qual € a imagem de f.
(e) Em qual intervalo a fung@o f € crescente?
(f) f € injetora? Explique.
(g) f € par, impar ou nenhum dos dois? Explique.

ﬁ E necessario usar uma calculadora grafica ou computador
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2. E dado o grifico de g.
(a) Diga o valor de g(2).
(b) Por que g € injetora?
(c) Estime o valor de g '(2).
(d) Estime o dominio de g .

(e) Esboce o grafico de g .

y

3. Se f(x) = x> — 2x + 3, calcule o quociente das diferencas

fla+h) —fla)
W .
4. Esboce o grifico do rendimento de uma colheita como uma fun-
¢do da quantidade usada de fertilizante.

5-8 Encontre o dominio e a imagem das funcdes. Escreva sua resposta
usando a notacdo de intervalos.

5 f(x)=2/Bx—-1) 6. g(x) =16 — x*
1. h(x) =In(x + 6) 8. F(t) =3+ cos2t

9. Suponha que seja dado o gréfico de f. Descreva como os graficos
das seguintes fun¢des podem ser obtidos a partir do gréafico de f.

(@ y=f(x) +8 (b) y=rf(x+38)
(© y=1+2f(x) dy=fx—-2) -2
© y=—fx) ) y=r"'
10. E dado o gréfico de f. Esboce os graficos das seguintes funcdes:
@ y=f(x—28) ®) y=—-fx
© y=2-f @ y=3/) — 1
(e y=/" ® y=f"x+3)
v
|
P 1
0 1 X
|

11-16 Use transformacgdes para esbogar o grafico da fungéo.

1. y = —sen2x 12. y =3 In(x — 2)
13. y=5(1 + ¢ 18 y=2-x
15. =
f® x+2
16. £(x) —X sex <0
L f(x) =
et —1 sex=0

17. Determine se f € par, impar ou nenhum dos dois.
(@ f(x) =2x>—3x*+2

18.

19.
20.

21.

23.
24.

25.

26.

21.

7 28.

(b) () =x" —x7

© f) =e™

@ f(x) =1+ senx

Encontre uma expressdo para a fungéo cujo grafico consiste no
segmento de reta ligando o ponto (—2, 2) ao ponto (—1, 0) junto
com a parte de cima do circulo com centro na origem e raio 1.

Se f(x) = Inxeg(x) = x* — 9, encontre as fungdes (a) fe ¢, (b)
geof,(c)fofe(d)gege seus dominios.

Expresse a fungdo F(x) = 1/y/x +/x como uma composi¢do de
trés fungdes.

A tabela mostra a populagdo da Indonésia, em milhdes, entre os
anos de 1950 a 2000. Decida que tipo de modelo € adequado e
use-o para prever a populagdo da Indonésia em 2010.

Ano Populacao Ano Populacao
1950 80 1980 150
1955 86 1985 166
1960 96 1990 182
1965 107 1995 197
1970 120 2000 212
1975 134

. Um pequeno fabricante descobre que custa $ 9.000 para produ-

zir 1.000 torradeiras elétricas em uma semana e $ 12.000 para pro-

duzir 1.500 torradeiras em uma semana.

(a) Expresse o custo como uma func¢do do niimero de torradeiras
produzidas, supondo que ele € linear. A seguir, esboce o grafico.

(b) Qual a inclinagdo do grifico e o que ela representa?

(c) Qual a intersec¢do do grafico com o eixo y e o que ela repre-
senta?

Se f(x) = 2x + In x, encontre £ '(2).

x+1

2x + 17

Encontre a fungdo inversa de f(x) =

Encontre o valor exato de cada expresséo.

(a) g21n3 (b) 10g1025 + 10g104
(c) tg(arcseny) (d) sen(cos™'(5))
Resolva cada equacdo em x.

(@ e*=5 () Inx =2

© e = @ tg”x=1

A populacdo de uma certa espécie em um ambiente limitado, com
populagdo inicial igual a 100 e capacidade para comportar 1 000
individuos, é

100000
P(t) = ———""—
100 + 900e™*
onde 7 € medido em anos.
(a) Faga o grafico dessa funcdo e estime quanto tempo levard para
a populacdo atingir 900 individuos.
(b) Encontre a inversa dessa fungéo e explique seu significado.
(c) Use a fungdo inversa para encontrar o tempo necessario para
a populagdo atingir 900 individuos. Compare com os resulta-
dos da parte (a).
Faca o grifico das trés fungdes y = x“, y = a* e y = log,x na
mesma tela para dois ou trés valores de a > 1. Para grandes va-
lores de x, quais dessas fungdes terdo os maiores valores e quais
terdo os menores valores?



Principios da Resolucao de Problemas

Nao existem regras rigidas que garantam sucesso na resolucio de problemas. Porém, € pos-
sivel esbogar alguns passos gerais no processo de resolver problemas e fornecer alguns prin-
cipios que poderao ser tteis ao resolver certos problemas. Esses passos e principios sdo tdo
somente o senso comum tornado explicito. Eles foram adaptados do livro de George Polya How
To Solve It.

O primeiro passo € ler o problema e assegurar-se de que o entendeu claramente. Faca a si
mesmo as seguintes perguntas:

Qual é a incognita?
Quais sdo as quantidades dadas?

Quais sdo as condigoes dadas?
Para muitos problemas € proveitoso
fazer um diagrama,

e identificar nele as quantidades dadas e pedidas.
Geralmente € necessario

introduzir uma notagdo apropriada

Ao escolher os simbolos para as incégnitas, frequentemente utilizamos letras tais como a, b,
¢, m, n, x, ¢ y, mas, em alguns casos, € proveitoso usar as iniciais como simbolos sugestivos;
por exemplo, V para o volume ou 7 para o tempo.

Encontre uma conexio entre a informagio dada e a pedida que o ajude a encontrar a inc6g-
nita. Frequentemente pergunte se: “Como posso relacionar o que foi dado ao que foi pedido?”.
Se nao for possivel visualizar imediatamente a conexdo, as seguintes ideias podem ser tteis
para delinear um plano.

Tente Reconhecer Algo Familiar Relacione a situacdo dada com seu conhecimento anterior.
Olhe para a incdgnita e tente se lembrar de um problema familiar que a envolva.

Tente Reconhecer os Padrdoes Alguns problemas sdo resolvidos reconhecendo-se o tipo de pa-
drao no qual ocorrem. O padrdo pode ser geométrico, numérico ou algébrico. Vocé pode ver
a regularidade ou a repeti¢dao em um problema ou ser capaz de conjecturar sobre o padrdo de
seu desenvolvimento para depois demonstri-lo.

Use Analogias Tente pensar sobre problemas andlogos, isto €, um problema similar, um pro-
blema relacionado, mas que seja mais simples que o problema original. Se vocé puder resol-
ver o problema similar mais simples, isso poderd lhe dar pistas sobre a solu¢do do problema
mais dificil. Por exemplo, se um problema envolver nimeros muito grandes, voc€ podera pri-
meiro tentar um problema similar com niimeros menores. Caso o problema envolva a geometria
tridimensional, vocé poderd tentar primeiro um problema similar bidimensional. Se seu pro-
blema for genérico, tente primeiro um caso especial.

Introduza Algo Mais As vezes pode ser necessario introduzir algo novo, um auxilio extra, para
que vocé faca a conex@o entre o que foi dado e o que foi pedido. Por exemplo, em um pro-
blema no qual o diagrama ¢ fundamental, a ajuda extra pode ser o tracado de uma nova reta
nele. Em problemas mais algébricos, pode ser a introdu¢do de uma nova incégnita, relacio-
nada com a original.

Divida em Casos As vezes podemos ter que dividir um problema em diversos casos e dar um
argumento diferente para cada um deles. Por exemplo, frequentemente temos que utilizar esta
estratégia ao lidar com o valor absoluto.

FUNCOES E MODELOS
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Entendendo o problema

Desenhe um diagrama

Trabalhe Retroativamente As vezes é proveitoso imaginar o problema j4 resolvido e trabalhar
passo a passo retroativamente até chegar ao que foi dado. Entdo vocé podera reverter seus pas-
s0s e, portanto, construir uma solugdo para o problema original. Esse procedimento € usado fre-
quentemente na solucdo de equagdes. Por exemplo, ao resolver a equagdo 3x — 5 = 7, supomos
que x seja um niimero que satisfaca 3x — 5 = 7 e trabalhamos retroativamente. Adicionamos 5
a ambos os lados da equac@o e entdo dividimos cada lado por 3 para obter x = 4. Como cada um
desses passos pode ser revertido, resolvemos o problema.

Estabeleca Submetas Em um problema complexo € frequentemente ttil estabelecer submetas
(nas quais a situagdo desejada € apenas parcialmente satisfeita). Vocé pode atingir primeiro es-
sas submetas e, depois, a partir delas, chegar a meta final.

Raciocine Indiretamente Algumas vezes € apropriado lidar com o problema indiretamente.
Para demonstrar, por contradi¢do, que P implica Q, supomos que P seja verdadeira e Q seja
falsa e tentamos ver por que isso ndo pode acontecer. De certa forma temos de usar essa in-
formacgio e chegar a uma contradi¢do do que sabemos com certeza ser verdadeiro.

Inducdo Matematica Para demonstrar afirmagdes que envolvem um nimero inteiro positivo
n, € frequentemente 1til usar o seguinte principio.

Principio da Inducdo Matematica Seja S, uma afirmacdo sobre o nimero positivo inteiro 7.
Suponha que
1. §; seja verdadeira.

2. Si+1 seja verdadeira sempre que S for verdadeira.

Entdo S, € verdadeira para todo inteiro positivo n.

Isso € razodvel, pois uma vez que S, € verdadeira, segue, da condi¢do 2 (com k = 1), que
S, também € verdadeira. Ento, utilizando a condicdo 2 com k = 2, vemos que S € verdadeira.
E novamente usando a condi¢@o 2 e, dessa vez, com k = 3, temos Ss como verdadeira. Esse
procedimento pode ser seguido indefinidamente.

Na etapa 2 um plano foi delineado. Para cumpri-lo, devemos verificar cada etapa do plano e
escrever os detalhes que demonstram que cada etapa esté correta.

Tendo completado nossa solucdo, € prudente revisd-la, em parte para ver se foram cometidos
erros, e em parte para ver se podemos descobrir uma forma mais facil de resolver o problema.
Outra razao para a revisao € nos familiarizarmos com o método de resolucao que pode ser ttil
na solucdo de futuros problemas. Descartes disse: “Todo problema que resolvi acabou se tor-
nando uma regra que serviu posteriormente para resolver outros problemas”.

Esses principios da resolucio de problemas serdo ilustrados nos exemplos a seguir. Antes
de ver as solucdes, tente resolvé-los usando os principios aqui estudados. Pode ser titil con-
sultar de tempos em tempos esta secao, quando vocé estiver resolvendo os exercicios nos de-
mais capitulos do livro.

[EETINEN Expresse a hipotenusa i de um tridngulo retingulo com uma drea de 25 m? como
uma fung@o do seu perimetro P.

SOLUCAOD Classifique primeiro as informagdes, identificando a quantidade desconhecida e
os dados:

Incognita:  hipotenusa h
Quantidades dadas:  perimetro P, drea de 25 m?

E 1til fazer um diagrama; assim, fizemos isto na Figura 1.



a FIGURA 1

Para conectar as quantidades dadas a incdgnita, introduzimos duas varidveis extras a € b,
que sao os comprimentos dos outros dois lados do tridngulo. Isso nos permite expressar a con-
dicao dada, de o tridngulo ser retangulo, pelo Teorema de Pitdgoras:

h? = a® + b?

As outras conexdes entre as varidveis surgem escrevendo-se as expressdes para a drea e o pe-

rimetro:
1

25 = zab P=a+b+h
Uma vez que P € dado, observe que agora temos trés equagdes em trés incégnitas a, b e h:
1] B =a®+ b
(2] 25 = jab
(3] P=a+b+h

Embora tenhamos um niimero correto de equagdes, elas ndo sao faceis de resolver diretamente.
Porém, se usarmos as estratégias de resolucdo de problemas para tentar reconhecer algo fa-
miliar, poderemos resolver essas equacdes de forma mais facil. Olhando os segundos mem-
bros das Equacdes 1, 2 e 3, eles ndo sdo familiares? Observe que eles contém os ingredientes
de uma férmula familiar:

(a + b)?=a®+ 2ab + b*
Usando essa ideia, vamos expressar (@ + b)* de duas maneiras. Das Equagdes 1 e 2 temos
(@ + b)* = (a® + b?) + 2ab = h*> + 4(25)
Da Equacgio 3 temos

(@a+ b?>=P—h?=P>—2Ph + h*

Assim, h* + 100 = P> — 2Ph + h*
2Ph = P* — 100
P? — 100
h [
2P
Essa € a expressao pedida de 2 como uma fungado de P. |

Como o exemplo a seguir ilustra, é frequentemente necessario usar o principio de dividir
em casos quando lidamos com valores absolutos.

[EEENF Resolva a inequagdo |x — 3| + |x + 2| < 11.

SOLUCAO Lembre-se da defini¢do de valor absoluto:

| ’ X sex=0
x| =
—x sex<O0

x—3 sex—3=0
Segue que |x = 3| = =3 sex—3<0

FUNCOES E MODELOS

Conecte os dados a incégnita
Introduza algo extra

Relacione com algo familiar
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Divida em casos

Analogia: Tente um problema
semelhante mais simples

_Jx-=3 sex =3
—x+3 sex<3
x+2 sex+2=0

De forma andloga |x + 2] (x +2) +2<0
—(x se x

x+2 sex = —2

—x—2 sex< —2
Essas expressdes mostram que devemos considerar trés casos:
x < =2 —2=<x<3 x=3

CASO | Sex < —2, temos
|x =3+ |x+2| <11
—x+3-x—-2<11
—2x < 10

x> -5

CASO Il Se —2 = x < 3, a desigualdade dada torna-se
—x+3+x+2<11

5<11 (sempre € verdadeiro)

CASO Il Se x = 3, a desigualdade torna-se

x—3+x+2<11
2x < 12

x<6

Combinando os casos L, II e III, vemos que a inequagdo estd satisfeita quando —5 < x < 6.
Logo, a solugdo € o intervalo (=5, 6). [ |

No exemplo a seguir, tentaremos conjecturar a resposta examinando casos especiais e re-
conhecendo um padrdo. Provamos nossa conjectura pela indu¢cao matemética.

Ao usarmos o Principio da Inducdo Matemadtica, seguimos trés etapas:
Passo1 Prove que S, € verdadeira quando n = 1.

Passo 2 Suponha que S, seja verdadeira quando n = k e deduza que S, seja verdadeira
quando n =k + 1.

Passo3 Conclua que S, € verdadeira para todos os n pelo Principio de Indugdo Matematica.

IEETENE] Se fo(x) = x/(x + 1) efoer =foofuparan=0, 1,2, ..., encontre uma fér-

mula para f,(x).

SOLUCAD Comegamos por encontrar férmulas para f,(x) para os casos especiaisn = 1,2 ¢ 3.

A = (oo ) = i) =fo<x - 1)
X X
_x+1  x+1  x
Cx 2+l 2x+1

x+1 x+1



£ = (fyefi)(x) = fi fix)) =f°<2x):— 1>

X X

o 2x+1 2x+1 x

B X N o 3x 41 3x+1
2x + 1 2x + 1

A = (fro£)(x) = A AW) =fo<L>

3x + 1
X X
- 3x + 1 _ 3x+1 X
X C4x+ 1 4x+ 1
3x + 1 3x + 1

Percebemos um padrio: o coeficiente de x no denominador de f,(x) é n + 1 nos trés ca-
sos calculados. Assim sendo, fazemos a seguinte conjectura, no caso geral,

X

@ 1) = n+Dx+1

Para demonstra-la, usamos o Principio da Indugdo Matematica. J& verificamos que |4 | € ver-
dadeira para n = 1. Suponha que ela € verdadeira para n = k, isto &,

X
T
Entdo ferr(®) = (fo o f)(x) = fol filx)) =ﬁ)<m>
X X
. (k+Dx+1 (k+Dx+1 X
B x o (k+2)x+1 (k+2)x+ 1
k+Dx+1 (k+Dx+1

Essa expressdo mostra que |4 | € verdadeira para n = k + 1. Portanto, por indu¢do matema-

tica, € verdadeira para todo # inteiro positivo.

1. Um dos lados de um tridngulo retdngulo tem 4 cm de comprimento. Expresse o comprimento da al-
tura perpendicular a hipotenusa como uma fun¢@o do comprimento da hipotenusa.

2. A altura perpendicular a hipotenusa de um tridngulo retdngulo € de 12 cm. Expresse o comprimento
da hipotenusa como uma funcio do perimetro.

3. Resolvaaequagdo |2x — 1| — |x + 5| =3.
4. Resolvaainequagdo |[x — 1| — |x — 3| = 5.
5. Esboce o grafico da fungdo f(x) = | x* — 4|x| + 3]|.
6. Esboce o gréfico da fungo g(x) = |x* — 1| — |x? — 4].
7. Faga o gréfico daequagdo x + x| =y + |y|.
8. Esboce a regido do plano que consiste de todos os pontos (x, y) tais que
lx =yl + x| = [y[=2
9. A notagdo max{a, b, . ..} significa o maior dos nimeros a, b, . .. Esboce o gréfico de cada fungéo.

(b) f(x) = max{senx, cosx} (c) f(x) = max{x%2 + x,2 — x}

(@) f(x) = max{x, 1/x}

FUNCOES E MODELOS

Busca por padrdo
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10.

1.
12,

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.

20.

Esboce a regido do plano definida para cada uma das seguintes equagdes ou inequagdes.
(a) max{x, 2y} =1 (b) —1 < max{x,2y} <1 (c) max{x, y’} =1
Calcule (log, 3)(logs 4)(log45) - - - (logs; 32).

(a) Mostre que a funcdo f(x) = In(x + /x> + 1) é impar.

(b) Encontre a funcdo inversa de f.

Resolva a inequagdo In(x?> — 2x — 2) < 0.

Use um raciocinio indireto para demonstrar que log, 5 € um niimero irracional.

Uma pessoa inicia uma viagem. Na primeira metade do percurso ela dirige sossegadamente a 60 km/h;
na segunda, ela vai a 120 km/h. Qual sua velocidade média na viagem?

E verdadeiro que fo (g + h) = fog + fo h?
Demonstre que, se n for um inteiro positivo, entdo 7" — 1 € divisivel por 6.
Demonstreque 1 + 3 + 5+ -+- + (2n — 1) = n*

Se fo(x) = x*e fir1(x) = fo( fu(x)) para n =0, 1,2, ..., encontre uma férmula para f,(x).

1
(a) Se fo(x) = Z—e 1 = foo fyparan =0, 1,2, ..., encontre uma expressdo para f,(x) e uti-
- X

lize a indu¢@o matemdtica para demonstra-la.

(b) Faca na mesma tela os graficos de fy, fi, f>, f5 e descreva os efeitos da composigao repetida.

M 5 PRy z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador



Limites e Derivadas

1986 Petcolas/Megna, Fundamental Photographs, NYC

Em Uma Apresentacdo do Cdlculo, vimos como a ideia de limite € a base dos vérios
ramos do cdlculo. Por isso, € apropriado comecar nosso estudo de calculo examinando
os limites e suas propriedades. O tipo especial de limite usado para encontrar as tangen-
tes e as velocidades d4 origem a ideia central do cédlculo diferencial — a derivada.
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m Os Problemas da Tangente e da Velocidade

(®)

FIGURA 1
y
0(.x?)
_.2
yex P(1, 1)
0
FIGURA 2
X Mmpo
2 3
1,5 2,5
1,1 2,1
1,01 2,01
1,001 2,001
X Mmpg
0 1
0,5 1,5
0,9 1,9
0,99 1,99
0,999 1,999

Nesta se¢do vamos ver como surgem os limites quando tentamos encontrar a tangente de uma
curva ou a velocidade de um objeto.

I 0 Problema da Tangente

A palavra rangente vem do latim tangens, que significa “tocando”. Assim, uma tangente a
uma curva € uma reta que toca a curva. Em outros termos, uma reta tangente deve ter a mesma
direcdo que a curva no ponto de contato. Como tornar precisa essa ideia?

Para um circulo, poderiamos simplesmente, como Euclides, dizer que a tangente € uma reta
que intercepta o circulo uma dnica vez, conforme a Figura 1(a). Para as curvas mais compli-
cadas essa defini¢do € inadequada. A Figura I(b) mostra duas retas, [ e ¢, passando através de
um ponto P em uma curva C. A reta [ intersecta C somente uma vez, mas certamente nao se
parece com o que pensamos ser uma tangente. A reta 7, por outro lado, parece ser uma tangente,
mas intercepta C duas vezes.

Para sermos objetivos, vamos examinar no exemplo a seguir o problema de encontrar uma
reta ¢ tangente 2 pardbola y = x?.

[EEI0EN Encontre uma equacio da reta tangente 4 pardbola y = x* no ponto P(1, 1).

SOLUCAD Podemos encontrar uma equagio da reta tangente ¢ assim que soubermos sua in-

clinagdo m. A dificuldade estd no fato de conhecermos somente o ponto P, em ¢, quando pre-

cisamos de dois pontos para calcular a inclina¢do. Observe, porém, que podemos calcular

uma aproximacio de m escolhendo um ponto préximo Q(x, x*) sobre a pardbola (como na Fi-

gura 2) e calculando a inclinag@o mpq da reta secante PQ. [Uma reta secante, do latim secans,

significando corte, € uma linha que corta (intersecta) uma curva mais de uma vez.]
Escolhemos x # 1 de forma que Q # P. Entdo

-1
x—1

mpg =

Por exemplo, para o ponto Q(1,5, 2,25), temos

225 -1 125
- - —25
e T s -1 T 05

As tabelas mostram os valores de mpg para varios valores de x préximos a 1. Quanto mais
préximo Q estiver de P, mais préximo x estard de 1, e a tabela indica que mp¢ estard mais pro-
ximo de 2. Isso sugere que a inclinagdo da reta tangente # deve ser m = 2.

Dizemos que a inclinacio da reta tangente € o limite das inclina¢des das retas secantes e
expressamos isso simbolicamente escrevendo que

) CoxrP—1
lim mpp = m e Iim——=2
0—P =1 x — 1

Supondo que a inclinac@o da reta tangente seja realmente 2, podemos usar a forma ponto-
-inclinagd@o da equag@o de uma reta (veja o Apéndice B) para escrever a equagao da tangente
no ponto (1, 1) como

y—1=2(x—-1) ou y=2x—1
A Figura 3 ilustra o processo de limite que ocorre neste exemplo. A medida que Q tende

a P ao longo da parabola, as retas secantes correspondentes giram em torno de P e tendem a
reta tangente .



Q tende a P pela direita

y y

Q tende a P pela esquerda
FIGURA 3

Em ciéncias, muitas fungdes nio sido descritas por equagdes explicitas; elas sdo definidas
por dados experimentais. O exemplo a seguir mostra como estimar a inclinagdo da reta tan-
gente ao grafico de uma dessas fungdes.

[N O flash de uma cAmera opera armazenando carga em um capacitor e liberando-
-a instantaneamente ao ser disparado. Os dados na tabela a esquerda descrevem a carga Q ar-
mazenada no capacitor (medida em microcoulombs) no instante ¢ (medido em segundos apds o
flash ter sido disparado). Use os dados para esbogar o grafico desta fungio e estimar a inclina-
¢do da reta tangente no ponto onde ¢t = 0,04. [Observagdo: A inclinagdo da reta tangente re-
presenta a corrente elétrica fluindo do capacitor a lampada do flash (medida em microamperes.]

SOLUCAO Na Figura 4 marcamos os pontos dados e 0s usamos para esbogar uma curva que
aproxima o gréfico da funcio.

O£ (microcoulombs)
100
90
80 A
70 P
60 \
50 B C \\\
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 t (segundos)

Dados os pontos P(0,04; 67,03) e R(0,00; 100,00) no grifico, descobrimos que a inclina-
¢ao dareta secante PR €

100,00 — 67,03
T 0,00 — 0,04 824,25

LIMITES E DERIVADAS
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Em Visual 2.1, vocé pode ver como

0 processo na Figura 3 funciona para

fungdes adicionais.

! Q
0,00 100,00
0,02 81,87
0,04 67,03
0,06 54,88
0,08 44,93
0,10 36,76
FIGURA 4
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A tabela a esquerda mostra os resultados de cdlculos semelhantes para as inclinagdes de ou-

R e tras retas secantes. A partir dela podemos esperar que a inclinago da reta tangente em ¢ = 0,04
(0,00; 100,00) —824,25 esteja em algum ponto entre —742 e —607,5. De fato, a média das inclina¢des das duas retas
(0,02; 81,87) —742,00 secantes mais proximas é
(0,06; 54,88) —607,50 '

(0,08; 44,93) —552,50 (=742 = 607,5) = —674,75
(0.10- 36.76) 20450 Assim, por esse método, estimamos que a inclinagdo da reta tangente € —675.

Outro método € tragar uma aproximagao da reta tangente em P e medir os lados do tridn-

gulo ABC, como na Figura 4. Isso d4 uma estimativa da inclinacéo da reta tangente como
0 significado fisico da resposta do Exemplo

2 é que a corrente que flui do capacitor _ ‘AB‘ ~ _ 80,4 — 53,6 — —670 -
para o flash apds 0,04 s € de cerca de —670 | BC| 0,06 — 0,02
microamperes.

I 0 Problema da Velocidade

Se vocé observar o velocimetro de um carro no trafego urbano, verd que o ponteiro nio fica
parado por muito tempo; isto €, a velocidade do carro ndo € constante. Podemos conjecturar,
pela observagdo do velocimetro, que o carro tem uma velocidade definida em cada momento.
Mas como definir essa velocidade “instantanea”? Vamos investigar o exemplo da bola caindo.

23HNE] Suponha que uma bola seja solta a partir do ponto de observacao no alto da Torre
CN, em Toronto, 450 m acima do solo. Encontre a velocidade da bola apés 5 segundos.

SOLUCAD  Por meio de experimentos feitos séculos atrds, Galileu descobriu que a distincia
percorrida por qualquer objeto em queda livre € proporcional ao quadrado do tempo de queda.
(Esse modelo para a queda livre despreza a resisténcia do ar.) Se a distancia percorrida apds
t segundos for chamada s(7) e medida em metros, entdo a Lei de Galileu pode ser expressa pela
equagdo

s(t) = 4,9¢*

A dificuldade em encontrar a velocidade ap6s 5 segundos esta em tratarmos de um tinico
instante de tempo (# = 5), ou seja, ndo temos um intervalo de tempo. Porém, podemos apro-
ximar a quantidade desejada calculando a velocidade média sobre o breve intervalo de tempo
de um décimo de segundo, de r = 5 até r = 5,1:

mudanca de posigdo

velocidade média = :
tempo decorrido
_ s(5,1) = s(5)
0,1
4,9(5,1)* — 4,95

= ol = 49,49 m/s

A tabela a seguir mostra os resultados de cdlculos similares da velocidade média em periodos
de tempo cada vez menores.

Intervalo de tempo | Velocidade média (m/s)

A Torre CN em Toronto foi o maior edificio
do mundo por 32 anos.

<6 53,9

S5<t

5<str=<35,1 49,49
5<t=<5,05 49,245
5<t<5,01 49,049
5<t=< 5,001 49,0049

Parece que, a medida que encurtamos o periodo do tempo, a velocidade média fica cada vez
mais proxima de 49 m/s. A velocidade instantinea quando ¢ = 5 € definida como o valor li-
mite dessas velocidades médias em periodos de tempo cada vez menores, comegando em
t = 5. Assim, a velocidade (instantanea) apds 5 segundos ¢

v =49 m/s [
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Vocé deve ter percebido que os cdlculos usados na solucdo desse problema sdo muito se-
melhantes aqueles usados anteriormente nesta se¢do para encontrar as tangentes. Na reali-
dade, ha uma estreita relagdo entre o problema da tangente e o célculo de velocidades. Se
tracarmos o grafico da fungdo distancia percorrida pela bola (como na Figura 5) e conside-
rarmos os pontos P(a; 4,9a*) e Q(a + h; 4,9(a + h)?) sobre o grifico, entdo a inclinacdo da
reta secante PQ sera

_ 49(a + h)* — 49a*
(a+h) —a

Mpo

que € igual a velocidade média no intervalo de tempo [a, a + h]. Logo, a velocidade no ins-
tante t = a (o limite dessas velocidades médias quando % tende a 0) deve ser igual a inclina-
¢ao da reta tangente em P (o limite das inclinacdes das retas secantes).

1.

s = 4,92

0

inclinagdo da reta secante
= velocidade média

s = 4,912

inclinagdo da tangente
P P = velocidade instantanea

@ E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

0 a ath t 0 a

FIGURA 5

Os Exemplos 1 e 3 mostram que para resolver problemas de velocidade e de tangente pre-
cisamos encontrar limites. Ap6s estudarmos métodos para o cdlculo de limites nas préximas
quatro secdes, retornaremos aos problemas de encontrar tangentes e velocidades na Segdo 2.7.

m Exercicios

Um tanque com capacidade para 1.000 litros de dgua € drenado
pela base em meia hora. Os valores na tabela mostram o volume
V de dgua remanescente no tanque (em litros) apds ¢ minutos.

¢ (min) 5 10 15 20 25 30
V(L) 694 444 250 111 28 0

(a) Se P ¢é o ponto (15, 250) sobre o grafico de V, encontre as in-
clinagdes das retas secantes PQ, onde Q € o ponto sobre o
gréfico com ¢t = 5, 10, 20, 25 e 30.

(b) Estime a inclinacéo da reta tangente em P pela média das in-
clinagdes de duas retas secantes.

(c) Use um gréfico da funcdo para estimar a inclinagio da tan-
gente em P. (Essa inclinagfo representa a razdo na qual a 4gua
flui do tanque apds 15 minutos.)

Um monitor € usado para medir os batimentos cardfacos de um
paciente ap6s uma cirurgia. Ele fornece um nimero de batimen-
tos cardiacos apds ¢ minutos. Quando os dados na tabela sdo co-
locados em um gréfico, a inclinacdo da reta tangente representa
a taxa de batimentos cardiacos por minuto.

¢ (min) 36 38 40 42 44

Batimentos
cardiacos

2.530 2.661 2.806 2.948 3.080

O monitor estima esse valor calculando a inclinacdo de uma reta
secante. Use os dados para estimar a taxa de batimentos cardia-
cos apods 42 minutos, utilizando a reta secante entre 0s pontos
para os valores de ¢ dados.
(a) t=36 e t=42
c)t=40 e t=42
Quais sdo suas conclusdes?

(b) r=38 e t=42
d =42 e t=44

O ponto P(2, —1) estd sobre acurvay = 1/(1 — x).

(a) Se Q é o ponto (x, 1/(1 — x)), use sua calculadora para de-
terminar a inclinaco da reta secante PQ, com precisdo de seis
casas decimais, para os seguintes valores de x:

(i 1,5 (i) 1,9 (iii) 1,99 (iv) 1,999

) 2,5 (vi) 2,1 (vii) 2,01 (viii) 2,001

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da inclina-
¢do da reta tangente a curva no ponto P(2, —1).

(c) Usando a inclinacdo da parte (b), encontre uma equacio da
reta tangente a curva em P(2, —1).

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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O ponto P(0,5; 0) estd sobre a curvay = cos mx.

(a) Se Q € o ponto (x, cos mx), use sua calculadora para deter-
minar a inclinagio da reta secante PQ (com precisdo de seis
casas decimais) para os seguintes valores de x:

@@ 0 (i) 0,4 (iii) 0,49 (iv) 0,499

) 1 (vi) 0,6 (vii) 0,51 (viii) 0,501

(b) Usando os resultados da parte (a), estime o valor da inclina-
¢d0 da reta tangente a curva no ponto P(0,5; 0).

(c) Use a inclinag@o obtida na parte (b) para achar uma equacio
da reta tangente a curva em P(0,5; 0).

(d) Esboce a curva, duas das retas secantes e a reta tangente.

Uma bola € atirada no ar com velocidade de 10 m/s. Sua altura

em metros apds ¢ segundos € dada por y = 10t — 4,9¢%

(a) Encontre a velocidade média para o periodo de tempo que co-
meca quando ¢ = 1,5 s e dura

i) 0,5s (i) 0,1s
(>iii) 0,05 s @iv) 0,01 s
(b) Estime a velocidade instantanea quando r = 1,5 s.

Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velo-
cidade de 10 m/s, sua altura (em metros) ¢ segundos mais tarde é
dada pory = 10r — 1,861

(a) Encontre a velocidade média entre os intervalos de tempo

dados:

 [1,2] (i) [1; 1,5]
@iv) [1;1,01] (v) [1; 1,001]
(b) Estime a velocidade instantdnea quando ¢t = 1.

(i) [1; 1,1]

m 0 Limite de uma Funcao

Tendo visto na se¢o anterior como surgem os limites quando queremos encontrar as tangen-
tes a uma curva ou a velocidade de um objeto, vamos voltar nossa atencdo para os limites em
geral e para os métodos de calculé-los.

Vamos analisar o comportamento da fung¢io f definida por f(x) = x* — x + 2 para valo-
res de x préximos de 2. A tabela a seguir fornece os valores de f(x) para valores de x proxi-

A tabela mostra a posi¢do de um ciclista.

t (segundos) | O 1 2 3 4 5
s (metros) 0 1,4 5,1 10,7 17,7 25,8

(a) Encontre a velocidade média nos periodos de tempo a seguir:

0 [1,3] G [2.3] i) [3,5]  @Gv) [3.4]

(b) Use o grafico de s como uma fung¢do de ¢ para estimar a ve-
locidade instantanea quando ¢ = 3.

O deslocamento (em centimetros) de uma particula se movendo
para frente e para trds ao longo de uma reta € dado pela equagdo
de movimento s = 2 sen w¢ + 3 cos 7¢, em que ¢ € medido em
segundos.

(a) Encontre a velocidade média em cada periodo de tempo:

@ [1,2] (i) [1; L1]

>iii) [1; 1,01] @iv) [1;1,001]

(b) Estime a velocidade instantinea da particula quando ¢ = 1.

O ponto P(1, 0) esté sobre a curva y = sen(107/x).

(a) Se Q for o ponto (x, sen(107 /x)), encontre a inclinagio da
reta secante PQ (com precisdo de quatro casas decimais) para
x=2,15,14,13,12,1,1,0,5,0,6,0,7,0,8 ¢ 0,9. As incli-
nagdes parecem tender a um limite?

(b) Use um gréfico da curva para explicar por que as inclinagdes
das retas secantes da parte (a) ndo estdo proximas da inclina-
¢do da reta tangente em P.

(c) Escolhendo as retas secantes apropriadas, estime a inclinacdo
da reta tangente em P.

mos de 2, mas nio iguais a 2.

X fx X f(x)
10 2,000000 3.0 8,000000
15 2750000 25 5.750000
1,8 3,440000 2,2 4,640000
1,9 3,710000 2,1 4,310000
1,95 3,852500 2,05 4,152500
4 1,99 3,970100 2,01 4,030100
- % % # > 1,995 3,985025 2,005 4,015025
Quan;),j;;de > 1,999 3,997001 2,001 4,003001

FIGURA 1

Da tabela e do grafico de f (uma pardbola) mostrado na Figura 1, vemos que quando x es-
tiver proximo de 2 (de qualquer lado de 2), f(x) tenderd a 4. De fato, parece que podemos tor-
nar os valores de f(x) tdo préximos de 4 quanto quisermos, ao tornar x suficientemente
préximo de 2. Expressamos isso dizendo que “o limite da fun¢fo f(x) = x*> — x + 2 quando
x tende a 2 € igual a 4”. A notagdo para isso €
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lin%(xz—x+2)=4

Em geral, usamos a seguinte notacao.

E] Definicdo Suponha que f(x) seja definido quando estd préximo ao niimero a. (Isso
significa que f € definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivel-
mente no proéprio a.) Entdo escrevemos

lim £(x) = L

e dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, € igual a L”

se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente préximos de L (tdo préximos de
L quanto quisermos), tornando x suficientemente préximo de a (por ambos os lados de
a), mas nao igual a a.

Grosso modo, isso significa que os valores de f(x) tendem a L quando x tende a a. Em ou-
tras palavras, os valores de f(x) tendem a ficar cada vez mais proximos do ndmero L & medida
que x tende ao nimero a (por qualquer lado de a), mas x # a. (Uma defini¢do mais precisa
serd dada na Seg¢do 2.4.)

Uma notacdo alternativa para

lim f(x) = L
é f(x) >L quando x—a

que geralmente € lida como “ f(x) tende a L quando x tende a a”.

Observe a frase “mas x # a” na defini¢do de limite. Isso significa que, ao procurar o limite
de f(x) quando x tende a @, nunca consideramos x = a. Na verdade, f(x) ndo precisa sequer
estar definida quando x = a. A tinica coisa que importa € como f esta definida proximo de a.

A Figura 2 mostra os gréficos de trés fun¢des. Note que, na parte (c), f(a) ndo estd defi-
nida e, na parte (b), f(a) # L. Mas, em cada caso, ndo importando o que acontece em a, € ver-
dade que lim,_., f(x) = L.

(@) (b) (©

FIGURA 2 lim f(x)=L nos trés casos

x—a

-1
[EEEI0EN Estime o valor de lim AN

=1 x2— 1"
SOLUCAD Observe que a funcdo f(x) = (x — 1)/(x* — 1) ndo esté definida quando x = 1,
mas isso ndo importa, pois a defini¢do de lim,_., f(x) diz que devemos considerar valores de
X que estdo proximos de a, mas ndo sdo iguais a a.
As tabelas a esquerda na préxima pédgina ddo os valores de f(x) (com precisdo de seis
casas decimais) para os valores de x que tendem a 1 (mas ndo sdo iguais a 1). Com base nes-
ses valores, podemos conjecturar que

81
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~1
lim ——— = 0.5
=1 x"— 1

O Exemplo 1 estd ilustrado pelo gréifico de f na Figura 3. Agora, vamos mudar ligeira-
mente f definindo seu valor como 2 quando x = 1 e chamando a funcéo resultante de g:

xz—l sex # 1
-1
gy =%
2 sex =1

Essa nova funcio g tem o mesmo limite quando x tende a 1 (veja a Figura 4).

y y
2 -+ °
~ox—1
Y=oy y=9()
0,5 ‘-\\\‘\ 0,5 «.\\\
T T
0 - x 0 1 x
FIGURA 3 FIGURA 4

JiE+9 =3
t? ’

[EETE0F] Estime o valor de lirré
t—

SOLUCAOD A tabela fornece uma lista de valores da fungdo para vérios valores de ¢ préximos
de 0.

VJi2+9 -3

t2

x<l1 f(x)
0,5 0,666667
0,9 0,526316
0,99 0,502513
0,999 0,500250
0,9999 0,500025
x> 1 f(x)
1,5 0,400000
1,1 0,476190
1,01 0,497512
1,001 0,499750
1,0001 0,499975
JVt2+9 =3
t —12
*=0,0005 0,16800
*=0,0001 0,20000
*+0,00005 0,00000
+0,00001 0,00000

*1,0 0,16228
*0,5 0,16553
*0,1 0,16662
+0,05 0,16666
+0,01 0,16667

A medida que 7 tende a 0, os valores da func@o parecem tender a 0,1666666 . . . e, assim, po-
demos conjecturar que

lim
t—0

\/t2+9—3_l

t2

6

O que aconteceria no Exemplo 2 se tivéssemos dado valores ainda menores para t? A ta-

Para maiores explicagBes do motivo de
calculadoras as vezes fornecerem valores
falsos, acesse na Trilha “Mentiras que a
minha calculadora e computador me
contaram”. Leia com atengéo o ftem

“0s perigos da subtragdo”.

bela ao lado mostra os resultados obtidos em uma calculadora; vocé pode observar que algo
estranho acontece.

Se voce tentar fazer esses cdlculos em sua calculadora, poderd obter valores diferentes,
mas finalmente vai obter o valor O para um ¢ suficientemente pequeno. Isso significa que a
resposta é realmente 0, e néo ¢? Néo, o valor do limite é §, como veremos na préxima segao.
O problema € que a calculadora dd valores falsos, pois +/t> + 9 fica muito préximo de 3
quando 7 € pequeno. (Na realidade, quando ¢ € suficientemente pequeno, o valor obtido na cal-
culadora para 1/t> + 9 € 3,000. . ., com tantas casas decimais quanto a calculadora for capaz
de fornecer).



Algo muito parecido acontece ao tentarmos fazer o grafico da fungio

foy = Y22

do Exemplo 2 em uma calculadora gréifica ou computador. As partes (a) e (b) da Figura 5
mostram graficos bem precisos de f'e, quando usamos o trace mode (se disponivel), podemos
facilmente estimar que o limite é de cerca de ;. Porém, se dermos um zoom, como em (c) e
(d), obteremos graficos imprecisos, novamente em virtude de problemas com a subtragio.
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0,2 0,2 4 V*‘
0,1 0,1

\ J - J

J

(a) [—5, 5] por [—0,1; 0,3]
FIGURA 5

(®) [-0,1; 0,1] por [—0,1; 0,3]

sen x

[EEITE] Faca uma estimativa de lim .

x—0 X

SOLUCAO A funcdo f(x) = (sen x)/x ndo estd definida quando x = 0. Usando uma calcula-
dora (e lembrando-se de que, se x € R, sen x indica o seno de um 4ngulo cuja medida em ra-
dianos € x), construimos a tabela ao lado usando valores com precisio de oito casas decimais.
Da tabela e do grafico da Figura 6, temos que

. sen x
lim =1
x—0 X

Essa suposicao estd de fato correta, como serd demonstrado no Capitulo 3 usando argumen-
tos geométricos.

y
_ senx
s *
FIGURA 6 ! s

[EEENOE Analise XILmO sen %

SOLUCAO Mais uma vez a fung¢fo f(x) = sen(s/x) ndo estd definida em 0. Calculando a fun-

¢do para alguns valores pequenos de x, temos
f(1)=senm =0 f(3) =sen2m =0

f(_%)zsenSTr:O f(£)=56n47r=0

f(0,1) = sen 10 = 0 £(0,01) = sen 1007w = 0

Da mesma maneira, £(0,001) = f(0,0001) = 0. Com base nessa informacéo, ficariamos ten-
tados a conjecturar que

. T
lim sen— = 0.
x—0 X

(¢) [-107°,107%] por [—0,1; 0,3]

(d) [=1077, 1077 por [—0,1; 0,3]

sen x
X
X
*1,0 0,84147098
*0,5 0,95885108
*0,4 0,97354586
*0,3 0,98506736
*0,2 0,99334665
*0,1 0,99833417
*0,05 0,99958339
+0,01 0,99998333
*0,005 0,99999583
+0,001 0,99999983

Sistemas de Computacao Algébrica
Os sistemas de computagdo algébrica
(SCA) tém comandos para calcular limites.
A fim de evitar falhas como as ilustradas
nos Exemplos 2, 4 e 5, eles ndao encontram
os limites por experimentagdo numérica.
Em vez disso, usam técnicas mais
sofisticadas, como o célculo de séries
infinitas. Se vocé tiver acesso a um SCA,
use o comando de limite para calcular os
limites nos exemplos desta se¢do e
verificar suas respostas para 0s exercicios
deste capitulo.
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FIGURA 7

5 cos 5x
X
10.000
1 1,000028
0,5 0,124920
0,1 0,001088
0,05 0,000222
0,01 0,000101
5 cos 5x
X
10.000
0,005 0,00010009
0,001 0,00010000
y
1
’
FIGURA 8

A fung¢do Heaviside

Dessa vez, no entanto, nossa conjectura estd errada. Observe que, embora f(1/n) = sennm = 0
para todo niimero inteiro 7, € também verdadeiro que f(x) = 1 para infinitos valores de x que ten-
dem a 0. Vocé podera ver isto a partir do grafico de f mostrado na Figura 7.

y=sen(7/x)

=t

_
—
E—

—_
=

As linhas tracejadas perto do eixo de y indicam que os valores de sen(7/x) oscilam entre
1 e —1 infinitas vezes quando x tende a 0 (veja o Exercicio 45).
Uma vez que os valores de f(x) ndo tendem a um ndmero fixo quando x tende a 0,

. T .
lim sen — ndo existe [ |
X

x—0

5
[EEIETHE Encontre lim <x3 + IC(C))SOO)(C) )

SOLUCAO Como antes, construimos uma tabela de valores. Pela primeira tabela A esquerda, pa-

rece que
cos 5x
lim | x* + =0
0 <x 10 000 )

Mas, se continuarmos com os valores ainda menores de x, a segunda tabela sugere que

10 000

5
fim (x® + <22} — 9000100 =
x—0 10 000

Mais tarde, veremos que lim,—o cos 5x = 1, e entdo segue que o limite € 0,0001.  m=—

Os Exemplos 4 e 5 ilustram algumas das armadilhas na conjectura sobre o valor de um li-
mite. E facil conjecturar um valor falso se usarmos os valores ndo apropriados de x, mas € di-
ficil saber quando parar de calcular valores. E, como mostra a discussio apds o Exemplo 2,
algumas vezes as calculadoras e os computadores dao valores falsos. Nas duas préximas se-
¢des, porém, vamos desenvolver métodos infaliveis no cdlculo de limites.

[EEEN A funcio de Heaviside, H, € definida por

H() — 0 set<0
1 set=0

[Essa func¢do, cujo nome homenageia o engenheiro elétrico Oliver Heaviside (1850-1925),
pode ser usada para descrever uma corrente elétrica que € ligada em r = 0.] Seu grafico estd

na Figura 8.
Quando 7 tende a 0 pela esquerda, H(z) tende a 0. Quando ¢ tende a O pela direita, H(z)

tende a 1. Nao hd um nimero tnico para o qual H(z) tende quando 7 tende a 0. Portanto,
lim,_.¢ H(f) ndo existe. [ |
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I Limites Laterais

Vimos no Exemplo 6 que H(¢) tende a 0 quando 7 tende a O pela esquerda, e H(¢) tende a 1
quando ¢ tende a O pela direita. Indicamos essa situacao simbolicamente escrevendo

lim Hf) =0 e limH@ =1
1—0~ 1—0*

O simbolo “# — 0~ indica que estamos considerando somente valores de ¢ menores que 0.
Da mesma forma, “¢ — 0*” indica que estamos considerando somente valores de ¢ maiores
que 0.

@ Definicao Escrevemos
lim 79 = L
e dizemos que o limite a esquerda de f (x) quando x tende a a [ou o limite d ef (x)

quando x tende a a pela esquerda] € igual a L se pudermos tornar os valores de f(x)
arbitrariamente préximos de L, para x suficientemente préximo de a e x menor que a.

Perceba que a Defini¢do 2 difere da Defini¢do 1 somente por necessitarmos que x seja
menor que a. De maneira semelhante, se exigirmos que x seja maior que a, obtemos ““o limite
a direita de f (x) quando x tende a a € igual a L” e escrevemos

lim flx) =1L

Dessa forma, o simbolo “x — a™” indica que estamos considerando somente x > a. Essas
definigdes estdo ilustradas na Figura 9.

) L L fx)

0 X — a X 0 a «— x X

(a) lim fix)=L (b) lim flx)=L FIGURA 9

x—a~ x—at

Comparando a Defini¢do 1 com as defini¢des de limites laterais, vemos ser verdadeiro o
que segue.

@ lim f(x) =L se e somente se lim f(x) =L e lim flx) =1L

[EEENFA O grifico de uma fungio g € apresentado na Figura 10. Use-o para estabelecer 47
os valores (caso existam) dos seguintes limites: 34

(a) lim g(x) (b) lim g(x) (¢) lim g(x) T /’”‘\
i .

(@ lim g(x) (e) lim g(x) (f) lim g(x)

85

SOLUCAO A partir do gréfico, vemos que os valores de g(x) tendem a 3 2 medida que os de x
tendem a 2 pela esquerda, mas tendem a 1 quando x tende a 2 pela direita. Logo

FIGURA 10
(a) lirg glx) =3 e (b) .lirg glx) =1

(c) Uma vez que sdo diferentes os limites a esquerda e a direita, concluimos de que
lim,_, g(x) nédo existe.
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1
X —
x2
*1 1
*0.,5 4
*0,2 25
*0.1 100
*0,05 400
*0,01 10.000
*0,001 1.000.000
FIGURA 11
y

y=£x)

N

FIGURA 12
lim f(x)=o

x—a

O grafico mostra também que

(d) lirg glx) =2 e (e) lirgl+ glx) =2

(f) Agora, os limites a esquerda e a direita sdo iguais; assim, de [3], temos

]irr; glx) =2

Apesar desse fato, observe que g(5) # 2. [

I Limites Infinitos

Encontre 1123 %, se existir.

SOLUCAD A medida que x tende a 0, x* também tende a 0, e 1/x? fica muito grande. (Veja a
tabela na margem.) De fato, a partir do grafico da fungdo f(x) = 1/x* da Figura 11, parece que
a fungdo f(x) pode se tornar arbitrariamente grande ao tornarmos os valores de x suficiente-
mente préximos de 0. Assim, os valores de f(x) ndo tendem a um ndmero, e ndo existe
lim,_o (1/x?%). [ ]

Para indicar o tipo de comportamento exibido no Exemplo 8 usamos a notacdo

lim Lz =
x—0 X
Isso ndo significa que consideramos % como um nimero. Tampouco significa que o limite
existe. Expressa simplesmente uma maneira particular de nfo existéncia de limite: 1/x* pode
ser tdo grande quanto quisermos, tornando x suficientemente perto de 0.
Em geral, simbolicamente, escrevemos

lim (x) = =

para indicar que os valores de f(x) tendem a se tornar cada vez maiores (ou “a crescer ilimi-
tadamente”) a medida que x se tornar cada vez mais proximo de a.

E] Definicdo  Seja fuma fun¢@o definida em ambos os lados de a, exceto possivel-
mente no proprio a. Entdo

lim /(x) = =

significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tdo gran-
des quanto quisermos) tornando x suficientemente préximo de a, mas ndo igual a a.

Outra notagdo para lim,_., f(x) = «é

f(x) > o quando x—a
Novamente, o simbolo < néo é um niimero; todavia, a expressao lim,_., f(x) = « é usual-
mente lida como
“o limite de f(x), quando x tende a a, é infinito”
ou “f(x) se torna infinito quando x tende a a”
ou “f(x) cresce ilimitadamente quando x tende a a”

Essa defini¢do estd ilustrada na Figura 12.
Um tipo andlogo de limite, para fun¢des que se tornam grandes em valor absoluto, porém
negativas, quando x tende a a, cujo significado estd na Defini¢do 5, € ilustrado na Figura 13.



@ Definicdo Seja fdefinida em ambos os lados de a, exceto possivelmente no pro-
prio a. Entao
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Quando dizemos que um ndmero é um “negativo
grande”, queremas dizer que ele é negativo, mas
que seu valor absoluto é grande.

lim f(x) = — y
X—a
. . e . . . x:a
significa que os valores de f(x) podem ser arbitrariamente grandes, porém negativos,
ao tornarmos x suficientemente préximo de a, mas ndo igual a a. /\
0 a X

O sfmbolo lim,_., f(x) = —o pode ser lido das seguintes formas: “o limite de f(x) quando y=£(x)
tende a a é menos infinito”, ou “f(x) decresce ilimitadamente quando x tende a a”. Como
exemplo, temos

i 1 FIGURA 13
)= —»
Ao\ ¥ lim f(x)=—o°
Definic¢des similares podem ser dadas no caso de limites laterais
lim f(x) = o lim f(x) = o
x—a~ x—at
lim f(x) = —o0 lim f(x) = —
x—a~ x—at
lembrando que “x — a”” significa considerar somente os valores de x menores que a, ao
passo que “x — a*” significa considerar somente x > a. [lustra¢des desses quatro casos sio
dados na Figura 14.
y y y y
— |
0 a X 0| a \\x 0 a X 0] a X
(@) lim f(x)=c (b) lim _f(x)=0° (0) lim f(x)=—0 (d) lim f(x)=—o°

FIGURA 14

@ Definicdo A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo
menos uma das seguintes condigdes estiver satisfeita:

lim () = = lim /(x) = = lim f(x) = =
lim /() = = lim /(x) = — lim /(x) = —

Por exemplo, o eixo y é uma assintota vertical da curvay = 1/x?, pois lim, o (1/x?) = o,
Na Figura 14, areta x = a é uma assintota vertical em cada um dos quatro casos considerados.
Em geral, o conhecimento de assintotas verticais € muito Util no esboco de graficos.

. 2x . 2x
[EEENE] Encontre lim e lim )
—3" x — 3 x—3" x — 3
SOLUCAD Se x estd proximo a 3 mas é maior que 3, entdo o denominador x — 3 é um nimero
positivo pequeno e 2x estd préximo a 6. Portanto, o quociente 2x/(x — 3) é um nimero po-
sitivo grande. Entdo, intuitivamente, temos que

. 2x
lim = o0
x—3" x — 3
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Analogamente, se x estd proximo a 3 mas € menor que 3, entdo x — 3 € um nimero negativo

y
pequeno, mas 2x ainda é um ndmero positivo (préximo a 6). Portanto, 2x/(x — 3) é um nd-
mero negativo grande. Assim,

5 +

. 2x
lim = —
0 =3 x—3
x=3
O gréficodacurva y = 2x/(x — 3) estd dado na Figura 15. A reta x = 3 é uma assintota ver-
tical. |
FIGURA 15 [EEENEDN Encontre as assintotas verticais de f(x) = tg x.
y SOLUCAD Como
sen x
tgx =
CoS X
1+ existem assintotas verticais em potencial nos pontos nos quais cos x = 0. De fato, como
; ; ; ; cosx — 0" quando x — (7/2)” e cosx — 0~ quando x — (7/2)", enquanto sen x é posi-
_37’7 Tz z 37” tivo quando x estd préximo de /2, temos
lim tgx = e lim tgx= —»
x—(m/2)" & x—=(m/2)*" &
Isso mostra que areta x = /2 é uma assintota vertical. Um raciocinio similar mostra que as
FIGURA 16 retas x = (2n + 1)7/2, onde n é um niimero inteiro, sdo todas assintotas verticais de
y=tgx f(x) = tgx. O gréfico da Figura 16 confirma isso. [
y Outro exemplo de uma fun¢do cujo gréafico tem uma assintota vertical € a fun¢do loga-
ritmo natural y = In x. Da Figura 17, vemos que
y=Inx
lim Inx = —»
0 1 x—07t
e, assim, a reta x = 0 (o eixo y) € uma assintota vertical. Na realidade, isso € vélido para
y = log, x desde que a > 1. (Veja as Figuras 11 e 12 na Se¢do 1.6.)
FIGURA 17

O eixo y é uma assintota vertical
da fungdo logaritmo natural.

m Exercicios

1. Explique com suas palavras o significado da equagdo
lin} fx) =5
E possivel que a equagdo anterior seja verdadeira, mas que
f(2) = 37 Explique.
2. Explique o que significa dizer que

_liIP, flx)=3 e

Nesta situagdo, € possivel que lim,—; f(x) exista? Explique.
3. Explique o significado de cada uma das notagdes a seguir.

(@) lim f(x) =<

M & L. L,
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

4. Use o gréfico dado de f para dizer o valor de cada quantidade, se
ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

@ lim f() O lim /()

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

() Tim /()

@ /@) © lmf@) O f@)
y
lim f() =7 -
A1 \
|
(®) Jim f() =~ o2 ;




5. Para a funcio f, cujo gréfico € dado, diga o valor de cada quanti-
dade indicada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

@ lim /() O lim [ © lim ()

@ lim /() © f03)

/|

6. Para a fun¢do  cujo grafico é dado, diga o valor da cada quanti-
dade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.
(a) lirgi h(x) (b) li[r% . h(x) (c) lin}3 h(x)
(d) n(=3)

(@) lim h(x) ® lim A(x)

(@) lim A(x) (h) h(0) (i) lim A(x)

(3 h?2) k) lgg h(x) O] lgg h(x)
y
L~

/1]

\
/
4] =210 2 | 4 |6 X
EEEEEEEEEN

1. Para a funcdo g cujo grafico é dado, diga o valor da cada quanti-
dade, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

@ limg®)  © limg@) (o) limg(0)

@ lim g(9) (e) lim g(9) (® lim g(?)

(2 9(2) (h) lim g(n)

8. Paraafuncdo R, cujo gréfico é mostrado a seguir, diga quem séo:
(a) lirr; R(x) (b) lirrg R(x)
©) lir_lgi R(x) @ liI_I%+R(x)

(e) As equacdes das assintotas verticais.
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\|/
\ \[
| I

9. Paraa funcdo f cujo grifico é mostrado a seguir, determine o se-
guinte:

@ lim f(n () lim (2
@ lim f() @ lim f(

(f) As equacdes das assintotas verticais.

I l
/)

(©) lim f(x)

\lf \
\

10. Um paciente recebe uma injecdo de 150 mg de uma droga a cada

4 horas. O gréifico mostra a quantidade f(r) da droga na corrente
sanguinea apos ¢ horas. Encontre

lim f() e

t—127

im - £ ()
e explique o significado desses limites laterais.
J(0)

300 1

BN
\\\\

11-12 Esboce o grifico da funcéo e use-o para determinar os valores
de a para os quais lim,_., f(x) existe:

1+x sex<-—1
1. f(x) = 4 x? se—1l<sx<1

2—x sex=1

1 +senx se x <O
12. f(x) = {cosx
sen x se x>

se0d=x=1m

[ 13-14 Use o gréfico da fungdo f para dizer o valor de cada limite, se

existir. Se nélo existir, explique por qué.

@ lim f() B lim [ (© limf(0)
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1 x*+x

13. f(x) = ]+—el/t 14. f(x) = m

15-18 Esboce o grafico de um exemplo de uma fungdo f que satisfaga
a todas as condigdes dadas.

15 lim f() =2, lim f() = ~2, f(1)=2

16. 1g(1)1 flx) =1, lggg flx) =-1, 13{ fx) =0,
lirg f(x) =1, f(@2)=1, f(0)nao ests definido

. Jim f(9 =4, lm f(9=2. lim /() =2,
f@) =3, f(=2)=1

18.

lim f(0) =2, lim f(9 =0, lim f()=3,
lim f() =0, f(0)=2, f(4)=1

19-22 Faga uma conjectura sobre o valor do limite (se ele existir) por
meio dos valores da fun¢éo nos nimeros dados (com precisdo de seis
casas decimais).
9. 1i x*—2x
e x*=x-2
x=125,2,1,205,2,01,2,005,2,001,
19,195,199,1,995,1,999

20, fim —2 =2

. lim ——mM88,

=1 x> —x—2
x=0,-05,-09, -0,95,-0,99, —0,999,
-2,—-15,-1,1,—-1,01, —1,001
et —1—x

21. lm(1) ———, x=1=1,*05, 0,1, 0,05, 0,01
xX—> X

22.

1ir(r)1+xln(x + x*), x=1,05,0,1,0,05,0,01,0,005,0,001

23-26 Use uma tabela de valores para estimar o valor do limite. Se
vocé tiver alguma ferramenta gréfica, use-a para confirmar seu re-

sultado.
VJxt+t4 =2 tg 3

3. lim Y ——= 2. lim =

x—0 X =0 tg 5x

6 __ 1 9x _ X

25. lim %. lim

x—1 x5 — ] x—0 X

1 21. (a) A partir do gréfico da fungdo f(x) = (cos 2x — cos x)/x2 e

dando zoom no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime
o valor de lim,— f(x).
(b) Verifique sua resposta da parte (a), calculando f(x) para va-
lores de x que se aproximem de 0.
(a) Estime o valor de
sen x

lim
x—0 sen mx

tragando o gréfico da fungdo f(x) = (sen x)/(sen 7x). Fornega
sua resposta com precisdo de duas casas decimais.

29—

29.

31.

33.

35.

37.

(b) Verifique sua resposta da parte (a) calculando f(x) para valo-
res de x que se aproximem de 0.

37 Determine o limite infinito.
o xt2 . x+2
lim 30. lim
o3t x4+ 3 =3 x+3
2—x e’
lim— 32. lim ———
x—1 (x — ])2 x—5" (x — 5)3
_lir3n+ In(x2 —9) 34. lim cotx
. . x2 = 2x
lim xcscx 36. lim ———
x—27~ 2" x°—4x + 4
oo x2—2x—8
lim

=2t x2 = 5x + 6

38.

39.

0.

a.

4.

44,

A

(a) Encontre as assintotas verticais da fung@o
X+
Y 3x — 2x?

(b) Confirme sua resposta da parte (a) fazendo o grafico da fung@o.

Determine lim —
-l x0 — 1

(a) calculando f(x) = 1/(x* — 1) para valores de x que se apro-
ximam de 1 pela esquerda e pela direita,

(b) raciocinando como no Exemplo 9, e

(c) a partir do gréfico de f.

(a) A partir do gréfico da fungdo f(x) = (tg 4x)/x e dando zoom
no ponto em que o grafico cruza o eixo y, estime o valor de
lim, o f(x).

(b) Verifique sua resposta da parte (a) calculando f(x) para va-
lores de x que se aproximam de 0.

(a) Estime o valor do limite lim,_o (1 + x)"* com cinco casas
decimais. Esse nimero lhe parece familiar?

(b) Tlustre a parte (a) fazendo o gréfico da fungdio y = (1 + x)'/*.

(a) Faga o grifico da fungdo f(x) =e* + In|x — 4| para
0 =< x = 5. Vocé acha que o gréfico é uma representacio pre-
cisade f?

(b) Como vocgé faria para que o gréfico represente melhor f?

. (a) Avalie a fungdo f(x) = x? — (2*/1.000) para

x=1,08,0,6,04,02,0,1 ¢ 0,05, e conjecture qual o valor de

2 2)(
-
1.000

(b) Avalie f(x) parax = 0,04,0,02,0,01, 0,005, 0,003 ¢ 0,001.
Faca uma nova conjectura.

lim

x—0

(a) Avalie h(x) = (tg x — x)/x’ para
x=1,0,5,0,1,0,05,0,01 ¢ 0,005.
tgx — x

(b) Estime o valor de lim 3

x—0 X

(c) Calcule h(x) para valores sucessivamente menores de x até
finalmente atingir um valor de 0 para h(x). Vocé ainda estd
confiante que a conjectura em (b) estd correta? Explique
como finalmente obteve valores 0. (Na Secdo 4.4 veremos
um método para calcular esse limite.)

(d) Faga o gréfico da fun¢do & na janela retangular [—1,1]
por [0, 1]. D& zoom até o ponto onde o grifico corta o eixoy
para estimar o limite de h(x) quando x tende a 0. Continue
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dando zoom até observar distor¢des no gréfico de h. Compare  [f447. Use um grafico para estimar as equagdes de todas as assintotas
com os resultados da parte (c). verticais da curva

45. Faca o grifico da fungdo f(x) = sen(w/x) do Exemplo 4 na ja-

R . y = tg(2 sen x) —-T<x<mT
nela retangular [—1, 1] por [—1, 1]. Entdo d& um zoom em dire-
¢do a origem diversas vezes. Comente o comportamento dessa Encontre, entdo, as equagdes exatas dessas assintotas.
fungio. F948. (a) Use evidéncias numéricas e gréficas para fazer uma conjec-

46. Na teoria da relatividade, a massa de uma particula com veloci- tura sobre o valor do limite

dade v é lim -1
mo x—1 \/.; -1
T — /2 s p . ~
I =Yc (b) A que distancia de 1 devera estar x para garantir que a fun¢éo
onde m, ¢ a massa da particula em repouso e c, a velocidade da da parte (a) esteja a uma distancia de 0,5 de seu limite?
luz. O que acontece se v — ¢~ ?

m=

m Calculos Usando Propriedades dos Limites

Na Secdo 2.2 empregamos graficos e calculadoras para fazer conjecturas sobre o valor de li-
mites, mas vimos que esses métodos nem sempre levam a respostas corretas. Nesta secfo usa-
remos as Propriedades dos Limites, para calculd-los.

Propriedades dos Limites Supondo que ¢ seja uma constante e os limites
lim f(x) e lim g(x)
X—a xX—a

existam, entao

1 lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
2. lim [f(x) = g(x)] = lim £(x) — lim g(x)
3 lim [¢f(0)] = ¢ lim f(x)

4. lim [f(x) g()] = lim f(x) - lim g(x)

f(x) _ hmf(x)

X—a

. lim =-"——— selimg(x) #0
o g(x) limgx)

Essas cinco propriedades podem ser enunciadas da seguinte forma:

1. O limite de uma soma € a soma dos limites. Propriedade da Soma

2. O limite de uma diferenca € a diferenca dos limites. Propriedade da Diferenca

3. O limite de uma constante multiplicando uma fungfo € a constante multiplicando o limite ~ Propriedade da Multiplicacdo por
desta fungdo. Constante

4. O limite de um produto € o produto dos limites.
5. O limite de um quociente € o quociente dos limites (desde que o limite do denominador  Propriedade do Produto
ndo seja zero). Propriedade do Quociente

E fécil acreditar que essas propriedades sio verdadeiras. Por exemplo, se f(x) estiver pré-
ximo de L e g(x) estiver proximo a M, é razodvel concluir que f(x) + g(x) estd préximo a
L + M. Isso nos dd uma base intuitiva para acreditar que a Propriedade 1 € verdadeira. Na
Secdo 2.4 daremos uma definicdo precisa de limite e a usaremos para demonstrar essa pro-
priedade. As demonstra¢des das propriedades remanescentes encontram-se no Apéndice F.
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74 of 1

FIGURA 1

Propriedade da Poténcia

[EETI0EN Use as Propriedades dos Limites e os graficos de fe g na Figura 1 para calcular

os seguintes limites, se eles existirem.
@ lim [7() + 5] ) lm[Wg]  (© lim=
SOLUCAO
(a) Dos gréficos de fe g vemos que

lir£12 flx) =1 e _lirr_12 glx) = —1
Portanto, temos

111’1712 [f(x) + Sg(x)] = 1111}2 f(x) + 1111}2 [Sg(x)] (pela Propriedade 1)

lim f(x) + 5 lim g(x) (pela Propriedade 3)
x—=2 x—>=2

1+5(-1)=-4
(b) Vemos que lim,_.; f(x) = 2. Mas lim,_, g(x) ndo existe, pois os limites & esquerda e a
direita sdo diferentes:

lim g(x) = =2 lir? glx) = —1

x—1- x—1t

Assim, ndo podemos usar a Propriedade 4 para o limite solicitado. Mas podemos usar a Pro-
priedade 4 para os limites laterais:

Jim [f(g] =2+ (=2 = =4 lim [f(g()] =2 (=1) = =2

Os limites a esquerda e a direita ndo sdo iguais, logo lim,_ [ f(x)g(x)] ndo existe.
(c) Os gréficos mostram que
lirr; flx) =14 e hrr; glx) =0
Como o limite do denominador € 0, ndo podemos usar a Propriedade 5. O limite dado néo existe,

pois o denominador tende a 0, enquanto o numerador tende a um nimero diferente de 0. =

Usamos a Propriedade do Produto repetidamente com g(x) = f(x) para obter a seguinte
equacao.

6. 112; [fF)]" = [112 f (x)]" onde 7 é um inteiro positivo

Para aplicar essas seis propriedades, vamos precisar usar dois limites especiais:

7. limc =c¢ 8. limx=a

x—a x—a

Esses limites sdo 6bvios do ponto de vista intuitivo (expresse-os em palavras ou esboce
os graficos de y = c e y = x), mas as demonstragdes baseadas na defini¢@o precisa serdo pe-
didas nos exercicios da Sec¢do 2 .4.

Se pusermos agora f(x) = x nas Propriedades 6 ¢ 8, vamos obter outro limite especial
util.

9. lim x" = qa” onde n € um inteiro positivo

X—a

Um limite similar é vdlido para as raizes da forma a seguir. (Para as raizes quadradas, a
demonstragdo estd esbocada no Exercicio 37 da Secdo 2.4.)



10. lim Vx = Va

x—a

onde n é um inteiro positivo

(Se n for par, supomos que a > 0.)

De forma mais geral, temos a seguinte Propriedade, que serd demonstrada na Se¢do 2.5
como consequéncia da Propriedade 10.

1. lim Jf(x) = \”/liin f(x)

onde n é um inteiro positivo

[Se n for par, supomos que lim f(x) > 0.]

@I Calcule os limites a seguir justificando cada passagem.

4+ 2x7 -1
(a) lim (2x2 — 3x + 4) (b) lim — = —
e x—>—2 5—3x
SOLUCAO
(a) ling 2x*—3x+ 4) = linSl (2x%) — lin} (3x) + lirr§4

(pelas Propriedades 2 e 1)

=2limx* — 3limx + lim 4

x—5 x—5 x—5

(pela Propriedade 3)

=2(5%) — 3(5) + 4

(pelas Propriedades 9, 8 e 7)
= 39.

(b) Comegamos aplicando a Propriedade 5, mas seu uso sé ficard completamente justificado
no ultimo passo, quando virmos que os limites do numerador e do denominador existem e o
do denominador néo € 0.

oxi oo lim G20 )
lim = ; (pela Propriedade 5)
x—-2 5 —13x hm2 (5 - 3x)

lim x> + 2 lim x*> — lim 1

_ x—>=2 x—>=2 x—>=2

" - (pelas Propriedades 1,2 e 3)
lim 5 — 3 lim x

x—>=2 x—>—2
(=2) + 2(=2) — 1 _
= 5 _ 3(_2) (pelas Propriedades 9, 8 e 7)
__1 —
11

OBSERVACAO: Se tornamos f(x) = 2x* — 3x + 4, entdo f(5) = 39. Em outras palavras,
terfamos obtido a resposta correta no Exemplo 2(a) substituindo x por 5. Analogamente, a
substituicdo direta fornece a resposta correta na parte (b). As fungdes no Exemplo 2 sdo po-
linomial e racional, respectivamente, e o uso similar das Propriedades dos Limites demons-
tra que a substituic@o direta sempre funciona para essas fungdes (veja os Exercicios 55 e 56).
Enunciamos esse fato a seguir.

Propriedade de Substituicao Direta Se f for uma funcao polinomial ou racional e a estiver
no dominio de f, entdo

lim £(x) = f(a)

As fungdes que possuem essa propriedade de substituicdo direta, chamadas de continuas
em a, serdo estudadas na Sec¢do 2.5. Entretanto, nem todos os limites podem ser calculados pela
substitui¢do direta, como mostram os exemplos a seguir.
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Propriedade da Raiz

Newton e os Limites

Isaac Newton nasceu no Natal, em 1642,
ano da morte de Galileu. Quando entrou na
Universidade de Cambridge em 1661,
Newton ndo sabia muito de matemética,
mas aprendeu rapidamente lendo Euclides e
Descartes e frequentando as aulas de Isaac
Barrow. Cambridge foi fechada devido a
praga em 1665 e 1666, e Newton voltou
para casa para refletir sobre o que
aprendeu. Esses dois anos foram
incrivelmente produtivos, pois neste tempo
ele fez quatro de suas principais
descobertas: (1) suas representagdes de
fungBes como somas de séries infinitas,
incluindo o teorema binominal; (2) seu
trabalho sobre o célculo diferencial e
integral; (3) suas leis de movimento e da
gravitagdo universal; e (4) seus
experimentos com prismas sobre a natureza
da luz e da cor. Devido ao medo de
controvérsias e criticas, Newton relutou em
publicar suas descobertas, e ndo o fez até
1687, quando, a pedido do astrénomo
Halley, publicou Principia Mathematica.
Neste trabalho, o maior tratado cientifico ja
escrito, Newton tornou publica sua versao
de cdlculo e usou-a para pesquisar
mecanica, dindmica de fluidos e movimentos
de ondas, e explicar o movimento de
planetas e cometas.

0 inicio do calculo é encontrado nos
calculos de areas e volumes pelos gregos
antigos, como Eudoxo e Arquimedes. Embora
aspectos da ideia de um limite estejam
implicitos em seu “método de exaustdo”,
Eudoxo e Arquimedes nunca formularam
explicitamente o conceito de limite. Da
mesma maneira, matematicos como
Cavalieri, Fermat e Barrow, precursores
imediatos de Newton no desenvolvimento de
calculo, ndo usaram limites realmente. Foi
Isaac Newton quem primeiro falou
explicitamente sobre limites. Explicou que a
ideia principal de limites € que as
quantidades “se aproximam mais do que por
qualquer diferenca dada”. Newton declarou
que o limite era um conceito bésico no
célculo, mas foi deixado para outros
matematicos posteriores, como Cauchy
esclarecer suas ideias sobre limites.
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y=f(x)

3+ °

FIGURA 2
Gréficos das funcdes f (do
Exemplo 3) e g (do Exemplo 4)

x2—1

[EETINE] Encontre lim T

x—>1 X —

SOLUCAOD Seja f(x) = (x* — 1)/(x — 1). Ndo podemos encontrar o limite substituindo x = 1
porque f(1) ndo estd definido. Nem podemos aplicar a Propriedade do Quociente porque o li-
mite do denominador € 0. De fato, precisamos fazer inicialmente algumas operacdes algébri-
cas. Fatoramos o numerador como uma diferenca de quadrados:

=1 (x—Dk+1)
x—1

x—1

O numerador e o denominador t&€m um fator comum, que € x — 1. Ao tornarmos o limite
quando x tende a 1, temos x # 1 e, assim, x — 1 # 0. Portanto, podemos cancelar o fator
comum e calcular o limite, como segue:

x—Dkx+1)
x—1

lim = lim

x—1 X — 1 x—1

= lirr} x+1

O limite nesse exemplo ja apareceu na Secdo 2.1, quando tentdvamos encontrar a tangente a
pardbola y = x?no ponto (1,1). [

OBSERVACAO: No Exemplo 3 conseguimos calcular o limite substituindo a fun¢do dada
f(x) = (x* = 1)/(x — 1) por outra mais simples, g(x) = x + 1, que tem 0 mesmo limite. Isso
é vilido porque f(x) = g(x), exceto quando x = 1e, no computo de um limite, quando x tende
a 1, ndo consideramos o que acontece quando x € exatamente igual a 1. Em geral, temos o se-
guinte fato ttil.

Se f(x) = g(x) quando x # a, entdo lim f(x) = lim g(x), desde que o limite exista.

[EETENEY Encontre lirrll g(x) onde

x+1 sex#1
glx) =
ar

sex =1

SOLUCAD Aqui g estéd definidaem x = 1 e g(1) = r, mas o valor de um limite, quando x tende
a 1, ndo depende do valor da fungéio em 1. Como g(x) = x + 1 para x # 1, temos

lin} glx) = lin} x+1)=2 [ |

Observe que os valores das funcdes nos Exemplos 3 e 4 sdo idénticos, exceto quando
x = 1 (veja a Figura 2), e assim elas tém o mesmo limite quando x tende a 1.

34+ h)?—-09
EEETE Calcule %in(l)(—).

SOLUCAD Se definirmos
G +h—9

F(h) = W

entdo, como no Exemplo 3, ndo podemos calcular lim,_.o F(h) fazendo 7 = 0, uma vez que
F(0) ndo estd definida. Mas, se simplificarmos algebricamente F(%), encontraremos que
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O+6h+h)—9 O6h+h

Fh) = h h

=6+ h

(Lembre-se de que consideramos apenas & # 0 quando fazemos 4 tender a 0.) Assim,

. B+h*-9
hm—

h—0 h

Ji2+9 =3

t2

=%irr(1)(6+h)=6 [ |

TGN Encontre lim
t—0

SOLUCAO Nio podemos aplicar a Propriedade do Quociente de imediato, uma vez que o limite
do denominador € 0. Aqui as operagdes algébricas preliminares consistem em racionalizar o
numerador:

\/t2+9—3_1_ VEE+9 -3 JrP+9 +3

Pt £ = 12 JiP+9 +3
. #+9 -9
= 11m2—
=0 (V2 + 9 +3)
tZ
=lim ————

=0 (12 + 9 +3)

= lim

1
=0 17+ 9 +3

1

flim (12 +79) + 3
—

Esse cdlculo confirma a conjectura que fizemos no Exemplo 2 da Se¢do 2.2. [

Para alguns limites, € melhor calcular primeiro os limites laterais (a esquerda e a direita).
O seguinte teorema € um lembrete do que descobrimos na Se¢do 2.2, isto €, que o limite bi-
lateral existe se e somente se ambos os limites laterais (a esquerda e a direita) existem e sdo
iguais.

m Teorema lim f(x) = L se, e somente se lim f(x) =L = lim fx)

Quando calculamos limites laterais, aproveitamos o fato de que as Propriedades dos Li-
mites sdo validas também para eles.

[EGETENF] Mostre que lim |x| = 0.
SOLUCAD Lembre-se de que

||_ X sex=0
* —x sex<O0

y=|x|

95

Uma vez que |x| = x para x > 0, temos

_ _ FIGURA 3
lim |x| = lim x =0
x—07t x—07t

Para x < 0, temos | x| = —x e, assim,

lim |x| = lim (—x) =0
x—0~ x—0~
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0 resultado do Exemplo 7 parece plausivel
pela Figura 3.

FIGURA 4

Mostra-se no Exemplo 3 da Segéo 2.4 que

lim,o- /X = 0.
y
0 4
FIGURA 5

Outras notag@es para [x] sdo [x] e | x].
A fungdo maior inteiro é as vezes chamada
de fungéo piso.

y

4 + —0
3+ —o

21 o y=[x]
1+ —0

FIGURA 6
Funcdo maior inteiro

Portanto, pelo Teorema 1,

lim |x| =0 [
X
2N Demonstre que lirré u ndo existe.
x— X
_ S X
SOLUCAO Iim — = 1lim —=lim 1 =1
x—0t X x—0t x x—0t
X —
lim u— lim — = lim (—1) = —1
x—0" X x—0 X x—0

Uma vez que os limites laterais a esquerda e a direita sdo diferentes, segue do Teorema 1 que
lim,—o |x|/x ndo existe. O gréfico da fungdo f(x) = |x|/x é mostrado na Figura 4 e confirma
os limites laterais que encontramos. [

EGETE] Se
8 —2x sex<4

Fl) = {\/x —4 sex>4

determine se lim,_4 f(x) existe.

SOLUCAD Uma vez que f(x) = +/x — 4 para x > 4, temos

lim f(x) = lim V¥~ 4 =4~ 4 =0
Uma vez que f(x) = 8 — 2x para x < 4, temos
lirEf(x)Z lirE(8—2x)=8—2-4=0

Os limites laterais (a esquerda e a direita) sdo iguais. Dessa forma, o limite existe e vale
lirri f(x)=0.

O grifico de f ¢ exibido na Figura 5. [ |

[EEENEN A fungiio maior inteiro € definida por [x] = o maior inteiro que € menor que
ou igual a x. (Por exemplo, [4] = 4,[4,.8] = 4, =] = 3, [[\/5]] =1, [[—%]] = —1.) Mostre
que lim,_; [x] ndo existe.

SOLUCAD O gréfico da fungdo maior inteiro € exibido na Figura 6. Uma vez que [[x]] = 3 para
3 < x < 4, temos

x]—1>1j3n+ HX]] - x]—1>1j3n+3 =3
Uma vez que [x] = 2 para2 < x < 3, temos

lil’g [x] = 1i1§12 =2

Como esses limites laterais ndo sdo iguais, pelo Teorema 1, lim,_; [x] ndo existe. .

Os préximos dois teoremas dao duas propriedades adicionais dos limites. Suas demons-
tragdes podem ser encontradas no Apéndice F.
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@ Teorema Se f(x) < g(x) quando x estd pr6ximo a a (exceto possivelmente em

a) e os limites de f e g, ambos existem quando x tende a a, entao

lim f(x) < lim g(x)

\ y
E] Teorema do Confronto Se f(x) < g(x) < h(x) quando x estd préximo a a (exceto LI ~
ossivelmente em a) e |
possivi a) - |
lim f(x) = lim A(x) = L |
xX—a X—a O a
entdo lim g(x) = L FIGURA 7

O Teorema do Confronto, algumas vezes chamado Teorema do Sanduiche ou do Impren-
samento, estd ilustrado na Figura 7. Ele diz que se g(x) ficar imprensado entre f(x) e h(x) nas
proximidades de a, e se f e h tiverem o mesmo limite L em a, entdo ¢ sera forcada a ter o
mesmo limite L em a.

1
[EEENEEN Mostre que lim0 x*sen— = 0.
xX—> X
SOLUCAD Observe primeiro que nio podemos usar

Q)] lim x? senl = lim x? * lim senl
x—0 X x—0 x—0 X
porque lim,_., sen(1/x) ndo existe (veja o Exemplo 4 da Secdo 2.2).

Ao invés disso, aplicamos o Teorema do Confronto de modo que precisamos encontrar
uma fungio fmenor que g(x) = x* sen(1/x) e uma fungfo 2 maior que g tal que f(x) e h(x) ten-
dam a 0. Para fazer isso, usamos nosso conhecimento da fung@o seno. Como o seno de qual-
quer ndmero estd entre —1 e 1, podemos escrever

(4] —1$senl$1

Qualquer inequagdo permanece verdadeira quando multiplicada por um nidmero positivo. Sa-
bemos que x? = 0 para todos os valores de x e entdo, multiplicando cada lado das inequacdes \
em [4] por x?, temos

—x? < x*sen— < x?
X
como ilustrado na Figura 8. Sabemos que
lim =0 e lim (—x*) =0 FIGURA 8
‘ y=x? sen(1/x)
Tomando-se f(x) = —x?, g(x) = x* sen(1/x), e h(x) = x* no Teorema do Confronto, obtemos
1
limx*sen— =0 [

x—0 X
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m Exercicios

1.

Dado que

lin% flx) =4 Im% glx) = =2 lin% h(x) =0
encontre, se existir, o limite. Caso ndo exista, explique por qué.

@ lm[f() + 5900 ® lim [g(P

(© lim Vf() () lim 3f(x)
o =2 g(x)
im .  g(h()
© 1 (0 tim =205

Os grificos de fe g sdo dados. Use-os para calcular cada limite.
Caso nio exista, explique por qué.

y k y J
| y=g(x) s

y=fx)

(@) lim [f(x) + g(x)] (b) lim [(x) + g(x)]

(d) lim S
=1 g(x)

(® lim 3+ (9

() lim [f(x)g(x)]

(©) lim [/ ()]

3-9 Calcule o limite justificando cada passagem com as Propriedades
dos Limites que forem usadas.

3. lin}2 BGx*+2x2—x+1)
4. liry] (x* = 3x)(x% + 5x + 3)
=2
5 lim —5——— 6. lim u*+ 3u + 6
=22t =3t + 2 u—-2
-2 Y
. 3 _ 2 3 . -
7. }13%(1 +Jx)2 —6x*+x%) 8 }g‘;(ts — 3l+5>
. 2x2 + 1
9. lim/————
x—2 3x — 2
10. (a) O que ha de errado com a equagdo a seguir?

(b) Em vista de (a), explique por que a equacio

+x—6
lim 22 — im (x + 3)
x—2 X — 2 x—2

esta correta.

& L. .
E necessdrio o uso de uma calculadora grafica ou computador

11-32 Calcule o limite, se existir.

. x2+x—6 x>+ 5x+4
1" lim———— 12. lim ————
=2 X — 2 x——4 x*+ 3x — 4
x> =—x+6 . x? — 4x
13. lim ———— 14, lim ———
=2 x =2 x—-1 x°—3x — 4
51 ) 5. 1 2x* 4+ 3x + 1
. lim ————— . lim —————
—=32t* + Tt + 3 -1 x2—2x — 3
-5+ h?—-25 2+ h)°—8
17. lim¥ 18. 11111#
h—0 h h—0 h
Coox+2 AR |
19. Xlilzlzm 20. }EIII t3 1
. W9+ h -3 Vau +1 -3
21. lim 22. llm———
h—0 h u—2 u — 2
1 1
— + —
4 X X2+ 2x+ 1
23. lim 24, lim 2
x—-4 4 X x—-1 x"—1
Vit =1 —1t 1 1
25 lim—————— 26. lim (— - = )
(—0 t =0 \ t -+t
4 - 3+h) "' -3
21. lim —‘/;2 2. fim O N
=16 16x — x h—0 h
1 1 VX2 +9 -5
29, lim | ——— — — 30. lim “Y—— 2
=0 \ ty/1 + ¢ t x4 x+4
1
+h) —x° +h X
31, fim T T 2. fim ST
h—0 h h—0 h
33. (a) Estime o valor de
I al
im——
=0 /1 +3x — 1
tragando o gréfico da fungdo f(x) = x/(v/1 + 3x — 1)
(b) Faga uma tabela de valores de f(x) para x proximo de O € es-
time qual serd o valor do limite.
(c) Use as Propriedades dos Limites para mostrar que sua esti-
mativa estd correta.
34. (a) Use um gréfico de
V3+x -3
f) =—""—"—
X
para estimar o valor de lim,_,, f(x) com duas casas decimais.
(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar o limite com
quatro casas decimais.
(c) Use as Propriedades dos Limites para encontrar o valor exato
do limite.
35. Use o Teorema do Confronto para mostrar que

lim, . (x* cos 207rx) = 0. Ilustre, fazendo os gréficos das fun-
coes f(x) = —x2% g(x) = x2cos 20mx e h(x) = x* na mesma
tela.

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



36.

317.

38.

39.

40.

Empregue o Teorema do Confronto para mostrar que

T
lin‘é Va3 + x2 sen— = 0.
x> X

Ilustre, fazendo os graficos das fungdes f, g e & (como no Teo-
rema do Confronto) na mesma tela.

Se4x — 9 < f(x) < x> — 4x + 7 parax = 0, encontre

lin} f(x).

Se 2x < g(x) < x* — x* 4+ 2 para todo x, avalie lin} g(x).

. 2
Demonstre que lim x*cos — = 0.
x—0 X

Demonstre que lim+\/; s =,
x—0

41-46 Encontre, quando existir, o limite. Caso ndo exista, explique

por qué.
. . 2x+ 12
4. lim (2x +]x—3 |) 42. lim ——
x—3 x——6 |x + 6|
B lim ! a0, tim 2]
. lim —————7 . lim ———
x=05= | 2x% — x?| =2 24 x

. 1 1 . 1 1
Iim | —— — 46. lm (— — —
S \x T AT

45.
47. A funcdo sinal, denotada por sgn, € definida por
-1 sex<O0
sgnx = 0 sex=0
1 sex>0
(a) Esboce o grafico dessa fungao.
(b) Encontre ou explique por que nio existe cada um dos limites
a seguir.
@) xlir(g sgn x (i) th}— sgn x
(iii) hn% sgn x (iv) liII(l) |sgn x|
48. Seja
Fo) = x*+1 sex<l1
* (x—=12)7 sex=1
(a) Encontre lim, ;- £(x) e lim,—,+ f(x).
(b) lim ,—; f(x) existe?
(c) Esboce o grifico de f.
) xX+x—6
49. Sejag(x) = —F—77
|x = 2]
(a) Encontre
(i) lim g(x) (i) lim ¢(x)
(b) lim, ., g(x) existe?
(c) Esboce o grifico de g.
50. Seja
X sex <1
) = 3 sex =1
g 2—x*sel<x<2
x—3 sex>2

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.
63.
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(a) Determine as quantidades a seguir, se existirem.
(M lim g Gi) limg(x) (D) g(1)
(iv) lim g(x) (v) lim g(x) (vi) lim g(x)

(b) Esboce o grifico de g.

(a) Se o simbolo [ ] denota a fungdo maior inteiro do Exemplo
10, calcule
(1) lim [x] @i) lim [x]

x——2% x—>-2

(b) Se n for um inteiro, calcule
(@) lim [x] i) lim [x]

(c) Para quais valores de a o limite lim,_, [x] existe?

(i) Tim ]

Sejaf(x) = [cos x], —7 < x < 7.
(a) Esboce o grifico de f.
(b) Calcule cada limite, se existir

) lim £() (i) lim £

(i) lim f) (v lim f()

(c) Para quais valores de a o limite lim,_., f(x) existe?

Se f(x) = [x] + [—x], mostre que existe lim,_,, f(x), mas que
ndo € igual a f(2).

Na Teoria da Relatividade, a férmula da contra¢do de Lorentz

L= Loy/1 — v?/c?
expressa o comprimento L de um objeto como uma funcio de
sua velocidade v em relagdo a um observador, onde L, € o com-
primento do objeto em repouso e ¢ € a velocidade da luz. En-
contre lim, ..~ L e interprete o resultado. Por que € necessario o
limite a esquerda?
Se p for um polinémio, mostre que lim_, , p(x) = p(a).
Se r for uma funcio racional, use o Exercicio 55 para mostrar
que lim__,, r(x) = r(a) para todo nimero a no dominio de r.

-8
Se lin} f(x)—l = 10, encontre lin} f(x).
x— X — x—
Se lim0 ]L)ZC) = 5, encontre os seguintes limites.
x— X
(a) lim f(x) (b) lim @
x—0 x—0 X

Se

2 se x é racional

f = {’5

demonstre que lim,_. f(x) = 0.

se x € irracional

Mostre por meio de um exemplo que lim,—., [ f(x) + g(x)] pode
existir mesmo que nem lim,_., f(x) nem lim,_., g(x) existam.
Mostre por meio de um exemplo que lim,_., [ f(x) g(x)] pode
existir mesmo que nem lim,_., f(x) nem lim,_., g(x) existam.

V6 —x —2
—x —1
Existe um ntimero a tal que

Calcule lim

x—2

2+ ax+a+3
xX2+x—2
exista? Caso exista, encontre a e o valor do limite.

lim

x—>-2
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64. A figura mostra um circulo fixo C; de equagio y
(x = 1) + y2 =1 e um circulo C,, a ser encolhido, com raio r
e centro na origem. P é o ponto (0, r), O € o ponto de intersecgio P
superior dos dois circulos, e R € o ponto de intersec¢do da reta PQ
com o eixo x. O que acontecerd com R quando C, se contrair, isto

é,quandor — 0"?

G

/= A Definicao Precisa de um Limite

E costume usar a letra grega & (delta)
nessa situagao.

A definicdo intuitiva de limite dada na Secdo 2.2 € inadequada para alguns propdsitos, pois
frases como “x estd proximo de 2” e “f(x) aproxima-se cada vez mais de L” sdo vagas. Para
sermos capazes de demonstrar conclusivamente que

5
im (0 + 22 ) — 00001 ou  lim -t —
ity 10.000

devemos tornar precisa a definicao de limite.
Para chegar a defini¢do precisa de limite, consideremos a funcdo

f(x)={2x_1 sex # 3

6 sex =3

E intuitivamente claro que quando x estd préximo de 3, mas x # 3, entdo f(x) estd préximo
de 5 e, sendo assim, lim,_; f(x) = 5.

Para obter informagdes mais detalhadas sobre como f(x) varia quando x estd préximo de
3, fazemos a seguinte pergunta:

Quio préximo de 3 deverd estar x para que f(x) difira de 5 por menos que 0,1?

flx) =5

, e a distdncia de f(x) a5 é

A distAnciade xa3 é |x — 3
¢ achar um ntimero 0 tal que

, logo, nosso problema

| f(x) — 5] <0, se |x — 3| <& masx#3

Se |x — 3| > 0, entdo x # 3; portanto uma formulagio equivalente de nosso problema é
achar um nimero & tal que

| f(x) = 5| <0,1 se  0<|x—3|<$
Observe que, se 0 < |x — 3| < (0,1)/2 = 0,05, entdo
|f(x) =5]=|2x—=1)—=5|=|2x — 6| =2|x — 3| <2(0,05) = 0,1
isto €, | f(x) = 5] <0, se  0<|x—3|<005
Assim, uma resposta para o problema € dada por 6 = 0,05; isto &, se x estiver a uma distan-
cia de no méximo 0,05 de 3, entdo f(x) estard a uma distdncia de no maximo 0,1 de 5.
Se mudarmos o nimero 0,1 em nosso problema para o nimero menor 0,01, entdo, usando

o mesmo método, achamos que f(x) diferird de 5 por menos que 0,01, desde que x difira de
3 por menos que (0,01)/2 = 0,005:



| f(x) — 5] <0,01 se 0 < |x— 3| <0,005
De forma andloga,

|f(x) = 5] <0001 se 0<]|x—3|<0,0005

Os nimeros 0,1, 0,01 e 0,001, anteriormente considerados, sdo folerdncias de erro que po-
demos admitir. Para que o nimero 5 seja precisamente o limite de f(x), quando x tende a 3,
devemos ndo apenas ser capazes de tornar a diferenga entre f(x) e 5 menor que cada um des-
ses trés nimeros; devemos ser capazes de tornd-la menor que qualguer nimero positivo. E,
por analogia ao procedimento adotado, n6s podemos! Se chamarmos € (a letra grega épsilon)
a um ndmero positivo arbitrario, entdo encontramos, como anteriormente, que

(1] |f(x) —5|<e  se 0<|x—3|<6=§

Esta € uma maneira precisa de dizer que f(x) estd préximo de 5 quando x estd préximo de 3,
pois [1] diz que podemos fazer os valores de f(x) ficarem dentro de uma distancia arbitraria
¢ de 5 tomando os valores de x dentro de uma distincia &/2 de 3 (mas x # 3).

Observe que | 1| pode ser reescrita como:

se 3—86<x<3+686 (x#3) entdo 5—e<f(x)<5+e¢
e isso estd ilustrado na Figura 1. Tomando os valores de x (¥ 3) dentro do intervalo

(3 — 8,3 + §), podemos obter os valores de f(x) dentro do intervalo (5 — &, 5 + &).
Usando [ 1| como modelo, temos uma defini¢do precisa de limite.

@ Definicdo Seja f uma funcio definida em algum intervalo aberto que contenha o
ndmero a, exceto possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x)
quando x tende a a é L, ¢ escrevemos

lim f(x) = L
X—a
se para todo nimero € > (0 houver um niimero 6 > 0 tal que

se 0<|x—a|<8  entio |f(x) —L|<e

Uma vez que |x — a| éadistinciade xaae | f(x) — L|éadistanciade f(x) a L, e como
€ pode ser arbitrariamente pequeno, a defini¢do de limite pode ser expressa em palavras da se-
guinte forma:

lim,_, f(x) = L significa que a distincia entre f(x) e L fica arbitrariamente pequena tomando-se a
distancia de x a a suficientemente pequena (mas ndo igual a 0).

Alternativamente,

lim,—, f(x) = L significa que os valores de f(x) podem ser tornados tdo préximos de L quanto de-
sejarmos, tornado-se x suficientemente préximo de a (mas nio igual a a).

Podemos também reformular a Defini¢do 2 em termos de intervalos, observando que a desi-
gualdade |x — a| < & € equivalente a —8 <x — a < 8, que pode ser escrita como
a—8<x<a-+ 8 Alémdisso, 0 < |x — a| é vilida se, e somente se, x — a # 0, isto &,
x # a. Analogamente, a desigualdade | f(x) — L| < & é equivalente ao par de desigualdades
L — & < f(x) < L + &.Portanto, em termos de intervalos, a Defini¢do 2 pode ser enunciada
desta maneira:

lim,_, f(x) = L significa que para todo € > 0 (ndo importa qudo pequeno & for) podemos achar
8 > 0 tal que, se x estiver no intervalo aberto (@ — 6, a + 8) € x # a, entdo f(x) estard no inter-
valo aberto (L — &, L + &).

LIMITES E DERIVADAS

esta
aqui

f(x) { 5+e

5—¢

101

0 / 3
3-% 3+38

()

quando x estd aqui
(x #3)

FIGURA 1
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Podemos interpretar geometricamente essa definicdo, representando a fung¢do por um dia-
grama de flechas, como na Figura 2, onde fleva um subconjunto de R em outro subconjunto
de R.

T,

FIGURA 2 x a fla) &)

A definigdo de limite afirma que, se for dado qualquer intervalo pequeno (L — &, L + €)
em torno de L, entdo podemos achar um intervalo (¢ — 8, a + &) em torno de a tal que fleve
todos os pontos de (a — 8,a + &) (exceto possivelmente a) para dentro do intervalo
(L — &, L + &).(VejaaFigura 3.)

X fx)

FIGURA 3 a—d 4 a+d L-e L L+

Outra interpretacido geométrica de limite pode ser dada em termos do grafico de uma fun-
¢do. Se for dado € > 0, entdo trocamos as retas horizontaisy = L + eey = L — & e o gra-
fico de f (veja a Figura 4). Se lim,_., f(x) = L, entdo podemos achar um niimero & > 0 tal
que, se limitarmos x ao intervalo (@ — 8, a + 8) e deixarmos x # a, a curva y = f(x) ficard
entre as retas y = L — g e y = L + & (veja a Figura 5). Vocé pode ver que, se um destes 0
tiver sido encontrado, entdo qualquer 6 menor também servira.

E importante compreender que o processo ilustrado nas Figuras 4 e 5 deve funcionar para
todo nimero positivo g, independentemente de qudo pequeno ele seja. A Figura 6 mostra que
se um & menor for escolhido, entdo serd necessario um 6 menor.

y Yy
- y=L+e - y=L+e

L__}f___l\ ______ f(f?{L__}f _____ N IR a—
| \// i | 7 — .

0 a x 0 / 21 x 0 /jl x
a—3d a+d a—d a+d
quando x is estd aqui
(x#a)
FIGURA 4 FIGURA 5 FIGURA 6

[EEI0EN Use um grifico para encontrar um nidmero & tal que
se Jx—1]<8 entio |(x’—5x+6)—2]<02

5 Em outras palavras, encontre um nimero & que corresponda a ¢ = 0,2 na definicdo de um li-

R mite para a funcdo f(x) = x* — 5x + 6coma =1eL = 2.
SOLUCAO Um gréfico de f € mostrado na Figura 7, e estamos interessados na regido préxima
do ponto (1, 2). Observe que podemos reescrever a desigualdade
_3V 3 [(x* =5x+6) —2]|<0,2
s "~ como 18 <x*—5x+6<22

FIGURA 7



Assim, precisamos determinar os valores de x para os quais a curva y = x> — 5x + 6 estd
entre as retas horizontais y = 1,8 e y = 2,2. Portanto, tracamos o grafico das curvas
y=x—5x+6y=18ey=22 préximo do ponto (1, 2) na Figura 8. Entdo usamos o
cursor para estimar que a coordenada x do ponto de intersec¢do da reta y = 2,2 com a curva
y = x® — 5x + 6 estd em torno de 0,911. Analogamente, y = x3—5x+6 intercepta a reta
y = 1,8 quando x = 1,124. Logo, arredondando-se, a favor da seguranga, podemos afirmar
que

se 0,92 <x < 1,12 entdo 1,8<x>—5x+6<22

Esse intervalo (0,92, 1,12) nio € simétrico em torno de x = 1. A distidncia de x = 1 até a ex-
tremidade esquerda € 1 — 0,92 = 0,08, e a distancia até a extremidade direita € 0,12. Pode-
mos escolher 6 como o menor desses nimeros, isto €, § = 0,08. Entdo podemos reescrever
nossas desigualdades em termos de distancias da seguinte forma:

se |x—1/<008 entdo |(x’—5x+6)—2]|<02

Isso somente nos diz que, mantendo x dentro de uma distancia de 0,08 de 1, podemos manter
f(x) dentro de uma distancia de 0,2 de 2.

Embora tenhamos escolhido 6 = 0,08, qualquer valor menor positivo de 6 também fun-
cionaria. [

O procedimento grafico do Exemplo 1 dd uma ilustrag@o da defini¢do para € = 0,2, mas
ndo prova que o limite € igual a 2. Uma demonstrag@o deve fornecer um & para cada .

Ao demonstrar afirmacdes sobre os limites, pode ser proveitoso imaginar a defini¢do de
limite como um desafio. Primeiro ela o desafia com um nimero €. Vocé deve entdo ser capaz
de obter um 6 adequado. Vocé deve fazer isso para todo € > 0, e ndo somente para um valor
particular de e.

Imagine uma competicdo entre duas pessoas, A e B, e suponha que vocé seja B. A pessoa
A estipula que o nimero fixo L deverd ser aproximado por valores de f(x) com um grau de
precisdo € (digamos 0,01). O individuo B entdo responde encontrando um nimero 6 tal que,
se 0 <|x—al| <34, entdo|f(x) — L| < e. Nesse caso, A pode tornar-se mais exigente e
desafiar B com um valor menor de & (digamos, 0,0001). Novamente, B deve responder en-
contrando um 6 correspondente. Geralmente, quanto menor o valor de &, menor deve ser o
valor de & correspondente. Se B sempre vencer, ndo importa quio pequeno A torna g, entdo
lim,—,f(x) = L.

[N Prove que 1111% 4x -5 =17.

SOLUCAQ
1. Uma andlise preliminar do problema (conjecturando um valor para ). Seja € um nimero
positivo dado. Queremos encontrar um nimero & tal que

se  0<|x—3|<d entio |4x —5) - 7| <e

Porém |(4x — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4| x — 3|. Portanto, queremos & tal
que

se  0<|x—3]<8 entio 4lx—-3|<e
isto €, se 0<|x—3]<d entio |x—3|<§
Isso sugere que deveriamos escolher 8 = /4.

2. Demonstracdo (mostrando que este & funciona). Dado & > 0, escolha 6 = g/4. Se
0 <|x— 3| <8, entdo

x—=35)=7|=|4x — —4x—3|<45=4[Z)=¢
| @ 5) | =4 12| = 4 3| <46 44

Assim,

se 0<|x—3|<d entdo |(@x—5-7|<e
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Ve \ y:2,2\

y=x>—5¢+6

08

5

FIGURA 8

Em Module 2.4/2.6 vocé pode
explorar a defini¢do precisa de um limite
tanto geograficamente quanto
numericamente.



104 CALCULO

y=4x—5

FIGURA 9

Cauchy e os Limites

Ap6s a invengdo do calculo, no século XVII,
seguiu-se um perfodo de livre
desenvolvimento do assunto, no século
XVIII. Mateméticos como os irmaos
Bernoulli e Euler estavam ansiosos por
explorar o poder do célculo, e exploraram
audaciosamente as consequéncias dessa
encantadora e nova teoria matematica sem
grandes preocupagdes com o fato de suas
demonstragdes estarem ou nao
completamente corretas.

0 século XIX, ao contrario, foi a Epoca
do Rigor na matemética. Houve um
movimento de volta aos fundamentos do
assunto — de fornecer definigdes
cuidadosas e demonstragdes rigorosas. Na
linha de frente desse movimento estava o
matematico francés Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857), que comegou como
engenheiro militar antes de se tornar
professor de matematica em Paris. Cauchy
pegou a ideia de limite de Newton, mantida
viva no século XVIII pelo matemético
francés Jean d"Alembert, e tornou-a mais
precisa. Sua definicdo de limite tem a
seguinte forma: “Quando os valores
sucessivos atribuidos a uma variavel
aproximam-se indefinidamente de um valor
fixo, de forma que no final diferem dele por
tdo pouco quanto se queira, esse Gltimo é
chamado limite de todos os outros”. Mas
quando Cauchy usava essa definigdo em
exemplos e demonstragdes, ele
frequentemente empregava desigualdades
delta-épsilon similares as desta segao.
Uma prova de Cauchy tipica se inicia com:
“Designando por & e & dois nimeros muito
pequenos; . .." Ele usou € em virtude de
uma correspondéncia entre épsilon e a
palavra francesa erreur, e &, pois delta
corresponderia a différence. Mais tarde o
matematico alemao Karl Weierstrass
(1815-1897) enunciou a definigao de limite
exatamente como em nossa Definigdo 2.

Portanto, pela defini¢do de limite,

lim (4x = 5) =7

Este exemplo estd ilustrado na Figura 9. [

Observe que a solugdo do Exemplo 2 envolvia dois estdgios — conjectura e demonstragao.
Fizemos uma anélise preliminar que nos permitiu conjecturar um valor para 6. Entdo, em um
segundo estagio, tivemos de voltar e demonstrar cuidadosamente e de forma légica que fize-
mos uma conjectura correta. Esse procedimento € tipico de boa parte da matematica. Por vezes
€ necessario primeiro fazer uma conjectura inteligente sobre a resposta de um problema para
entdo demonstrar que a conjectura € correta.

As definigdes intuitivas de limites laterais dadas na Se¢@o 2.2 podem ser reformuladas
com mais precisio da seguinte forma.

[3] Definigéo de Limite & Esquerda

lim f(x) = L

se para todo nimero € > 0 houver um nimero 6 > 0 tal que

se a—06<x<a entdo |f(x) —L|<e

[4] Definigéo de Limite a Direita
lim f(x) =L
se para todo nimero &€ > 0 houver um niimero é > 0 tal que

se a<x<a+d8 entdo |f(x) —L|<e

Observe que a Defini¢do 3 € igual a Definicdo 2, exceto que x estd restrito a metade es-
querda (a — 6, a) do intervalo (a — 8, a + J). Na Defini¢do 4, x estd restrito 2 metade direita
(a, a + ) do intervalo (@ — 8,a + §).

[E@INE] Use a Defini¢do 4 para provar que liral+ Jx =0.

SOLUCAD
1. Conjecturando um valor para 8. Seja € um nimero positivo dado. Aqui,a = 0e L = 0;
logo, queremos achar um niimero 6 tal que

se 0<x<$é entao

[Vx =0 <s
\/;<8

ou, elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade \/; < g, obtemos

isto é, se 0<x<é entdo

se 0<x<$é entio x < g?

Isso sugere que deverfamos escolher § = &2

2. Mostrando que esse 0 funciona. Dado € > 0, seja 6 = 2. Se 0 < x < 8, entdo
Vi< s =\e=¢
VX —0|<e

Consequentemente, pela Definicdo 4, isso mostra que lim ¢+ Vx =0.

logo
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G0N Demonstre que lim x* = 9.
x—3

SOLUCAQ
1. Conjecturando um valor para 6. Seja € > 0 dado. Temos de achar um nimero 6 > 0 tal
que
se 0<|x—3]<8 entio |x*—-9|<e
Para relacionar x> — 9| com |x — 3| escrevemos |x* — 9| = | (x + 3)(x — 3)|. Assim
sendo, queremos 6 > 0 cumprindo
se 0<|x—3]<d6 entdo |x+3|[x—3|<e

Observe que, se pudermos achar uma constante positiva C tal que |x + 3| < C, entdo
|x +3]||x = 3| < C|x — 3]

e podemos fazer C|x — 3| < eaousar |[x — 3| < &/C = 6.

Podemos encontrar esse niimero C se restringirmos x a algum intervalo centrado em 3. De
fato, uma vez que estamos interessados apenas em valores de x que estdo proximos de 3, € ra-
zodvel assumir que x estd a uma distdncia menor do que 1 de 3; isto €, |x — 3| < 1. Entdo
2 <x<4,logo5<x+ 3<7.Assim, temos |x + 3| < 7; logo, C = 7 € uma escolha
conveniente para a constante.

Mas agora hé duas restrigdes sobre |x — 3

, que sao

x—3]<1 e |x-3]<—==2
C 7

Para ter certeza de que ambas as desigualdades sdo satisfeitas, tomemos 6 como o menor dos
dois niimeros 1 € /7. A notagdo para isso € 8 = min{l, &/7}.

2. Mostrando que esse 8 funciona.Dado & > 0, seja 8 = min{l, £/7}. Se 0 < |x — 3| < §,
entio |x — 3| <1 > 2<x<4 = |x+ 3| <7 (como na parte 1). Temos também
|x — 3| < &/7,logo

2 gl = — L2
|x* = 9| =|x+3]||x—3|<7 S =

Isso mostra que lim, ;x> = 9. [

O Exemplo 4 mostra que nem sempre € facil demonstrar que sdo verdadeiras as afirmacdes
sobre limites usando a defini¢do de &, 8. De fato, se nos fosse dada uma funcéo mais complexa,
como f(x) = (6x? — 8x + 9)/(2x? — 1), isso iria requerer uma grande dose de engenhosi-
dade. Felizmente isso € desnecessario, pois as Propriedades dos Limites dadas na Secdo 2.3
podem ser demonstradas usando a Defini¢do 2, e entdo os limites das fun¢des complexas
podem ser encontrados rigorosamente a partir das Propriedades dos Limites, sem recorrer di-
retamente a defini¢do.

Por exemplo, provamos a Propriedade de Soma: se lim,_., f(x) = L e lim,_, g(x) = M,
ambos, existirem, entdo

lim [£() + 9] = L + M

As propriedades restantes estdo demonstradas nos exercicios e no Apéndice F.

DEMONSTRACAO DA PROPRIEDADE DA SOMA Seja & > 0 dado. Devemos encontrar um & > 0 tal que : .
Desigualdade Triangular:

se 0<|x—a|<$& entio |f(x) +g9(x) = (L+M)|<e la+obl<|a|+ 0]

(Veja o Apéndice A.)
Usando a desigualdade triangular podemos escrever

[5] [f(x) + g(x) = (L + M) =[(f(x) = L) + (9(x) = M)
< [f(x) = L| + [g(x) — M|
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(=]

a—3
FIGURA 10

/e

a+3d

Podemos tornar |f(x) + g(x) — (L + M)| menor que & tornando cada um dos termos

|f(x) — L|e|g(x) — M| menor que &/2.
Uma vez que &/2 > 0elim,_,f(x) = L, existe um nimero 8, > 0 tal que

&

se  0<|x—a|<é entdo |f(x)—L|<2

Analogamente, uma vez que lim,_., g(x) = M, existe um nimero 8, > 0 tal que
B e
se 0<|x—a|<¥8, entio |g(x)—M|<3

Seja 8 = min{§,, 6.}, 0 menor dos nimeros &, € 8,. Observe que

se 0<|x—al]<d entdo 0<|x—a|<8 e 0<|x—a|<é
. g P>
e assim |f(x)—L|<E e |g(x)—M|<E

Portanto, de [5],
| f(x) + g(x) = (L+ M)| < |f(x) — L| + [g(x) — M|

< + =g

£,z
2 2

Resumindo,
se 0<|x—a|<$é entio | f(x) +gx) —(L+M)|<e
Assim, pela defini¢do de limite,
lim [f(x) +g()] =L+ M —

I Limites Infinitos

Os limites infinitos podem também ser definidos de maneira precisa. A seguir apresenta-se
uma versao precisa da Definicdo 4 da Secao 2.2.

@ Definicdo  Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto que contenha
o nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entao

lim f(x) = oo

X—a
significa que, para todo nimero positivo M, hd um nimero positivo 6 tal que

se 0<|x—a|<8 entio fx)>M

Isso diz que o valor de f(x) pode ser arbitrariamente grande (maior que qualquer nimero
dado M) tornando-se x suficientemente préximo de a (dentro de uma distincia 6, em que & de-
pende de M, mas com x # a). Uma ilustragio geométrica estd na Figura 10.

Dada qualquer reta horizontal y = M, podemos achar um niimero 6 > 0 tal que, se res-
tringirmos x a ficar no intervalo (¢ — 8, a + &), mas x # a, entdo a curva y = f(x) ficard
acima da reta y = M. Vocé pode ver que se um M maior for escolhido, entdo um 6 menor po-
derd ser necessario.
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. .1
[EETETE Use a Definigdo 6 para demonstrar que lim — = o,
x—0 X
SOLUCAD Seja M um ndmero positivo dado. Queremos encontrar um niimero 6 tal que

se 0<]|x| <8 entio 1/x*>M

1 1 1
Mas S>M < ’<— & x| <——
x? M ] VM
Assim, se escolhermos 6 = 1/y/M ese 0 < |x| < 8§ = 1/4/M, entdo 1/x* > M. Isto mostra
que 1/x* — o quando x — 0. [
De maneira semelhante, a seguir apresentamos uma versao precisa da Definicao 5 da Se¢éo y
2.2, a qual € ilustrada pela Figura 11. 4—5 a+s
/\ a/
Definicdo Seja fuma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha o 0 x
nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo
lim f(x) = — N y=N
X—a
significa que para todo niimero negativo N ha um nimero positivo 6 tal que, FIGURA 11
se 0<|x—al]<8d entio f(x) <N
72/ Exercicios
1. Use o grafico dado de f'para encontrar um niimero § tal que 3. Use o gréfico dado de f(x) = Jx para encontrar um nimero 6 tal
que
se  |x—1]<8 entdo |f(x)—1]<0,2
se  |x—4|<8 entio |Jx —2|<04
y y -~
y=Vx
12 2,4
14+ ———+ - 24— =
038 i 1.6 :
' |
| |
: 0 ? 4 9 x
0 07 111 x
4. Use o grifico dado de f(x) = x* para encontrar um niimero & tal
2. Use o gréfico dado de f para encontrar um nimero 6 tal que que
se  |x—1|<8& entio |x*—-1|<}
se 0<|x—3]|<8 entdo |f(x)—2]|<05
y
! =42
y . 15 y=x
2.5 N
2 |
L5 1 | 05 l
' |
| t
| 0 9 12 X
|
0 263 38 x
@ E necessério usar uma calculadora grafica ou computador E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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[A45. Use um grafico para encontrar um nimero § tal que

se x—% <& entio |tgx—1]<0,2
/6. Use um gréfico para encontrar um nimero § tal que
5 2x
se |x— 1| <& entdo - — 04| <0,
x°+ 4

@ 1. Para o limite

lin}(x3*3x+4)=6

ilustre a Definicdo 2 encontrando os valores de é que correspon-

dama e =02ee=0,1.
@ 8. Para o limite
e — 1

lim——=2
x—0 X

ilustre a Definicéo 2 encontrando os valores de é que correspon-

damae=0,5ee =0,l1.

/9. Dado que lim, ./ tg’x = o, ilustre a Defini¢do 6 encontrando
os valores de & que correspondam a (a) M = 1000 e (b)

M = 10 000.

[A410. Use um gréfico para encontrar um ndmero § tal que
52

se 5<x<5+56 —

Vx—5

entiao > 100

11. Foi pedido a um torneiro mecénico que fabricasse um disco de

metal circular com drea de 1.000 cm?.
(a) Qual o raio do disco produzido?

(b) Se for permitido ao torneiro uma tolerancia do erro de
+5 cm? na 4rea do disco, quio préximo do raio ideal da parte

(a) o torneiro precisa controlar o raio?

(¢) Em termos da defini¢do €, § de lim,_., f(x) = L, o que € x?
O que € f(x)? O que € a? O que é L? Qual valor de & é dado?

Qual o valor correspondente de 6?

[A412. Uma fornalha para a produgdo de cristais € usada em uma pes-
quisa para determinar a melhor maneira de manufaturar os cris-
tais utilizados em componentes eletrdnicos para os veiculos
espaciais. Para a producio perfeita do cristal, a temperatura deve
ser controlada precisamente, ajustando-se a poténcia de entrada.

Suponha que a relacdo seja dada por

T(w) = 0,1w* + 2,155w + 20

onde 7 € a temperatura em graus Celsius e w € a poténcia de en-

trada em watts.

(a) Qual a poténcia necessdria para manter a temperatura em

200 °C?

(b) Se for permitida uma varia¢do de *1 °C a partir dos 200 °C,
qual serd o intervalo de poténcia permitido para a entrada?

(c¢) Em termos da defini¢do €, § de lim,—, f(x) = L, o que é x?
O que € f(x)? O que € a? O que € L? Qual valor de € € dado?

Qual o valor correspondente de 67

13. (a) Encontre um ndmero § tal que se |x — 2| < §, entdo

|4x — 8| < &,onde e = 0,1.
(b) Repita a parte (a) com & = 0,01.

14. Dado que lim,_.»(5x — 7) = 3, ilustre a Defini¢do 2 encontrando
valores de 6 que correspondam a e = 0,1,& = 0,05e e = 0,01.

15-18 Demonstre cada afirmagdo usando a defini¢do ¢, 6 de um li-

mite e ilustre com um diagrama como o da Figura 9.

15.

17.

16. lim (jx +3)=2

x—>—2

18. lim (3x +5) = ~1

lim1 2x+3)=5

lim (1 — 4x) = 13

19-

19.

21.

23.

25.

21.

29.

31.

32 Demonstre cada afirmagio usando a definicdo €, 6 de limite.

2+ 4
lim am 20 lim (3 — %)= -5
x—1 3 x—10
o x*+x—6 . 9 — 4x*?
lim—=5 2. lim ——=
x—2 x—2 x——15 3 + 2x
lim x = a 24, lim ¢ = ¢
1_iII(1)x2 =0 26. lirr(l)x3 =0
1in%|x|=() 28. rlir}é+\"/6+x=0
1irr%(x2*4x+5)=l 30. lin%(x2+2x*7)=1
1ir{12 x*—1=3 32. 1irr%x3 =38

33.

34.

SCA| 35.

36.

37.

38.

39.

40.

a.

42.

Verifique que outra escolha possivel de & para mostrar que

lim, 3 x> = 9 no Exemplo 4 é § = min{2, &/8}.

Verifique, usando argumentos geométricos, que a maior escolha

possivel para o § para que se possa mostrar que lim, ;x> = 9 é

§=4+9+e —3.

(a) Para o limite lim,., (x* + x + 1) = 3, use um grifico para
encontrar o valor de é que corresponde a € = 0,4.

(b) Usando um sistema de computagao algébrica para resolver a
equagiio ctibica x> + x + 1 = 3 + g, determine o maior
valor possivel para § que funcione para qualquer € > 0 dado.

(c) Tome & = 0,4 na sua resposta da parte (b) e compare com a

sua resposta da parte (a).
1 1

Demonstre que lim — = —.
x—2 X 2

Demonstre que lim v/x = v/a sea > 0.
xX—a

r-dl- ]

Se H ¢ a fungdo de Heaviside definida no Exemplo 6 na Secdo

[Dica: Use

2.2, prove, usando a Defini¢do 2, que lim,_.o H(f) ndo existe.
[Dica: Use uma prova indireta como segue. Suponha que o li-
mite seja L. Tome & = 1 na definicfio de limite e tente chegar a
uma contradi¢@o.]

Se a fungdo f for definida por

1 = {?

demonstre que lim,—o f(x) ndo existe.

se x € racional
se x é irracional

Comparando as Definicdes 2, 3 e 4, demonstre o Teorema 1 da
Secdo 2.3.

Qudo préximo de —3 devemos deixar x para que

1
W > 10 000?
X

Demonstre, usando a Defini¢do 6, que lim ——— = ©
x—=3 (x + 3)
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43. Demonstre que 1ir0n+ Inx = —oo. (b) lim[f(x)g(x)] = se ¢>0
44. Suponha que lim,_, f(x) = © e lim,_,g(x) = ¢, onde ¢ € um (©) }LH(} [f(gx)] =~ se c<0

nimero real. Demonstre cada afirmacdo
(@) lim [f(x) + gx)] =

m Continuidade

Percebemos na Seg¢do 2.3 que o limite de uma fungdo quando x tende a a pode muitas vezes ser
encontrado simplesmente calculando o valor da fun¢do em a. Fungdes com essa propriedade
s@o chamadas de continuas em a. Veremos que a defini¢do matematica de continuidade tem cor-
respondéncia bem préxima ao significado da palavra continuidade no uso comum. (Um pro-
cesso continuo € aquele que ocorre gradualmente, sem interrupgdes ou mudangas abruptas.)

E] Definicdio Uma funcio f € continua em um nimero a se

lim £(x) = /(@)

Observe que a Defini¢éo 1 implicitamente requer trés coisas para a continuidade de fem a:
1. f(a) esté definida (isto €, a estd no dominio de f')
2 )1(12} f(x) existe
3. lim f(x) = f(a)

A definicdo diz que f € continua em a se f(x) tende a f(a) quando x tende a a. Assim, uma
fun¢do continua f tem a propriedade de que uma pequena mudancga em x produz somente
uma pequena alteragdo em f(x). De fato, a alteracdo em f(x) pode ser mantida tdo pequena
quanto desejarmos, mantendo-se a variagdo em x suficientemente pequena.

Se festd definida proximo de a (em outras palavras, festd definida em um intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente em a), dizemos que f € descontinua em a (ou que f tem uma
descontinuidade em a) se f ndo é continua em a.

Os fendmenos fisicos sdo geralmente continuos. Por exemplo, o deslocamento ou a velo-
cidade de um veiculo variam continuamente com o tempo, como a altura das pessoas. Mas des-
continuidades ocorrem em situacgdes tais como a corrente elétrica. [Veja o Exemplo 6 da Secao
2.2, onde a fung¢do de Heaviside € descontinua em 0, pois lim,_.o H(r) ndo existe.]

Geometricamente, voc€ pode pensar em uma funcao continua em todo nimero de um in-
tervalo como uma func¢do cujo grafico ndo se quebra. O gréfico pode ser desenhado sem re-
mover sua caneta do papel.

[EEIGEN A Figura 2 mostra o gréfico da funcdo f. Em quais niimeros f € descontinua?
Por qué?

SOLUCAD Parece haver uma descontinuidade quando a = 1, pois af o grafico tem um buraco.
A razido oficial para f ser descontinua em 1 € que f(1) ndo esté definida.

O gréfico também tem uma quebra em a = 3, mas a razao para a descontinuidade ¢ dife-
rente. Aqui, f(3) estd definida, mas lim,_.; f(x) ndo existe (pois o limites esquerdo e direito
sdo diferentes). Logo f ¢ descontinua em 3.

E a = 5?7 Aqui, f(5) estd definida e lim,_s f (x) existe (pois o limite esquerdo e o direito
sdo iguais). Mas

lim £(x) # f(5)

Logo, f é descontinua em 5. |

Como ilustrado na Figura 1, se f é con-
tinua, entdo os pontos (x, f(x)) sobre o
gréfico de f tendem ao ponto (a, f(a)) do
gréfico. Entdo, ndo ha quebras na curva.

Y y=f
fx)
tendea
fla).
0 . ; . X
Quando x tende a a
FIGURA 1

y

FIGURA 2
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Agora vamos ver como detectar descontinuidades quando uma fung@o estiver definida por
uma férmula.
[E@I0F] Onde cada uma das seguintes funcdes é descontinua?
2 2 1 sex # 0
xT—x— — X
(a) f(x) = —— (b) f(x) = { x?
1 sex=0
x*—x—2 s
——— sex
©fx)=9 x—-2 (d) f(x) = [x]
1 sex = 2
SOLUCAO
(a) Observe que f(2) nao esta definida; logo, f € descontinua em 2. Mais a frente veremos por
que f € continua em todos os demais nimeros.
(b) Aqui f(0) = 1 est4 definida, mas
. .1
fim £} = limg
ndo existe. (Veja o Exemplo 8 na Se¢do 2.2.) Entdo f € descontinua em O.
(c) Aqui f(2) = 1 estd definida e
T—x—2 —2)(x + 1
lim £(x) = lim ——— g BT ) =3
x—2 x—2 X — x—2 X — 2 x—2
existe. Mas
lim £(x) # £(2)
logo, fndo € continua em 2.
(d) A fungdo maior inteiro f(x) = [x] tem descontinuidades em todos os inteiros, pois
lim,_., [x] ndo existe se n for um inteiro. (Veja o Exemplo 10 e o Exercicio 51 da Secdo 2.3.)
|
A Figura 3 mostra os gréaficos das funcdes no Exemplo 2. Em cada caso o gréfico ndo
pode ser feito sem levantar a caneta do papel, pois um buraco, uma quebra ou salto ocorrem
no grafico. As descontinuidades ilustradas nas partes (a) e (¢) sdo chamadas removiveis, pois
podemos remové-las redefinindo f somente no nimero 2. [A fungdo g(x) = x + 1 € conti-
nua.] A descontinuidade da parte (b) € denominada descontinuidade infinita. As desconti-
nuidades da parte (d) sdo ditas descontinuidades em saltos, porque a funcio “salta” de um
valor para outro.
y y y y o
1 1 1 ° 1 —o
o 1 2 0 x o 1 2 o 1 2 3 X
1
2 1 20 P¥—x—2
(@ f =22 ) =1 2 ©fw={ x-2 72 (@ £ = [+]
1 sex=0 1 sex =2

FIGURA 3

Grificos das fungdes do Exemplo 2



2] Definicdo Uma fungdo f¢ continua a direita em um nimero a se
lim f(x) = f(a)
X—a

e f ¢ continua a esquerda em a se

lim f() = (@)

[EITE] Em cada inteiro n, a funcdo f(x) = [[x] [veja a Figura 3(d)] é continua a di-
reita, mas descontinua a esquerda, pois

lim £(x) = lim [x] = n = £(n)

mas lim flx) = lirq [xI=n—-1#f@m [ |

@ Definicio Uma funcdo f € continua em um intervalo se for continua em todos
os nimeros do intervalo. (Se f for definida somente de um lado da extremidade do
intervalo, entendemos continuidade na extremidade como continuidade a direita ou
a esquerda.)

G0N Mostre que a fungio f(x) = 1 — 4/1 — x2 é continua no intervalo [—1, 1].

SOLUCAD Se —1 < a < 1, entdo, usando as Propriedades dos Limites, temos

lim f(x) = lim (1 -1 —x2)

x—a

1 — lim /1 — x2 (pelas Propriedades 2 e 7)

x—a

=1— /lim (1 - xz) (pela Propriedade 11)

X—a
=1-4/1-a? (pelas Propriedades 2, 7 ¢ 9)
= f(a)

Assim, pela Defini¢éo 1, f € continua em a se —1 < a < 1. Célculos andlogos mostram
que

lim f)=1=f-1) e lim f(x=1=£01)

logo, f € continua a direita em —1 e continua a esquerda em 1. Consequentemente, de acordo
com a Defini¢do 3, f € continua em [—1, 1].
O grafico de f estd esbocado na Figura 4. E a metade inferior do circulo

X+ G-1)=1 [

Ao invés de sempre usar as Definicdes 1, 2 e 3 para verificar a continuidade de uma fun-
¢do como no Exemplo 4, muitas vezes € conveniente usar o proximo teorema, que mostra
como construir as fun¢des continuas complicadas a partir de simples.

@ Teorema Se fe g forem continuas em a e se ¢ for uma constante, entdo as seguin-
tes funcdes também sdo continuas em a:

1.f+yg g 3 cf

4. fg

2. f—
5. ! segla) # 0
)

LIMITES E DERIVADAS 11
y
fx) =1 —V1-x2
1 +
-1 0 1 X
FIGURA 4
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DEMONSTRACAO Cada uma das cinco partes desse teorema segue da correspondente Propriedade
dos Limites da Se¢@o 2.3. Por exemplo, vejamos a demonstragdo da parte 1. Uma vez que fe
g sdo continuas em a, temos

lim f (x) = f(a) e lim g(x) = g(a)

Logo
lim (f + g)(x) = lim [f(x) + g(x)]
= }12% fx) + }Lma g(x) (pela Propriedade 1)
= f(a) + g(a)
=(f+9)a)
Isso mostra quef + g € continua em a. [

Segue do Teorema 4 e da Definicdo 3 que se f'e g forem continuas em um intervalo, entdo
f+ g, f— g, cf. fg, e (se g nunca for 0) f/g também o sdo. O seguinte teorema foi enunciado
na Secdo 2.3 como a Propriedade da Substituicdo Direta.

[5] Teorema

(a) Qualquer polindmio € continuo em toda a parte; ou seja, € continuo em
R = (=2, ).

(b) Qualquer funcdo racional € continua sempre que estiver definida; ou seja, € conti-
nua em seu dominio.

DEMONSTRACAO
(a) Um polindmio € uma fun¢do da forma

P(x) =cx"+ comix" '+ - +ox + o

onde ¢y, ¢y, . . . , ¢, SA0 constantes. Sabemos que
lim ¢y = ¢ (pela Propriedade 7)
xX—a
€ lim x" = a™ m=12,...,n (pela Propriedade 9)

x—a

Essa equacdo € precisamente a informagdo de que a fungdo f(x) = x™ é uma fungdo continua.
Assim, pela parte 3 do Teorema 4, a fungio g(x) = cx™ é continua. Uma vez que P € a soma
das fung¢des desta forma e uma funcao constante, segue da parte 1 do Teorema 4 que P € con-

tinua.

(b) Uma fung@o racional € uma fun¢fo da forma

onde P e Q sdo polindmios. O dominio de fé D = {x € R | Q(x) # 0}. Sabemos, da parte
(a), que P e Q sdo continuas em toda a parte. Assim, pela parte 5 do Teorema 4, f € continua
em todo ndmero de D. [ |

Como uma ilustragdo do Teorema 5, observe que o volume de uma esfera varia continua-
mente com seu raio, pois a férmula V(r) = 37rr> mostra que V é uma fungdo polinomial de r. Da
mesma forma, se uma bola for atirada verticalmente no ar com uma velocidade de 20 m/s, entdo
a altura da bola em metros, # segundos mais tarde, € dada pela férmula # = 20t — 4,9¢% Nova-
mente, essa ¢ uma func¢ao polinomial, portanto a altura € uma fungdo continua do tempo de-
corrido.



O conhecimento de quais fung¢des sdo continuas nos permite calcular muito rapidamente
alguns limites, como no exemplo a seguir. Compare-o com o Exemplo 2(b) da Secdo 2.3.

4 2x2 -1
EEEEHA Encontre lim ————
x—>=2 5 — 3x
SOLUCAD A fungdo
X+ 2x2—1
flx) = r—

. . . < . P < 5
é racional; assim, pelo Teorema 5, € continua em seu dominio, que é {x | x # g}.
Logo

x4+ 2xr -1 _
I T T im0 =)
—7)3 —7)2 —
(=221 1 -
5-3(-2) 11

Resulta que as funcdes familiares sdo continuas em todos os nimeros de seus dominios.
Por exemplo, a Propriedade dos Limites 10 € exatamente a afirmacdo que as funcdes raizes
sdo continuas.

Pela forma dos gréficos das fungdes seno e cosseno (Figura 18 da Secdo 1.2) irfamos cer-
tamente conjecturar que elas sao continuas. Sabemos das definicdes de sen 6 e cos 6 que as
coordenadas do ponto P na Figura 5 sio (cos 6, sen 6). A medida que 6 — 0, vemos que P
tende ao ponto (1, 0) e, portanto, cos § — 1 € sen § — 0. Assim,

@ lim cosf =1

6—0

lim senf = 0
6—0

Uma vez que cos 0 = 1 e sen 0 = 0, as equacdes em [6] asseguram que as funcdes seno e cos-

seno sdo continuas em 0. As férmulas de adi¢do para seno e cosseno podem, entao, ser usa-

das para deduzir que essas funcdes sdo continuas em toda a parte (veja os Exercicios 60 e 61).
Segue da parte 5 do Teorema 4 que

¢ continua, exceto onde cos x = 0. Isso acontece quando x ¢ um multiplo inteiro fmpar de
/2, portanto y = tg x tem descontinuidades infinitas quando x = * /2, £37/2, =57/2,¢
assim por diante (veja a Figura 6).

A funcdo inversa de qualquer funcdo continua € também continua. (Esse fato é provado no
Apéndice F, mas nossa intui¢cdo geométrica faz com que seja plausivel: o grafico de f ' é ob-
tido refletindo o gréfico de f sobre a reta y = x. Entdo, se o grafico de f ndo possui quebras, o
grafico de f~' tampouco possui.) Assim, as fungdes trigonométricas inversas sdo continuas.

Na Secdo 1.5 definimos a fungdo exponencial y = a* de forma a preencher os buracos no
grifico de y = a”, onde x € racional. Em outras palavras, a prépria defini¢do de y = a”* torna-
-a uma fungdo continua em R. Portanto, sua fungéo inversa y = log, x € continua em (0, ).

Teorema Os seguintes tipos de fungdes sdo continuas para todo o niimero de
seus dominios:
polindmios

funcdes racionais funcdes raizes

funcdes trigonométricas funcdes trigonométricas inversas

funcdes exponenciais funcdes logaritmicas

Inx + tg™'x

5 € continua?
x°—1

IEEETETNT Onde a fungdo f(x) =
SOLUCAD Sabemos do Teorema 7 que a funcdio y = In x € continua parax > Oeque y = tg~'x
¢ continua em R. Assim, pela parte 1 do Teorema 4, y = Inx + tg~'x é continua em (0, ).
O denominador y = x* — 1 é um polindmio, portanto € continuo em toda parte. Assim, pela
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y
P(cos 0, sen 0)
L7\
0
0 (1, 0) X
FIGURA 5

Outra forma de estabelecer os limites em
[6] & fazer uso do Teorema do Confronto
com a desigualdade sen 6 < 0 (para

0 > 0), que esta demonstrada na

Secdo 3.3.

FIGURA 6 y = tgx

As fungdes trigonométricas inversas foram
revistas na Segdo 1.6.



114 CALCULO

Esse teorema afirma que um simbolo de
limite pode ser movido através um simbolo
de fungdo se a fungao for continua e se o
limite existir. Em outras palavras, a ordem
desses dois simbolos pode ser trocada.

parte 5 do Teorema 4, f € continua em todos 0s nimeros positivos x, exceto onde
2 — 1 = 0. Logo, f € continua nos intervalos abertos (0, 1) e (1, ). [ |

sen x

[EEENEA Calcule lim ————

xom 2+ cosx

SOLUCAD O Teorema 7 nos diz que a fun¢do y = sen x € continua. A fun¢do no denominador,
y = 2 + cos x, € a soma de duas fungdes continuas e, portanto, € continua. Observe que esta
funcdo nunca € 0, pois cos x = —1 para todo x e assim 2 + cos x > 0 em toda parte. Logo,
arazdo

sen x

fl) =

2 + cosx

€ sempre continua. Portanto, pela definicao de func¢do continua,

. sen x lim £(x) = £ () sen 7 0 0
im——— = lim = = = = |
x—>7 2 + cosx x—m . 7 2 + cos 2—-1

Outra forma de combinar as func¢des continuas f e g para obter novas fungdes continuas é
formar a fungdo composta f o g. Esse fato € uma consequéncia do seguinte teorema.

Teorema Se]a continuaem b e IIIl g\x) = b entao llll g\x b).
Em outras palavras

lim £(g(x)) = £(lim g(x)

Intuitivamente, o Teorema 8 € razodvel, pois se x estd proximo de a, entdo g(x) estd pro-
ximo de b, e como f€ continua em b, se g(x) estd proxima de b, entdio f(g(x)) estd proxima de
f(b). Uma prova do Teorema 8 é dada no Apéndice F.

1 —x

EXEMPLO 8 @r1iE lin} arcsen(

SOLUCAD Uma vez que arcsen € uma fungio continua, podemos aplicar o Teorema 8:
. 1 —Jx
lim arcsen| —— | = arcsen| lim —————
x—1 1 — X x—1

= arcsen(hm

v
\_/
N————

= arcsen| lim ————
x—1 ] +
1

= arcsen — = — |
2 6

Vamos aplicar agora o Teorema 8 no caso especial em que f(x) = \/; , onde n € um inteiro
positivo. Entao

fgx) = gx)
e f (lgn g(X)) = Jlim g(x)

Se colocarmos essas expressdes no Teorema 8, obteremos
lim ¢/g(x) = //lim g(x)
xX—a xX—a

e, assim, a Propriedade dos Limites 11 foi demonstrada. (Pressupomos que a raiz exista.)
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@ Teorema Se g for continua em a e f for continua em g(a), entdo a fungéio com-
posta fo g dada por (f° g)(x) = f(g(x)) é continua em a.

Esse teorema €, com frequéncia, expresso informalmente dizendo que “uma funcgdo con-
tinua de uma fung¢do continua € uma funcao continua”.

DEMONSTRA;I\O Uma vez que g € continua em a, temos
lim g(x) = g(a)
Uma vez que f ¢ continua em b = g(a), podemos aplicar o Teorema 8 para obter
lim £(g(x)) = f(g(a))

que & precisamente a afirmacio de que a fungdo h(x) = f(g(x)) é continua em a; isto &, fo g
¢ continua em a. [

[ZEINE] Onde as seguintes fungdes sido continuas?
(a) h(x) = sen(x?) (b) F(x) =1In(1 + cosx)

115

SOLUCAQ s
(a) Temos h(x) = f (g(x)), onde —10

g(x) = x? e  f(x) =senx

Agora, g é continua em R, pois € um polindmio, e f também € continua em toda parte. Logo,

h = fo g é continua em R pelo Teorema 9. 6

(b) Sabemos do Teorema 7 que f(x) = Inx € continua e g(x) = 1 + cos x € continua (pois  F1GURA 7
ambas, y = 1 e y = cos x, sdo continuas). Portanto, pelo Teorema 9, F(x) = f(g(x)) é continua

] ’ . y=In(1+ cos x)
sempre que estiver definida. Agora, In(1 + cos x) estd definida quando 1 + cos x > 0. Dessa

forma, ndo estd definida quando cos x = —1, e isso acontece quando x = *, =3, ... Logo,
F tem descontinuidades quando x € um miiltiplo impar de 7 e € continua nos intervalos entre
esses valores (veja a Figura 7). |

Uma propriedade importante das fung¢des continuas estd expressa pelo teorema a seguir,
cuja demonstragdo € encontrada em textos mais avancados de calculo.

Teorema do Valor Intermediario Suponha que f seja continua em um intervalo
fechado [a, b] e seja N um niimero qualquer entre f(a) e f(b), em que f(a) # f(b).
Entdo existe um nimero ¢ em (a, b) tal que f(c) = N.

O Teorema do Valor Intermedidrio afirma que uma funcéo continua assume todos os valo-
res intermedidrios entre os valores da fungdo f{a) e f{(b). Isso estd ilustrado na Figura 8. Observe
que o valor N pode ser assumido uma vez [como na parte (a)] ou mais [como na parte (b)].

y y
fb) fib)
N y=f®
N
fa) y=f® fa)
0 cvz c é X 0 ;1 ) ¢ 3 27 x
(@) (b) FIGURA 8

Se pensarmos em uma fung¢éo continua como aquela cujo grafico ndo tem nem saltos nem
quebras, entdo ¢ facil acreditar que o Teorema do Valor Intermedidrio € verdadeiro. Em ter-
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FIGURA 9

mos geométricos, ele afirma que, se for dada uma reta horizontal qualquer y = N entre
y = f(a) e y = f(b), como na Figura 9, entdo o grifico de f ndo poder4 saltar a reta. Ele pre-
cisard interceptar y = N em algum ponto.

y

)
Jla y = fx)

N y=N

f®
0 Va [', X

E importante que a funcio f do Teorema 10 seja continua. O Teorema do Valor Interme-
didrio ndo € verdadeiro em geral para as fun¢des descontinuas (veja o Exercicio 48).

Uma das aplicagdes do Teorema do Valor Intermedidrio € a localizac@o das raizes de equa-
¢des, como no exemplo a seguir.

[EEENEN] Mostre que existe uma raiz da equagdo
4x* —6x*+3x—2=0
entre 1 e 2.

SOLUCAO Seja f(x) = 4x* — 6x* + 3x — 2. Estamos procurando por uma solucdo da equa-
¢do dada, isto €, um ndmero c entre 1 e 2 tal que f(c) = 0. Portanto, tomamosa = 1,b = 2 e
N = 0 no Teorema 10. Temos

f)=4-6+3-2=-1<0
e f2)=32-24+6-2=12>0

Logo, f(1) < 0 < f(2), isto é, N = 0 é um nimero entre (1) e f(2). Como f € continua, por
ser um polindmio, o Teorema do Valor Intermedidrio afirma que existe um niimero c entre 1
e 2 tal que f(c) = 0. Em outras palavras, a equacdo 4x* — 6x*> + 3x — 2 = 0 tem pelo
menos uma raiz ¢ no intervalo (1, 2).

De fato, podemos localizar mais precisamente a raiz usando novamente o Teorema do
Valor Intermedidrio. Uma vez que

f(1,2) =-0,128 <0 e f(1,3) =0,548 > 0

uma raiz deve estar entre 1,2 e 1,3. Uma calculadora fornece, por meio de tentativa e erro,

F£(1,22) = —0,007008 <0 e  f(1,23) = 0,056068 > 0

assim, uma raiz estd no intervalo (1,22; 1,23). [

Podemos usar uma calculadora gréfica ou computador para ilustrar o uso do Teorema do
Valor Intermedidrio no Exemplo 10. A Figura 10 mostra o grifico de f em uma janela retan-
gular [—1, 3] por [—3, 3], e vocé pode ver o grafico cruzando o eixo x entre 1 e 2. A Figura
11 mostra o resultado ao se aplicar o zoom, obtendo a janela retangular [1,2; 1,3] por
[—0,2;0,2].

3 02
s N s N
—1 /—/ 3 1,2 V 13
N J \ J
-3 —-0,2
FIGURA 10 FIGURA 11
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De fato, o Teorema do Valor Intermediario desempenha um papel na prépria maneira de
funcionar destas ferramentas graficas. Um computador calcula um nimero finito de pontos
sobre o grafico e acende os pixels que contém os pontos calculados. Ele pressupde que a fun-
¢do € continua e acende todos os valores intermedidrios entre dois pontos consecutivos. O
computador, portanto, conecta os pixels acendendo os pixels intermedidrios.

m Exercicios

1. Escreva uma equagio que expresse o fato de que uma fungdo f¢é
continua no niimero 4.

2. Sefécontinuaem (—9°, »), 0 que vocé pode dizer sobre seu gra-
fico?

3. (a) Do gréfico de f, identifique nimeros nos quais f ¢ descontinua
e explique por qué.
(b) Para cada um dos nimeros indicados na parte (a), determine
se f € continua a direita ou a esquerda, ou nenhum deles.

y
-4 -2 0 2 4 6 x

4. Do gréfico de g, identifique os intervalos nos quais g € continua.
y

5-8 Esboce o gréfico de uma fungdo que seja continua exceto para a
descontinuidade declarada.

5. Descontinua, porém continua a direita, em 2

6. Descontinuidades em —1 e 4, porém continua a esquerda em — 1
e a direita em 4

1. Descontinuidade removivel em 3, descontinuidade em salto em 5

8. Nio € continua a direita nem a esquerda em —2; continua so-
mente a esquerda em 2

9. A tarifa T cobrada para dirigir em um certo trecho de uma rodo-

via com pedégio é de $ 5, exceto durante o horério de pico (entre

7 da manhd e 10 da manha e entre 4 da tarde e 7 da noite), quando

atarifaéde $ 7.

(a) Esboce um grafico de T como funcdo do tempo #, medido em
horas apds a meia-noite.

(b) Discuta as descontinuidades da fungdo e seu significado para
alguém que use a rodovia.

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

10. Explique por que cada funcao € continua ou descontinua.

(a) A temperatura em um local especifico como uma funcio do
tempo.

(b) A temperatura em um tempo especifico como uma fungéo da
distncia em direc@o a oeste a partir da cidade de Paris.

(c) A altitude acima do nivel do mar como uma funcéo da dis-
tancia em direcdo a oeste a partir da cidade de Paris.

(d) O custo de uma corrida de tdxi como uma fungéo da distan-
cia percorrida.

(e) A corrente no circuito para as luzes de uma sala como uma
fun¢do do tempo.

11. Suponha que f'e g sejam fungGes continuas tal que g(2) = 6 e
lim,—, [3f(x) + f(x)g(x)] = 36. Encontre £(2).

12-14 Use a defini¢do de continuidade e propriedades de limites para
demonstrar que a fungio € continua em um dado nimero a.

12 f(x) =x>+ 7 —x, a=4.

13. f(x) = (x + 2x*)%, a=—1.
14 h(t)_2t——3t2 =1
' e 4T

15-16 Use a defini¢do da continuidade e propriedades de limites para
mostrar que a fungo € continua no intervalo dado.

15, f(x) = _2x_+23 . (2.
16. g(x) = 2/3 — x, (-, 3]

17-22 Explique por que a funcéo € descontinua no nimero dado a. Es-
boce o grifico da fungéo.

1
17. f(x) = a= —2
x +
-2
18. f(x) = se x 7 a=-2
se x = —2
se x <0
19. f(x) = a=0
se x =
#1
se x a=1
sex =1
Ccos X se x <0
21 f(x) = {0 sex =0 a=0

1—x% sex>0

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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2x*—5x—3 23
— sex

2. f(x) = x—3 a=3
6 sex =3

A <

23-24 Como vocé “removeria a descontinuidade” de f? Em outras
palavras, como vocé definiria f(2) no intuito de fazer f continua
em 2?7

xP—x-2 x* =8
23. f(x) —? 24, f(x) = 2

25-32 Explique, usando os Teoremas 4, 5, 7 e 9, por que a funcéo é
continua em todo o nimero em seu dominio. Diga qual € o dominio.

X
: == : =3 +x°
25. F(x) PR — 2. G(x) =Jx (1 +x°)
21 Rb) = x> + 2x — 1 28, h(x) = -2
x+1
t
29. A(r) = arcsen(l + 21) 30. B(x) = —2>

N/=s

2. NP =tg'(1 +e)

M) = A1+~
X

[ 33-34 Localize as descontinuidades da fungdo e ilustre com um gra-

fico.

1

3B.y=—""+
Y 1+ e

34. y = In(tg’x)

35-38 Use a continuidade para calcular o limite.

5+
35. lim—\/; 36. lim sen(x + senx)

x—4 /5 + x x—m

. x*—4
38. hn% arctg| ———

3. lim e ™ 6

x—1

39-40 Mostre que f ¢ continua em (—o, o).

x?sex <1

3. f = {\/; sex =1

senx sex < 7 /4

2. f(x) = {

cosx sex =1 /4

41-43 Encontre os pontos nos quais f ¢ descontinua. Em quais desses
pontos f € continua a direita, a esquerda ou em nenhum deles? Esboce
o gréfico de f.

1+x2 sex<0
N fx) =92 —x sed<x<2
(x =127 sex>2

x+1 sex<1
42. f(x) =41/x sel<x<3

VJx—3sex=3

x+2 sex<O
3. f(x) =1¢* se0sx<1
2—x sex>1

44. A forga gravitacional exercida pela Terra sobre uma unidade de
massa a uma distancia r do centro do planeta é

GMr
3 ser <R
F@r) =
GM
> ser =R
r

onde M € a massa da Terra; R € seu raio; e G € a constante gravi-
tacional. F' € uma fungio continua de r?

45. Para quais valores da constante ¢ a fungdo f é continua em
(=00, 0)?

x—ex sex=2

cex?+2x sex<?2
- |

46. Encontre os valores de a e b que tornam f continua em toda parte.

2
—4
al se x <2
) = x—2
flx ax* —bx+3 se2<x<3
2x —a+ b se x =3

47. Quais das seguintes funcdes f tém uma descontinuidade removi-
vel em a? Se a descontinuidade for removivel, encontre uma fun-
¢30 g que seja igual a f'para x # a e seja continua em a.

-1
@ f0) ="— a=1
O fw == s

©) f(x) =[senx], a=m

48. Suponha que uma funcdo f seja continua em [0, 1], exceto em
0,25, e que f(0) = 1 e f(1) = 3. Seja N = 2. Esboce dois grafi-
cos possiveis de f, um indicando que f pode ndo satisfazer a con-
clusdo do Teorema do Valor Intermedidrio e outro mostrando que
f poderia ainda satisfazer a conclusdo do Teorema do Valor In-
termedidrio (mesmo que ndo satisfaca as hipdteses).

49. Se f(x) = x> + 10 sen x, mostre que existe um niimero c tal que
f(e) = 1.000.

50. Suponha f continua em [1, 5] e que as tnicas solugdes da equa-
¢io f(x) = 6 sejam x = 1 e x = 4. Se f(2) = 8, explique por
que f(3) > 6.

51-54 Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que existe

uma raiz da equagdo dada no intervalo especificado.

5. x* +x—3=0, (1,2 52 Jx=1-x (0,1)
53. ¢*=3—2x, (0,1) 54. senx =x>—x, (1,2)

55-56 (a) Demonstre que a equacdo tem pelo menos uma raiz real.
(b) Use sua calculadora para encontrar um intervalo de comprimento
0,01 que contenha uma raiz.

55. cos x = x° 56. Inx =3 — 2x

57-58 (a) Demonstre que a equacdo tem pelo menos uma raiz real.
(b) Use sua ferramenta gréfica para encontrar a raiz correta até a ter-
ceira casa decimal.

57. 100e /' = 0,01x> 58. arctgx =1 — x




59. Demonstre que f € continua em a se, e somente se,
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66. Se a e b sdo nimeros positivos, prove que a equagao

119

lim f(a + h) = f(a). a b —0
h=0 X*H+2xr-1 x*+x-2
60. Para demonstrar que seno € continuo, precisamos mostrar que possui no minimo uma solugdo no intervalo (—1, 1).
lim, ., sen x = sen a para todo nimero real a. Pelo Exercicio 67. Demonstre que a fungdo
59, uma afirmagdo equivalente € que
£ x*sen(1/x) sex #0
lim sen(a + h) = sena. X) = _
e ( ) 0 sex =10
é continua em (—oo, ),
Use ara mostrar que isso € verdadeiro. . .
[6]p q 68. (a) Mostre que a fungdo valor absoluto F(x) = | x | é continua em
61. Demonstre que o cosseno € uma fungdo continua. toda parte.
62. (a) Demonstre a parte 3 do Teorema 4. (b) Demonstre que se f for uma funcéo continua em um intervalo,
(b) Demonstre a parte 5 do Teorema 4. entdio também o € | f |.
63. Para que valores de x a funcéio f¢ continua? (c) A reciproca da afirmacg@o da parte (b) também € verdadeira?
Em outras palavras, se | f | for continua, segue que f também
Flo) = 0 sex éracional 0 é? Se for assim, demonstre isso. Caso contrario, encontre
1 sex éirracional um contraexemplo.
64. Para que valores de x a funcéo g € continua? 69. Um monge tibetano deixa o monastério as 7 horas da manha e
segue sua caminhada usual para o topo da montanha, chegando 14
g(x) = {0 se.x € racional as 7 horas da noite. Na manh seguinte, ele parte do topo as 7 horas
x  sex ¢ irracional da manhd, pega 0 mesmo caminho de volta e chega a0 monasté-
65. Existe um nimero que € exatamente uma unidade a mais do que rio s 7 horas noite. Use o Teorema do Valor Intermedidrio para

seu cubo?

mostrar que existe um ponto no caminho que o monge vai cruzar
exatamente na mesma hora do dia em ambas as caminhadas.

m Limites no Infinito; Assintotas Horizontais

Nas Secdes 2.2 e 2.4, estudamos os limites infinitos e as assintotas verticais. L4 tomavamos
x tendendo a um ndmero e, como resultado, os valores de y ficavam arbitrariamente grandes * f)
(positivos ou negativos). Nesta secdo vamos tornar x arbitrariamente grande (positivo ou ne- 0 -1
gativo) e ver o que acontece com y. *1 0
Vamos comegar pela andlise do comportamento da funcdo f definida por +2 0,600000
21 *3 0,800000
) =5— +4 0,882353
x4 +5 0923077
quando x aumenta. A tabela ao lado fornece os valores dessa fung¢@o, com precisao de seis f;g 8328;33
casas decimais, e o grafico de f feito por um computador esta na Figura 1. B ’
*100 0,999800
+1000 0,999998

FIGURA 1

Quanto maior o x, mais préximos de 1 ficam os valores def(x). De fato, temos a impres-
sdo de que podemos tornar os valores de f(x) tdo proximos de 1 quanto quisermos se tornar-
mos um x suficientemente grande. Essa situac@o € expressa simbolicamente escrevendo

2
1
lim ——— =

=1
= x4 1

Em geral, usamos a notagao
lim f(x) =L
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para indicar que os valores de f(x) ficam cada vez mais préximos de L a medida que x fica
maior.

E] Definicdo Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (g, «©). Entao

lim f(x) = L

significa que os valores de f(x) ficam arbitrariamente préximos de L tomando x sufi-
cientemente grande.

Outra notagdo para lim,—« f(x) = L é
f(x) =L quando x— oo,

O simbolo % ndo representa um nimero. Todavia, frequentemente a expressdo lim f(x) = L
P o
¢ lida como

“o limite de f(x), quando x tende ao infinito, é L”
ou “o limite de f(x), quando x se torna infinito, é L”
ou “o limite de f(x), quanto x cresce ilimitadamente, € L”
O significado dessas frases € dado pela Defini¢ao 1. Uma defini¢do mais precisa, andloga
aquela de €, 6 da Secdo 2.4, serd dada no final desta secéo.
As ilustracdes geométricas da Definicdo 1 estdo na Figura 2. Observe que existem muitas

formas de o gréfico de f aproximar-se da reta y = L (chamada assintota horizontal) quando
olhamos para a extremidade direita de cada grafico.

y y y
=L
AL y =@ P
= f)
yo g v=1L \y=f(X)
0 X 0 X 0 X

FIGURA 2
Exemplos ilustrando lim f)=L

Com relacdo ainda a Figura 1, vemos que para os valores negativos de x com grande valor
absoluto, os valores de f(x) estdo proximos de 1. Fazendo x decrescer ilimitadamente para va-
lores negativos, podemos tornar f(x) tdo préximo de 1 quanto quisermos. Isso € expresso es-
crevendo

Coxr—1
lim —5——=
y——w x° + 1

A definicdo geral € dada a seguir.

(2] Definicdo  Seja fuma funcdo definida em algum intervalo (=, a). Entdo

lim f(x) =L

significa que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximos de L, tomando-
-se x suficientemente grande em valor absoluto, mas negativo.

Novamente, o simbolo —o ndo representa um niimero; todavia, a expressdo lim f(x) = L
) . x5
é frequentemente lida como

“o limite de f(x), quando x tende a menos infinito, € L”



A Definicdo 2 estd ilustrada na Figura 3. Observe que o grifico aproxima-se da reta y = L
quando olhamos para a extremidade esquerda de cada gréfico.

3] Definicdo A reta y = L é chamada assintota horizontal da curva y = f(x) se

lim f(x) = L ou lim flx)=1L

Por exemplo, a curva ilustrada na Figura 1 tem a reta y = 1 como uma assintota horizon-
tal, pois
oxt =1
lim — =1
x—o x° + 1

Um exemplo de curva com duas assintotas horizontais € y = tg”'x. (veja a Figura 4). Na
verdade,

(4] lim tg'x = -z lim tg™'x = T
x——ce 2 x>0 2
logo, ambas as retas y = —a/2 e y = 7r/2 sdo assintotas horizontais. (Isso segue do fato de

que as retas x = *17/2 sfo assintotas verticais do gréfico da tangente.)

[ZEIGEN Encontre os limites infinitos, limites no infinito e assintotas para a fungio f cujo
gréfico estd na Figura 5.

SOLUCAD Vemos que os valores de f(x) ficam grandes por ambos os lados como x — —1,
entao

lim f(x) = o

Observe que f(x) torna-se grande em valor absoluto (porém negativo) quando x tende a 2 a
esquerda; porém torna-se grande e positivo quando x tende a 2 a direita. Logo,

lim f(x) = —oo e lim f(x) = oo
x—2" x—2+
Assim, ambas as retas x = —1 e x = 2 sdo assintotas verticais.

Quando x torna-se grande, vemos que f(x) tende a 4. Mas quando x decresce para valores
negativos, f(x) tende a 2. Logo,

liirgof(x) =4 e lirllwf(x) =2

Isso significa que y = 4 e y = 2 sdo assintotas horizontais. |
1 o1
[ETEENF Encontre lim — e lim —.
x—>o X x——w X

SOLUCAD Observe que quando x € grande, 1/x € pequeno. Por exemplo,

L 0,01 = 0,0001 L 0,000001
100 10 000 1 000 000

De fato, tomando x grande o bastante, podemos fazer 1/x tdo préximo de 0 quanto quiser-
mos. Portanto, conforme a Defini¢do 1, temos

o1
lim— =20
X )
Um raciocinio andlogo mostra que, quando x € grande em valor absoluto (porém negativo),
1/x € pequeno em valor absoluto (mas negativo); logo, temos também
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y
y=1L
0 X
y
y = f0)
y=1L
0 X
FIGURA 3

Exemplos ilustrando ltn} fx)=L

0
FIGURA 4
y= tg_lx
It 1]
[l \ L
/| \ 1
E——] \ 2 \
\ N
0 2 X
\
\
FIGURA 5
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0
FIGURA 6

lim+ =0, lim £
x—w X x——x X

=0

o1
Iim — =20

x——w X

Segue que areta y = 0 (o €ixo x) € uma assintota horizontal da curva y = 1/x. (Esta € uma
hipérbole equildtera; veja a Figura 6.) [

A maioria das Propriedades dos Limites que foram dadas na Secdo 2.3 também sdo vélidas
para os limites no infinito. Pode ser demonstrado que as Propriedades dos Limites listadas na
Secdo 2.3 (com excegdo das Propriedades 9 e 10) sdo também vdlidas se “x — a” for substi-
tuido por “x — ©” ou “x — —o”. Em particular, se combinarmos as Propriedades 6 e 11 com
o resultado do Exemplo 2, obteremos a seguinte regra importante no calculo de limites.

@ Teorema Se r > 0 for um ndmero racional, entdo

.
lim— =20
x—w X

Se r > 0 for um nimero racional tal que x" seja definida para todo x, entdo

lim — =20
K X

[EETETER Calcule
o3P —x—-2
lim =2 a1
x—>%0 5x + 4x + ]

e indique quais propriedades de limites foram usadas em cada etapa.

SOLUCAO Quando x cresce, o numerador e o denominador também crescem, logo, nio fica
6bvio o que ocorre com a razdo entre eles. Para eliminar essa indeterminagao, precisaremos
antes manipular algebricamente a expressao.

Para calcular o limite no infinito de uma fung¢fo racional, primeiro dividimos o numera-
dor e o denominador pela maior poté€ncia de x que ocorre no denominador. (Podemos assu-
mir que x ¥ 0, uma vez que estamos interessados apenas em valores grandes de x.) Nesse
caso a maior poténcia de no denominador ¢ x2 logo, temos

3 —x—2 3 1 2
oo 3xr=—x-2 ) x? . x  x?
hmz— = hmz— = lim
= 5x° + 4x + 1 == Sy +4x + 1 x— 1
- 5+ —+—
X X X
. 1 2
im (3~ 4 2
X— X X
= 4 | (pela Propriedade dos Limites 5)
1m(5+— —ﬁ
x> X X

. .1 .
lim3 — lim— — 2 lim —
xX—w x—w X x—w X
= (pelas Propriedades 1, 2 e 3)

1 1
lim5 + 4 lim — + lim —

xX—w x—m X x—w X
3-0-0 _
= —_————_ (pela Propriedade 7 e pelo Teorema 5)
5+40+0
3



Um célculo andlogo mostra que o limite quando x — —o também & 3. A Figura 7 ilustra
o resultado destes cdlculos mostrando como o gréfico da funcdo racional dada aproxima-se da
assintota horizontal y = 3. |

[N Determine as assintotas horizontais e verticais do grifico da fungdo

\/sz +1

flo) =

SOLUCAD Dividindo o numerador e o denominador por x e usando as propriedade dos limi-

tes, temos
x~>oo

3__
X

. 1 . .1
_.352\/2+7_ \/3522@52?_ J210 V2

o < 5>_ S 3-5.-0 3
lim(3 — =
Jm .

Portanto, aretay = \/5 /3 é uma assintota horizontal do gréfico de f.
No célculo do limite quando x — —, devemos lembrar que, para x < 0, temos
Vx2 = |x| = —x. Logo, quando dividimos o numerador por x, para x < 0, obtemos

1 1 1
—V2x2+ 1= - —\/2x2+1=—\/2+—
X \/x2 x2

—\[2+ 2+ lim — _
VAT \/ vimwx J2
LR __

3x—5 a—- 3
. 3—— 3—511111—
X x> )

V2x2 41

3x —5

lim

x—®

(pois 4/x? = x para x > 0)

1im3—511ml

x—0© x—%® x

Logo

lim

xX—>—

Assim, aretay = —4/2 /3 é também uma assintota horizontal.

Uma assintota vertical deve ocorrer quando o denominador, 3x — 5, € 0, isto €, quando
x = 2. Se x estiver préximo de 3 e x > 2, entdo o denominador estd préximo de 0, e 3x — 5 &
positivo. O numerador /2x> + 1 é sempre positivo, logo f(x) € positivo. Assim

V2x2 4+ 1

3x —5

lim
x—(5/3)*

Se x estiver préximo de 3, mas x < 3, entdo 3x — 5 < 0, logo f(x) é muito grande em valor
absoluto (porém negativa). Assim,

2x2+ 1
m — =
=63 3x—5

. . . 5
A assintota vertical € x = 3. L

IEEENE Caleule lim (VX2 + 1 — x).

SOLUCAD Como tanto 4/x2 + 1 quanto x sdo grandes quando x € grande, € dificil ver o que
acontece com sua diferenca; logo, usamos a dlgebra para reescrever a fungao. Vamos primeiro
multiplicar o numerador e o denominador pelo conjugado radical:

2
lim (Va2 + 1 —x) = lim (Va> + 1 — ) J——m

x—>0 x—0w

Todas as trés assintotas estdo mostradas na Figura 8.
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y
y=10,6
\
0 1 X
FIGURA 7
o 3—x-2
YT 52+ Ax+1
y
2
y=5
—_— X
__\
Y=73
=3
*73
FIGURA 8
22 +1
YT 3x =5

Podemos pensar na fungdo dada como
tendo denominador 1.
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y=\x>+1-x

FIGURA 9

FIGURA 10

A estratégia de solugao de proble-
mas para os Exemplos 6 e 7 é de apre-
sentar algo extra. Aqui, o algo extra, a
ajuda auxiliar, é a nova variavel .

(x2+1) —x2

= lim —F——
x—e A fx2+ 1 +x

1
lim ———
oe A x2+ 1 +x

Note que o denominador desta dltima expressao (\/ x2+ 1+ x) cresce ilimitadamente quando
x — o (& maior que x). Logo,

1
lim(vx2+1—x)=lim—F—=0
-H“’( ) = fx2+ 1+ x
A Figura 9 ilustra esse resultado. [

1
[EETENN Calcule lirzn arctg( 2).
x—2+ x —

SOLUCAD  Se considerarmos ¢ = 1/(x — 2), sabemos que t — % quando x — 27, Portanto,
pela segunda equagio em [4], temos

1 T
lim arctg| —— | = limarctg t = — L
x—2+ g< X 2 > t—>% g 2

O grifico da fun¢@o exponencial natural y = e¢” tem a reta y = 0 (0 eixo x) como uma as-
sintota horizontal. (O mesmo € verdadeiro para qualquer fung¢ao exponencial com base a > 1.)
Na verdade, a partir do grafico na Figura 10 e da tabela de valores correspondentes, vemos que

@ lim e¢* =0

x—>—%

Observe que os valores de e* tendem a 0 muito rapidamente.

y X

X e’
y=é 0 1,00000
-1 0,36788
-2 0,13534
| -3 0,04979
#__T__—’////// -5 0,00674
: n } } } -8 0,00034

0 1 X

—-10 0,00005

[EETENEA Calcule lirgg el
SOLUCAD  Se deixarmos t = 1/x, sabemos que ¢t — — quando x — 0. Assim, por [6],

lim ¢ = lim ¢' =0

x—0~ t——x

(Veja o Exercicio 75.) [ |

2 ZOER  Calcule lim sen x.

oo

SOLUCAO Quando x cresce, os valores de sen x oscilam entre 1 ¢ —1 um ndmero infinito de

vezes; logo, eles ndo tendem a qualquer nimero definido. Portanto, lim,_... sen x ndo existe.
|

I Limites Infinitos no Infinito
A notagdo

lim f(x) = =

¢ usada para indicar que os valores de f(x) tornam-se grandes quanto x se torna grande. Sig-
nificados analogos sdo dados aos seguintes simbolos:
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lm f() =2 lmf@)=—=  lim f()=

[ETETENE] Encontre lim x*e lim x°.

x—x xX—>—

SOLUCAO Quando x torna-se grande, x° também fica grande. Por exemplo,

10° = 1000 100° = 1000000 1000* = 1000000000

Na realidade, podemos fazer x* ficar tdo grande quanto quisermos tomando x grande o sufi-
ciente. Portanto, podemos escrever

lim x3 = o

x—

Analogamente, quando x é muito grande em médulo, porém negativo, x* também o é. Assim,

s
lim x® = —eo FIGURA 11
im 3= oo lim x3= —
Essas afirmagdes sobre limites também podem ser vistas no grafico de y = x* da Figura 11. 1M~ = lim x *
|
Olhando para a Figura 10 vemos que y

lim e* = =

ooy
mas, como ilustra a Figura 12, y = e* torna-se grande muito mais rapidamente que y = x°
quando x — .

[EETEGET] Encontre lim (x? — x).

x—w

100 T+
[2] SOLUCAD  Seria errado escrever

lim (x> — x) = limx?> — limx = ® — ® 0

x—® x—® x—®

As Propriedades dos Limites ndo podem ser aplicadas para os limites infinitos, pois ® ndo €  recuRaA 12
um nimero (ndo podemos definir e — o). Contudo, podemos escrever

3

€* é muito maior que x
. . uando x € grande.
lim (x> — x) =limx(x — 1) = q &
X oo
porque, como x e x — 1 tornam-se arbitrariamente grandes, 0 mesmo acontece com seu pro-
duto. |
x4 x

[EEI0EEN Encontre lim ——.

x—e 3 — x
SOLUCAD Como no Exemplo 3, vamos dividir o numerador e o denominador pela poténcia
mais elevada de x do denominador, que € justamente x:

x>+ x ox+1
lim = lim = —x
x~>oc3—x x~>oc3
= -1
x
poisx + 1 —oe3/x — 1 — —1 quando x — oo, [ |

O préximo exemplo mostra que, usando o limite infinito no infinito, com as intersecc¢des
com os eixos, podemos obter uma ideia aproximada do grafico de um polindmio sem ter de
marcar um grande nimero de pontos.

[E@EINEA Esboce o grifico de y = (x — 2)*(x + 1)*(x — 1) achando suas interseccdes
com o0s eixos e seus limites quando x — = e quando x — —.

SOLUCAD A intersec¢dio com o eixo y € f(0) = (—2)*(1)*(—1) = —16, e as intersec¢des com
0 eixo x sdo encontradas fazendo-se y = 0: x = 2, —1, 1. Observe que, como (x — 2)* € po-
sitivo, a fun¢do ndo muda de sinal em 2; assim, o grafico ndo cruza o eixo x em 2. O grifico
cruzaoeixoem —le l.

Para os valores grandes de x, todos os trés fatores também sdo grandes; logo,
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y
R 0 ) 5 X
-16
FIGURA 13

y=x—2*x +13x—1)

FIGURA 14
lim f(x) = L

FIGURA 15
lim f(x) = L

x—0

lim x=—2%x+1)Px—1) =0

Quando os valores de x tiverem um médulo grande, porém forem negativos, o primeiro fator
serd positivo e grande, ao passo que o segundo e o terceiro fatores tém grande valor absoluto,
porém sdo negativos. Portanto

lim (x — 2*(x + D¥(x — 1) =
Combinando essas informag¢des, damos um esboco do gréafico na Figura 13.

I Definicoes Precisas

Podemos enunciar mais precisamente a Defini¢cdo 1 da seguinte forma.

Definicdo Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (a, «©). Entao
lim /9 =

significa que para todo £ > 0 existe um correspondente niimero N tal que

[f() — L] <e

se x>N entao

Em palavras, isso diz que os valores de f(x) podem ficar arbitrariamente préximos de L
(dentro de uma distancia &, onde € € qualquer nimero positivo), bastando apenas tornar x su-
ficientemente grande (maior que N, onde N depende de €). Graficamente, isso quer dizer que,
escolhendo x suficientemente grande (maior que algum nimero N), podemos fazer o grafico
de fficar entre duas retas horizontais dadasy = L — eey = L + &, como na Figura 14. Isso
deve ser verdadeiro, ndo importando quéo pequeno seja €. A Figura 15 indica que se for es-
colhido um valor menor de &, entdo podera ser necessario um valor maior para N.

y
y=L+e y=f)
e }f(x) .
te estd aqui
y=L—¢
0 N X
quando x estd aqui
y=f)
y=L+e
L
y=L—¢
0 N X

Analogamente, uma versdo precisa da Defini¢do 2 € dada pela Defini¢do 8, que estd ilus-
trada na Figura 16.

Definicdo Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (—, a). Entdo
Jim f(x) = L

significa que para todo € > 0 existe um correspondente nimero N tal que

[f() —L| <e

se x <N entao
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y
y =f)
y=L+e
L
N 0 X FIGURA 16
lim f(x) = L

No Exemplo 3 calculamos que

o 3xr=—x-2 3
x—» 5x° + 4x + 1 5

No préximo exemplo vamos usar uma ferramenta grafica para relacionar isso com a Defini-
~ 3
¢io7,comL =3ee=0,1.

Em Module 2.4/2.6 vocé pode
[ETETIGEE] Use um grafico para encontrar um nimero N tal que explorar a definicdo precisa de um limite
tanto geograficamente quanto

5 numericamente.
B 3x*—x—2
se x>N entdo ——— — 0,6/ <0,
Sx+4x + 1

SOLUCAD Vamos reescrever a desigualdade dada como

P —x—2

0S5S<—F—"—"
Sx?2+4x + 1

< 0,7 y=07

y=05 —

Precisamos determinar os valores de x para os quais a curva dada fica entre as retas horizon-

taisy = 0,5 ey = 0,7. Entdo fazemos o gréfico da curva e destas retas na Figura 17. Assim, y =3);2%4x—21
usamos o cursor para estimar que a curva cruza aretay = 0,5 quando x = 6,7. A direita desse Mt
‘ _ _ 0 15

nimero a curva fica entre asretas y = 0,5 ey = 0,7. Arredondando a favor da seguranca, po-
demos dizer que FIGURA 17

_ 3x2—x—2

se x>17 entdo ———— — 0,6/ <0,
Sx*+4x + 1

Em outras palavras, para ¢ = 0,1 podemos escolher N = 7 (ou qualquer nimero maior) na
Definigao 7. [

1
[EEEINEY Use a Definigio 7 para demonstrar que lim — = 0.

x—o X

SOLUCAD Dado & > 0, queremos encontrar N tal que

se x>N entdo ——0|<e
X

Ao calcular o limite, podemos assumir que x > 0. Entdo, 1/x < & <> x > 1/&. Escolhe-
mos N = 1/&. Logo

1
se x>N=— entdo ——0|=—<ces
€ X X

Logo, pela Definicdo 7,

lim—=0

x—®© X

A Figura 18 ilustra a demonstracido mostrando alguns valores de & e os valores correspon-
dentes de N.
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=02

FIGURA 18
|
y
y=M Finalmente, observamos que pode ser definido um limite infinito no infinito da forma a se-

M guir. A ilustragdo geométrica estd dada na Figura 19.
S @ Definicdo  Seja f uma funcdo definida em algum intervalo (a, ). Entdo
FIGURA 19
lim f(x) = o significa que para todo positivo M existe um correspondente nimero positivo N tal que
o se x>N entdo f(x) > M.

Defini¢des andlogas podem ser feitas quando o simbolo % € substituido por —. (Veja o
Exercicio 74.)

m Exercicios

1. Explique com suas palavras o significado de cada um dos itens a

4, Para a fun¢do g, cujo grafico € dado, determine o que se pede.

seguir. i by i
(a) lim f(x) = 5 (b) lim f(x) =3 (a) lim g(x) (b) lim g(x)
' o I d) li
2. (a) O grifico de y = f(x) pode interceptar uma assintota verti- © = 9(x) ) ) 9(x)
cal? E uma assintota horizontal? Ilustre com gréficos. (e) lin%+ g(x) (f) As equacgdes das assintotas
(b) Quantas assintotas horizontais pode ter o gréfico de y = f(x)? A
Ilustre com gréficos as possibilidades. J / l
3. Para a fungdo f, cujo gréfico € dado, diga quem sao. / \
(a) lim f(x) (®) lim_f(x) | /
(© lim f(x (@ lim f(2) 175 o
(e) liIII f(x) (f) As equagdes das assintotas / \ /
| y ~/
Il /J | [
/ / 5-10 Esboce o grafico de um exemplo de uma fungio f que satisfaca
¥ \ a todas as condigoes dadas.
: = 5. lim f(9) = —o=, lim f() =5, lim /() = -5
1 X ' '
/ 6. lin% f(x) = oo, lirng f(x) = oo, lir}%i flx) = —oo,
[ lim f(x) =0, lm f(x) =0, f(0)=0

M - Zo Z . ~ . ”’ .
E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



1. lirr; f(x) = —oo, lim f(x) = oo, lim f(x) =0,

lim /() =, lim f(x) = —==
8 lim f(x) =3, liIE f(x) = o, lirg f(x) = —oo, féimpar

9. f(0) =3, lim f()=4. lim f(x) =2,
lim f(x) = —o, lim f(x) = =, lim f(x) =,
lim fx) =3

10. lim f(x) = —=, lim f(x) =2, f(0) =0, fépar

.

Faca uma conjectura sobre o valor do limite
2
lim —
x—>® 2"
calculando a fungdo f(x) = x*/2*parax =0, 1,2,3,4,5,6,7,
8,9, 10, 20, 50 e 100. Entdo, use o grifico de f para comprovar
sua conjectura.

12. (a) Use o gréfico de

) = (1 - 3>X
X

para estimar o valor de lim,_... f(x) com precisdo de duas
casas decimais.

(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar o limite com
precisdo de quatro casas decimais.

13-14 Calcule o limite justificando cada passagem com as proprie-

dade dos limites que forem usadas.
P —5x+
1, lim | X2
x—>® 1+ 4x" + 3x

15-38 Encontre o limite ou demonstre que ndo existe.

. 3 —x+4
13. llmz—
x—» 2x° 4+ S5x — 8

3x +5
15. lim 16. lim —
x—e 2x + 3 x—® X —
1l =—x—x? 2= 3y?
1. lim ————— 18. lim ——>—
x——e 2x° =17 y== 5y° + 4y
NENE N
19. li 20 lim —— VI
e PR SRR 13— 5
2x2 + 1)? 2
2N fim— 2T 2. lim —

e x4+
V9x — x

e (x — 1)Xx? + x)

V9x — x

23. lim 24, lim

e X0+ 1 AT
25. lim (vOx2 + x — 3x) 2. lim (x + /x2 + 2x)

x—° x—>—®

lim \/x2 + 1

x—>0

2]. lim (\/x2 +ax — Jx2 + bx) 28.

Coxt=3x2+x
29. lm ——— 30.

s A S lim (e™ + 2 cos 3x)

x>0

1+ x°
3N 1 Y x 32 lim ——
Jim (" + x%) Jm
e}‘x _ e*lt
33. 1 tg(e” 34, i
Jim_arctg(e”) lim o
L1 —e" . sen’x
3. lim—— 36. lim —;
s 1+ 2e" e x4 1
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. —2x 1 -
37. }Ti (e™** cos x) 38. xLﬂgL tg”'(In x)

/A 39. (a) Estime o valor de
lim (Vx> +x + 1 +x)
tragando o gréfico da fun¢do f(x) = Vx> + x + 1 + x
(b) Faga uma tabela de valores de f(x) para estimar qual serd o

valor do limite.
(c) Demonstre que sua conjectura estd correta.

/4 40. (a) Use um gréfico de

F)=3x2+8x+6 —/3x2+3x+ 1

para estimar o valor de lim,—_. f(x) com precisdo de uma
casa decimal.

(b) Use uma tabela de valores de f(x) para estimar o limite com
precisdo de quatro casas decimais.

(c) Encontre o valor exato do limite.

41-46 Encontre as assintotas horizontais e verticais de cada curva.
Confira seu trabalho por meio de um grifico da curva e das estima-
tivas das assintotas.

a _ 2x+1 w0 v — x2+1
VT2 YT T3 —2
3 _2x2+x*1 " _ler4
IR} YT

PR Sk % y— —=

YT —6x+ 5 YT e s

47. Estime a assintota horizontal da fungao

3x3 + 500x>
x>+ 500x2 + 100x + 2000

fl) =

através do grafico f para —10 < x < 10. A seguir, determine a
equacdo da assintota calculando o limite. Como vocé explica a
discrepancia?

I
1<

48. (a) Trace o grafico da fungdo

V2xE+ 1

@) =—F——
! 3x—5
Quantas assintotas horizontais e verticais vocé observa? Use
o grafico para estimar os valores dos limites

V2x2 41 V2x2 41

lim ———— e
x—e 3x — 5 3x —5

im,

(b) Calculando valores de f(x), d& estimativas numéricas dos li-
mites na parte (a).

(c) Calcule os valores exatos dos limites na parte (a). Vocé obtém
os mesmos valores ou valores diferentes para estes limites?
[Em vista de sua resposta na parte (a), vocé€ pode ter de veri-
ficar seus célculos para o segundo limite.]

49. Encontre uma férmula para uma funcio f que satisfaca as se-
guintes condicdes:

1_i)rgxf(X)=0 1iilaf(X)=—°° f2)=0
lim f(x) = lim f(x) = —

50. Encontre uma férmula para uma fung@o que tenha por assintotas
verticais x = 1 e x = 3 e por assintota horizontal y = 1.
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51.

CALCULO

Uma funcgio f'€ a razdo de fungdes quadréticas e possui uma as-
sintota vertical x = 4 e somente um intercepto com o eixo das
abscissas em x = 1. Sabe-se que f possui uma descontinuidade
removivel em x = —1 e lim,._; f(x) = 2. Calcule

@ f(0) (b) lim £(x)

52-56 Encontre os limites quando x — % e quando x — —. Use

essa informagdo, bem como as intersecgdes com 0s eixos, para fazer

um
52.
54.
55.
56.

esboco do grifico, como no Exemplo 12.
y=2x>—x* 53. y = x* — x°
y=x3x+2)>(x—-1)

y=03-x1 +x*1 — x*

y=x*x>— 1)*x +2)

/A s8.

59.

60.

61.

62.

63.

. (a) Use o Teorema do Confronto para determinar lim

seén x

X
(b) Faga o grafico de f(x) = (sen x)/x. Quantas vezes o grafico
cruza a assintota?

Por comportamento final de uma funcéo queremos indicar uma
descri¢do do que acontece com seus valores quando x — ® e
quando x — —o®,

(a) Descreva e compare o comportamento final das fung¢des

P(x) = 3x> — 5x> + 2x O(x) = 3x°
por meio do grifico de ambas nas janelas retangulares
[—2, 2] por [—2, 2] e [—10, 10] por [—10.000, 10.000].
(b) Dizemos que duas funcdes tém o mesmo comportamento final
se sua razdo tende a 1 quando x — %. Mostre que P e Q t€ém
0 mesmo comportamento final.

Sejam P e Q polindmios. Encontre

. P()
lim
)
se o grau de P for (a) menor que o grau de Q e (b) maior que o
grau de Q.
Faca um esbogo da curva y = x” (n inteiro) nos seguintes casos:
i n=0
(iii) n > 0, n par

(i) n > 0, n impar
(iv) n < 0, n impar
(v) n <0, npar
Entdo, use esses esbogos para encontrar os seguintes limites:
(b) lim x"

x—0~"

(d) lim x"

x——%

(a) lim x"
x—0F

(c) lim x"
prarens

Encontre lim,—... f(x) se, para todo x > 1,

10e* — 21 5%
2e* Jx—1

(a) Um tanque contém 5.000 litros de dgua pura. Agua salgada

<flx) <

contendo 30 g de sal por litro de 4gua é bombeada para den-
tro do tanque a uma taxa de 25 L/min. Mostre que a concen-
tra¢do de sal depois de f minutos (em gramas por litro) é

30t
200 + ¢t
(b) O que acontece com a concentragao quando ¢ — o?

C@r) =

Seremos capazes de mostrar, no Capitulo 9 do Volume II, que,
sob certas condicdes, a velocidade v(r) de uma gota de chuva
caindo no instante 7 é

o(t) = v*(1 — e 79",

64.

65.

66.

67.

68.

69.

10.

n.
72.
13.
74.

15.

onde g € a aceleracdo da gravidade e v* € a velocidade final da

gota.

(a) Encontre lim, ., v(7).

(b) Faga o gréfico de o(z) se v* = 1 m/s e g = 9,8 m/s* Quanto
tempo levard para a velocidade da gota atingir 99% de sua
velocidade final?

(a) Fazendo os gréficos de y = ¢ /1

ey = 0,1 na mesma tela,
descubra qudo grande vocé€ precisard tomar x para que
e 10 < 0,1.

(b) A parte (a) pode ser resolvida sem usar uma ferramenta gra-

fica?

Use um grafico para encontrar um nimero N tal que

_ 3x2+1
se x>N entao —— — L,5] <005
2x+x+ 1
Para o limite
Vaxr+ 1
lim Y~ —»

x—®

x+ 1

ilustre a Defini¢do 7, encontrando os valores de N que corres-
pondamae = 0,5e & = 0,1.

Para o limite

Vaxt+1 _

x+1

lim -2

ilustre a Defini¢do 8, encontrando os valores de N correspon-
dentesae =0,5ee =0,1.

Para o limite

. 2x+ 1
lim ——
e N fx + 1

ilustre a Defini¢éio 9, encontrando um valor de N correspondente
aM = 100.

(a) De que tamanho devemos tomar x para que 1/x? < 0,0001?
(b) Tomando r = 2 no Teorema 5, temos a igualdade

1
lim — =0
x—® xz

Demonstre isso diretamente usando a Definigdo 7.

(a) De que tamanho devemos tornar x para que 1/ \/; < 0.0001?
(b) Tomando r = % no Teorema 5, temos a igualdade

Demonstre isso diretamente usando a Definigdo 7.

1
Use a Defini¢do 8 para demonstrar que lim — = 0.

x—>—o X

Demonstre, usando a Definigdo 9, que lim x* = o,
X

Use a Defini¢do 9 para demonstrar que lim e* = .

x—©

Formule precisamente a defini¢do de
‘lill_lm f(x) = —
Entdo, use sua deﬁniée";) para demonstrar que
lim (1+x3)=-»
Demonstre que o
lim £ () = lim f(1/1)
e lim £ = lim £(1/1)

se esses limites existirem.
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O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema de encontrar a velocidade
de um objeto envolvem determinar o mesmo tipo de limite, como vimos na Secdo 2.1. Este
tipo especial de limite € chamado derivada e veremos que ele pode ser interpretado como
uma taxa de variacio tanto nas ciéncias quanto na engenharia.

I Tangentes

Se uma curva C tiver uma equagio y = f(x) e quisermos encontrar a reta tangente a C em um
ponto P(a, f(a)), consideramos um ponto préximo Q(x, f(x)), onde x # a, e calculamos a in-
clinagdo da reta secante PQ:

_ f&) ~ fla)
0=

X —a

Entdo fazemos Q aproximar-se de P ao longo da curva C ao obrigar x tender a a. Se mpg ten-
der a um ndmero m, entdo definimos a tangente t como a reta que passa por P e tem inclina-
¢do m. (Isso implica dizer que a reta tangente € a posi¢ao-limite da reta secante PQ quando
Q tende a P. Veja a Figura 1.)

E] Definicdio A reta tangente a curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) € a reta
passando por P com a inclinagdo

. f) — fla)
m = lim —————
x—a xX—a

desde que esse limite exista.

Em nosso primeiro exemplo vamos confirmar uma conjectura que foi feita no Exemplo 1
da Secdo 2.1.

IEEIGEN Encontre uma equagio da reta tangente 4 pardbola y = x* no ponto P(1, 1).

SOLUCAO Temos aqui @ = 1 e f(x) = x2 logo a inclinagio é

A €O I (O R
m=Ilm————=lim———
x—1 _x—l x—1 x—l
o x—=Dx+1
=lim—F——
x—1 x—l

lim(x+1)=1+1=2
x—1

Usando a forma ponto-inclinag¢do da reta, encontramos que uma equacao da reta tangente em
(1, 1é

y—1=2(x—-1) ou y=2x—1 [
Algumas vezes nos referimos a inclinag@o da reta tangente como a inclinacio da curva
no ponto. A ideia por detrés disso € que, se dermos zoom (suficiente) em direcdo ao ponto, a
curva parecerd quase uma reta. A Figura 2 ilustra esse procedimento para a curva y = x> do
Exemplo 1. Quanto maior for o zoom, mais indistinguivel da reta tangente serd a parabola. Em

outras palavras, a curva se torna quase indistinguivel de sua reta tangente.

O, f(x))

F®—fla)

°l/

FIGURA 1

A forma ponto-inclinagdo da equagdo da
reta por um ponto (x;, y;) com uma
inclinagdo m é:

y =y =mx—x)

Visual 2.7 mostra uma animagao da
Figura 2.
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\l\-)

-2

0

AN

L 1,5 0’9\ .

0,5 — 1,1

FIGURA 2 Um zoom cada vez maior da pardbola y=x2em torno do ponto (1, 1).

Q(a+th, flat+h))

y
P(a, f(a))
flath)—fla)
0 / a a+h X
FIGURA 3
y
x+3y—6=0
‘\0 X
FIGURA 4
posicdo no posi¢do no
instante = ¢ instante t = a +
0 N x
fla +h) — fla)
[ ——fa) |
| fla+h) |
FIGURA 5

Ha outra expressdo para a inclinacio da reta tangente que €, as vezes, mais facil de ser
usada. Se h = x — a, entdo x = a + he, assim, a inclinag@o da reta secante PQ é

_ fla+h —fla)
me e ——
h
(Veja a Figura 3 onde o caso & > 0 € ilustrado e Q estd a direita de P. Se acontecesse que 2 < 0
, entretanto, Q estaria a esquerda de P.)

Observe que quando x tende a a, i tende a O (pois 7 = x — a); assim, a expressdo para a
inclinacdo da reta tangente na Definic¢do 1 fica

7 = i L2 1) = 10

h—0

[E@TI0F] Encontre uma equacio da reta tangente 2 hipérbole y = 3/x no ponto (3, 1).
SOLUCAD Seja f(x) = 3/x. Entdo a inclina¢do da reta tangente em (3, 1) €

3, 3—(3+h)
. fB+m-fB) . 3+h . 3+h
m=lim——————— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

1 1

—h
=lim—————=lim—-————=
=0 h(3 +h) =0 3 +h 3
Portanto, uma equagao da reta tangente no ponto (3, 1) é

y—1=—3(x=3)

que se simplifica para x+3y—6=0.
A hipérbole e sua tangente estdo na Figura 4. [ |

[ Velocidades

Na Secdo 2.1 estudamos o movimento de uma bola abandonada de cima da Torre CN e sua
velocidade foi definida como o valor-limite das velocidades médias em periodos cada vez
menores.

Em geral, suponha que um objeto se mova sobre uma reta de acordo com a equagéo
s = f(z), na qual s € o deslocamento do objeto a partir da origem no instante ¢. A fungio f que
descreve o movimento € chamada funcio de posicao do objeto. No intervalo de tempo entre
t=aet=a + h,avariagdo na posicdo serd de f(a + h) — f(a). (Veja a Figura 5.) A velo-
cidade média nesse intervalo é

deslocamento  f(a + h) — f(a)
tempo h

velocidade média =

que € o mesmo que a inclinag¢do da reta secante PQ na Figura 6.



Suponha agora que a velocidade média seja calculada em intervalos cada vez menores
[a, a + h]. Em outras palavras, fazemos & tender a 0. Como no exemplo da queda da bola, de-
finimos velocidade (ou velocidade instantinea) v(a) no instante t = a como o limite dessas
velocidades médias:

@ U(a)zllj)r(l) f(a+]/ll/l)_f(a)

Isso significa que a velocidade no instante t = a € igual a inclinag@o da reta tangente em P
(compare as Equacdes 2 e 3).
Agora que sabemos calcular os limites, vamos retornar ao problema da queda da bola.

[EEIGE] Suponha que a bola foi deixada cair do posto de observagdo da torre, 450 m
acima do solo.

(a) Qual a velocidade da bola apds 5 segundos?

(b) Com qual velocidade a bola chega ao solo?

SOLUGCAO Precisaremos encontrar a velocidade tanto quando ¢ = 5 quanto quando a bola atinge
o solo, de modo que € eficiente comecar encontrando a velocidade em um instante geral r = a.
Usando a equacio de movimento s = f(f) = 4,9¢%, temos

fla+h) —fl@ . 49 + h)? — 494>
im = lim

v(@) = l;o h h1~>0 h
. 49(a* + 2ah + h* — a?) . 49Qah + h?)
= lim = lim ————
h—0 h h—0 h

= ’1111(1) 4,92a + h) = 9,8a
(a) A velocidade ap6s 5 s € de v(5) = (9,8)(5) = 49m/s.
(b) Uma vez que o posto de observagao estd 450 m acima do solo, a bola vai atingir o chéo
em #;, quando s(z;) = 450, isto §,
4,917 = 450.

Isso fornece
, 450 450
= t

4,9 4,9

A velocidade com que a bola atinge o chio €&, portanto,

450
v(n) = 9,8t = 9,8 E =~ 94 m/s |

I Derivadas

Vimos que o mesmo tipo de limite aparece ao encontrar a inclina¢do de uma reta tangente
(Equacdo 2) ou a velocidade de um objeto (Equagdo 3). De fato, os limites do tipo

. fla+h) — fla)

m2l2 0 J

)
}ILO h

surgem sempre que calculamos uma taxa de variacdo em qualquer ramo das ciéncias ou en-
genharia, tais como a taxa de uma reacdo quimica ou o custo marginal em economia. Uma vez
que esse tipo de limite ocorre amplamente, ele recebe nome e notacdo especiais.

4] Definicio A derivada de uma funcfio f em um nimero a, denotada por f'(a), é

fla + h) — f(a)

f(a) = lim h

se o limite existir.
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’ Q(a + h, fla + h))
P(a, fla))
h
0 a at+h t

_ flath) — fla)
h

PQ

= velocidade média

FIGURA 6

Lembre-se da Segdo 2.1: A distancia (em
metros) percorrida ap6s ¢ segundos é 4,9¢2.

f'(a) é lido como “f linha de a.”
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y
y=x>—8x+9
0 X
(3,-6)
y=—2x
FIGURA 7

Se escrevermos x = a + h,entdioh = x — ae htende a 0 se, e somente se, x tende a a.
Consequentemente, uma maneira equivalente de enunciar a definicdo da derivada, como vimos
na determinacdo das retas tangentes, €

f(x) — fla)
X

—da

5] f@ = tim

[EEI0N Encontre a derivada da fungio f(x) = x> — 8x + 9 em um ndmero a.
SOLUCAD Da Defini¢do 4, temos

fla +h) — fla)

[f'a) = lim

h
_ [(a+ h)?—8(a+ h) +9] —[a®> — 8a + 9]
_hlg(l) h
_ a’+2ah+h*—8a —8h+9—a*+8—9
_hl—r>r(l) h
2ah + h* — 8h

—1im =TT = imQa + h - 8)

h—0 h h—0
=2a — 8 [ |

Definimos a reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)) como a reta que passa em
P e tem inclinacdo m dada pela Equacdo 1 ou 2. Uma vez que, pela Definicao 4, isso € o
mesmo que a derivada f'(a), podemos agora dizer o seguinte:

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) € a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclina¢do
¢ igual a f'(a), a derivada de fem a.

Se usarmos a forma ponto-inclinacio da equag@o de uma reta, poderemos escrever uma
equacdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)):

y = fla) = fa)(x — a)

@0 Encontre uma equacio da reta tangente 4 pardbola y = x> — 8x + 9 no ponto
(3, —6).

SOLUCAD Do Exemplo 4, sabemos que a derivada de f(x) = x*> — 8x + 9 no niimero a §é
f'(a) = 2a — 8. Portanto, a inclinagdo da reta tangente em (3, —6) € f'(3) = 2(3) — 8 = —2.
Dessa forma, uma equagdo da reta tangente, ilustrada na Figura 7, €

y— (=6) = (=2)(x — 3) ou y = —2x [ ]

I Taxas de Variacao

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra quantidade x. Assim, y € uma fun-
¢do de x e escrevemos y = f(x). Se x variar de x; a x,, entdo a varia¢io em x (também cha-
mada incremento de x) sera

Ax = x2 — x
e a variacdo correspondente em y serd

Ay = f(x2) = f(x1)

O quociente das diferengas



Ay flx) — flx)

Ax X2 — X1

€ denominado taxa média de variacdo de y em relagiio a x no intervalo [x, x,] e pode ser
interpretado como a inclinag@o da reta secante PQ na Figura 8.

Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa média de variagcdo em intervalos cada
vez menores fazendo x, tender a x, e, portanto, fazendo Ax tender a 0. O limite dessas taxas
médias de variacdo é chamado taxa (instantinea) de variacio de y em relacdo a x em
X = xi, que € interpretada como a inclinagdo da tangente a curva y = f(x) em P(x,, f(x1)):

. A Ay fe) — fa)
@ taxa instantinea de variacio = lim — = lim —————
Ax—0 Ax  x—x X2 — X1

Reconhecemos este limite como a derivada f'(x;).
Sabemos que uma das interpretagdes da derivada f'(a) € a inclina¢@o da reta tangente a
curva y = f(x) quando x = a. Agora temos uma segunda interpretagio:

A derivada f'(a) € a taxa instantinea de varia¢do de y = f(x) em relacdo a x quando
x=a.

A conexdo com a primeira interpretagdo € que, se esbocarmos a curva y = f(x), entdo a
taxa instantinea de variacdo serd a inclinagio da tangente a essa curva no ponto onde x = a.
Isso significa que quando a derivada for grande (e, portanto, a curva for ingreme como no
ponto P na Figura 9), os valores de y mudaro rapidamente. Quando a derivada for pequena,
a curva serd relativamente achatada (como no ponto Q) e os valores de y mudardo lentamente.

Em particular, se s = f(¢) for a fungio de posi¢do de uma particula que se move ao longo
de uma reta, entéio f'(a) serd a taxa de variacdo do deslocamento s em rela¢do ao tempo ¢. Em
outras palavras, f'(a) € a velocidade da particula no instante t = a. A velocidade escalar da
particula € o valor absoluto da velocidade, isto &, | f'(a) |.

No préoximo exemplo discutiremos o significado da derivada de uma fungao definida ver-
balmente.

7 IEETENN Um fabricante produz pegas de tecido com tamanho fixo. O custo, em déla-
res, da produgéo de x metros de certo tecido é C = f(x).

(a) Qual o significado da derivada f'(x)? Quais sdo suas unidades?

(b) Em termos praticos, o que significa dizer que f'(1000) = 9?

(c) O que vocé acha que € maior, f'(50) ou f'(500)? E f'(5000)?

SOLUCAD
(a) A derivada f’'(x) € a taxa de variagdo instantdnea de C em relacéo a x; isto €, f'(x) signi-
fica a taxa de varia¢do do custo de producdo em relagdo ao nimero de metros produzidos.
(Os economistas chamam essa taxa de variagdo de custo marginal. Essa ideia esta discutida
em mais detalhes nas Secdes 3.7 ¢ 4.7.)
Como
'(x) = lim —

f&) = lim —=
as unidades para f'(x) sdo iguais aquelas do quociente de diferengas AC/Ax. Uma vez que AC
€ medida em ddlares e Ax em metros, segue que a unidade para f'(x) € délares por metro.

(b) A afirmagdo que f'(1000) = 9 significa que, depois de 1 000 metros da pega terem sido
fabricados, a taxa segundo a qual o custo de producéo estd aumentando é $ 9/m (quando
x = 1000, C estd aumentando 9 vezes mais rapido que x).

Uma vez que Ax = 1 é pequeno comparado com x = 1000, podemos usar a aproximagéo

AC AC
F1(1000) ~ — = — = AC
Ax 1

e dizer que o custo de fabrica¢do do milésimo metro (ou do 1001°) estd em torno de $ 9.
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O(xy flx,))

P(x, flx)
\

taxa média de variagdo = mpg

taxa instantanea de variacdo =
inclinacdo da tangente ¢

FIGURA 8

FIGURA 9

Os valores de y estdo variando
rapidamente em P ¢ de modo
lento em Q.

Aqui estamos assumindo que a fungdo
custo é bem comportada; ou seja, C(x)
nao oscila muito rapidamente préximo a
x = 1000.
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D(1)

1994
1996
1998
2000
2002

414,0
469,5
467,3
456,4
4423

Uma Observacao sobre Unidades

As unidades para a taxa média de variagdo
AD/ At sdo as unidades para AD
divididas pelas unidades para At, a saber,
bilhdes de ddlares por ano. A taxa
instantanea de variagdo é o limite das
taxas médias de variagdo, de modo que é
medida nas mesmas unidades: bilhdes de

délares por ano.

(c) A taxa segundo a qual o custo de producio estd crescendo (por metro) € provavelmente
menor quando x = 500 do que quando x = 50 (o custo de fabrica¢do do 500° metro € menor
que o custo do 50° metro), em virtude da economia de escala. (O fabricante usa mais eficien-
temente os custos fixos de produgdo.) Entdo

£(50) > £'(500).

Mas, a medida que a producdo expande, a operagdo de larga escala resultante pode se tornar
ineficiente, e poderiam ocorrer custos de horas extras. Logo, € possivel que a taxa de cresci-
mento dos custos possa crescer no futuro. Assim, pode ocorrer que

f'(5.000) > £'(500). —

No exemplo a seguir estimamos a taxa de variacio da divida nacional em relacdo ao tempo.
Aqui, a fungdo € definida ndo por uma férmula, mas por uma tabela de valores.

[EETI0FA Seja D(1) a divida piblica bruta canadense no momento 7. A tabela ao lado d4
os valores aproximados dessa fung¢fo, fornecendo as estimativas da divida, em meados do
ano, em bilhdes de délares, no periodo de 1994 a 2002. Interprete e estime os valores de
D'(1998).

SOLUCAO A derivada D'(1998) indica a taxa de variagdo da divida D com relagdo a t quando
t = 1998, isto €, a taxa de crescimento da divida nacional em 1998.
De acordo com a Equagio 3,

. D() — D(1998)
D'(1998) = lim ——————
(1998) = T = 7908
Dessa forma, calculamos e tabulamos os valores do quociente de diferencas (as taxas médias

da varia¢do) como a seguir:

; D(1) — D(1998)
t — 1998
1994 13,3
1996 -1,1
2000 -55
2002 —6,3

Da tabela vemos que D'(1998) situa-se em algum lugar entre — 1,1 e —5,5 bilhdes de ddlares
por ano. [Aqui faremos a razodvel suposi¢@o de que a divida nio flutuou muito entre 1998 e
2002.] Estimamos que a taxa de crescimento da divida nacional do Canada em 1998 foi a
média desses dois ndmeros, a saber:

D'(1998) = —3,3 bilhdes de dblares por ano.

O sinal de menos significa que o débito estd decrescendo naquele instante.
Um outro método seria tracar a fungdo de debito e estimar a inclinacio da reta tangente
quando ¢ = 1998. [

Nos Exemplos 3, 6 e 7, vimos trés casos especificos de taxas de variagdo: a velocidade de
um objeto € a taxa de variagdo do deslocamento com relag@o ao tempo; o custo marginal € a taxa
de variag@o do custo de produ¢@o em relacdio ao nimero de itens produzidos; a taxa de variacdo
do débito em relacdo ao tempo € de interesse em economia. Aqui estd uma pequena amostra de
outras taxas de variag@o: em fisica, a taxa de variagdo do trabalho com relacdo ao tempo € cha-
mada poténcia. Os quimicos que estudam reacdes quimicas estio interessados na taxa de varia-
¢do da concentragdo de um reagente em relacdo ao tempo (chamada faxa de reagdo). Um bidlogo
estd interessado na taxa de variaciio da populagido de uma coldnia de bactérias em relagdo ao
tempo. Na realidade, o célculo das taxas de variacdo € importante em todas as ciéncias naturais,
na engenharia e mesmo nas ciéncias sociais. Mais exemplos serdo dados na Seg¢do 3.7.

Todas essas taxas de variagdo sdo derivadas e podem, portanto, ser interpretadas como in-
clinacdes das tangentes. Isto dd importancia extra a solugdo de problemas envolvendo tangen-
tes. Sempre que resolvemos um problema envolvendo retas tangentes, ndo estamos resolvendo
apenas um problema geométrico. Estamos também resolvendo implicitamente uma grande va-
riedade de problemas envolvendo taxas de variacio nas ciéncias e na engenharia.
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1. Uma curva tem por equacdo y = f(x).
(a) Escreva uma expressdo para a inclinagdo da reta secante pelos
pontos P(3, £(3)) e O(x, f(x)).

(b) Escreva uma expressdo para a inclinagio da reta tangente em P.

Faga o gréfico da curva y = ¢* nas janelas [—1, 1] por [0, 2],

[-0,5; 0,5] por [0,5; 1,5], e [—0,1; 0,1] por [0,9; 1,1]. Dando um

zoom no ponto (0, 1), o que vocé percebe na curva?

3. (a) Encontre a inclinaciio da reta tangente 2 pardbolay = 4x — x
no ponto (1, 3)
(1) usando a Defini¢do 1.  (ii) usando a Equagdo 2.
(b) Encontre a equagdo da reta tangente da parte (a).

A (c) Faga os graficos da pardbola e da reta tangente. Como verifi-
cagdo, d& um zoom em diregéo ao ponto (1, 3) até que a pa-
rabola e a reta tangente fiquem indistinguiveis.

4. (a) Encontre a inclinacdo da reta tangente A curvay = x — x° no
ponto (1, 0)
(1) usando a Defini¢do 1.  (ii) usando a Equagdo 2.
(b) Encontre a equagdo da reta tangente da parte (a).

i (c) Faga um grafico da curva e da reta tangente em janelas retan-
gulares cada vez menores centrados no ponto (1, 0) até que a
curva e a tangente parecam indistinguiveis.

5-8 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.
5 y=4dx—3x% (2,—-4) 6. y=x'-3x+1, (2,3

2%+ 1
7. y=vx, (1,1 8. y=""= (1,1
x+2

9. (a) Encontre a inclinacdo da tangente a curvay = 3 + 4x* — 2x°
no ponto onde x = a.
(b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (1, 5)
e(2,3).
! (c) Faga o grifico da curva e de ambas as tangentes em uma
mesma tela.

10. (a) Encontre a inclinagdo da tangente a curvay = 1/ \/; no ponto
onde x = a.
(b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (1, 1)
e (4, %)
a3 (c) Faga o grifico da curva e de ambas as tangentes em uma
mesma tela.
11. (a) Uma particula comeca se movendo para a direita ao longo de
uma reta horizontal; o grafico de sua fungio posi¢ao estd mos-
trado. Quando a particula estd se movendo para a direita? E
para a esquerda? Quando estd parada?
(b) Trace um gréfico da funcéo velocidade.

s (metros)
4

0 2 4 6 t(segundos)

@ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

12. Siao dados os graficos das fung¢des das posi¢des de dois corredo-
res, A e B, que correm 100 metros rasos e terminam empatados.

s (metros)
80 A
40
B
—_
0 4 8 12 t (segundos)

(a) Descreva e compare como os corredores correram a prova.
(b) Em que instante a distancia entre os corredores € maior?
(c) Em que instante eles tém a mesma velocidade?

13. Se uma bola for atirada ao ar com velocidade de 10 m/s, sua al-
tura (em metros) depois de ¢ segundos € dada por
y = 10t — 4,9¢*. Encontre a velocidade quando ¢ = 2.

14. Se uma pedra for langada para cima no planeta Marte com velo-
cidade de 10 m/s, sua altura (em metros) apds ¢ segundos € dada
por H = 107 — 1,861
(a) Encontre a velocidade da pedra apds um segundo.

(b) Encontre a velocidade da pedra quando ¢ = a.
(c) Quando a pedra atinge a superficie?
(d) Com que velocidade a pedra atinge a superficie?

15. O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao
longo de uma reta € dado pela equacio do movimento s = 1/¢%,
onde ¢ ¢ medido em segundos. Encontre a velocidade da particula
nos instantes t = a,t = 1,t =2et = 3.

16. O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao
longo de uma reta € dado pela equagdo s = t*> — 8¢ + 18, onde
t € medido em segundos.

(a) Encontre as velocidades médias sobre os seguintes intervalos

de tempo:
i [3,4] (i) [3.5; 4]
(ii)[4, 5] (iv)[4; 4,5]

(b) Encontre a velocidade instantdnea quando ¢ = 4.

(c) Faga o gréfico de s como uma fung¢@o de ¢ e desenhe as retas
secantes cujas inclinagdes séo as velocidades médias da parte
(a), e a reta tangente cuja inclinagdo € a velocidade instanta-
nea da parte (b).

17. Para a fun¢@o g cujo gréfico € dado, arrume os seguintes nime-
ros em ordem crescente e explique seu raciocinio:
0, g¢'(=2, g0, 4@, g@.

y
y =9

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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18. Encontre uma equagio para a reta tangente ao grafico de y = g(x)
emx=5seg(5) =—-3eg'(5) =4.

19. Se uma equagdo de uma reta tangente a curvay = f(x) no ponto
ondea = 2¢éy = 4x — 5, encontre f(2)ef'(2).

20. Se areta tangente a y = f(x) em (4, 3) passar pelo ponto (0, 2),
encontre f(4) e f'(4).

21. Esboce o grafico de uma fungio f para a qual £(0) = 0, f'(0) = 3,
() =0ef'2)=-1L

22. Esboce o grafico de uma fungéo g para a qual
9(0) = g(2) =g(4) = 0,4'(1) =¢'3) = 0,4'(0) =g'(4) = 1,
g'(2) = —1, lim,—x g(x) = © e lim,——.. g(x) = —oo

23. Se f(x) = 3x* — x°, encontre f'(1) e use-o para encontrar uma
equacdo da reta tangente a curva y = 3x* — x> no ponto (1, 2).

24. Se g(x) = x* — 2, encontre ¢g'(1) e use-o para encontrar uma
equacio da reta tangente A curvay = x* — 2 no ponto (1, —1).

25. (a) Se F(x) = 5x/(1 + x?), encontre F'(2) e use-o para encon-
trar uma equagiio da reta tangente a curva y = 5x/(1 + x?)
no ponto (2, 2).
(b) Iustre a parte (a) tragando a curva e a reta tangente na mesma
tela.
26. (a) Se G(x) = 4x* — x°, encontre G'(a) e use-o para encontrar
uma equagdo da reta tangente A curva y = 4x> — x* nos pon-
tos (2, 8) e (3,9).
(b) lustre a parte (a) tracando a curva e as retas tangentes na
mesma tela.

27-32 Encontre f'(a).
27. f(x) = 3x> — 4x + 1 8. f(1) =20 + 1

2t + 1
t+3

3. f(x) =1 —2x

29. f(1) = 30. f(x) =x2

4

32. f(x) = ﬁ

33-38 Cada limite representa a derivada de certa funcio f em certo
nimero a. Diga o que sdo fe a em cada caso.

@+ mn-1 V16 +h —2
me—" = yivrThn = 2

33. 1l 34. lim
h—0 h h—0 h
. 2" =32 . tgx—1
35. lim————— 36. lim —————
i x—35 xirfrr}zt x — w/4
. cos(m+ h) +1 A )
37. llm——— 38. lim———
h—0 h t—1 t—1

39-40 Uma particula se move ao longo de uma reta com equacdo de
movimento s = f(z), onde s € medido em metros e ¢ em segundos.
Encontre a velocidade e a velocidade escalar quando t = 5.

39. f(r) = 100 + 50t — 4,9¢*
0. f)=1t"—1t

41. Uma lata de refrigerante morna € colocada na geladeira. Esboce
o grafico da temperatura do refrigerante como uma fungéo do
tempo. A taxa de variag@o inicial da temperatura é maior ou
menor que a taxa de variagdo ap6s 1 hora?

42. Um peru assado € tirado de um forno quando a sua temperatura
atinge 85 °C e colocado sobre uma mesa, em uma sala na qual a
temperatura € 24 °C. O grifico mostra como a temperatura do

peru diminui e finalmente chega a temperatura ambiente. Por
meio da medida da inclinago da reta tangente, estime a taxa de
variag@o da temperatura apés 1 hora.

T (°C)
80

40

0 30 60 90 120 150 ¢ (min)

43. A tabela mostra o nimero de passageiros P que chegaram a Ir-
landa por avido, em milhdes.

Ano 2001 2003 2005 2007 2009

P 8,49 9,65 11,78 14,54 12,84

(a) Determine a taxa média de crescimento de P
(i) de 2001 a 2005 (ii) de 2003 a 2005
(iii) de 2005 a 2007
Em cada caso, inclua as unidades.

(b) D& uma estimativa da taxa de crescimento instantinea em
2005, tomando a média de duas taxas médias de variagdo.
Quais sdo suas unidades?

44. O nimero N de franquias de uma certa cadeia popular de cafe-
teiras € mostrada na tabela. (Sdo dados os nimeros de franquias
no dia 01 de outubro.)

Ano 2004 2005 2006 2007 2008

N 8.569 | 10.241 12.440 | 15.011 | 16.680

(a) Determine a taxa média de crescimento
(i) de 2006 a 2008 (ii) de 2006 a 2007
(iii) de 2005 a 2006
Em cada caso, inclua as unidades.

(b) Dé uma estimativa da taxa de crescimento instantidnea em
2006 tomando a média de duas taxas médias de variagdo.
Quais sao suas unidades?

(c) Dé uma estimativa da taxa de crescimento instantinea em
2006 medindo a inclinacdo de uma tangente.

(d) Estime a taxa instantinea de crescimento em 2007 e compare-
-a com a taxa de crescimento em 2006. O que vocé pode con-
cluir?

45. O custo (em ddlares) de produzir x unidades de uma certa mer-
cadoria € C(x) = 5.000 + 10x + 0,05x%

(a) Encontre a taxa média da variag¢@o de C em relacdo a x quando
os niveis de produgio estiverem variando
(i)dex =100 ax = 105
(i) de x = 100 a x = 101

(b) Encontre a taxa instantinea da variacdo de C em relacéo a
x quando x = 100. (Isso é chamado custo marginal. Seu
significado serd explicado na Sec¢do 3.7.)

46. Se um tanque cilindrico comporta 100.000 litros de 4dgua, que
podem escoar pela base do tanque em uma hora, entdo a Lei de
Torricelli fornece o volume V de d4gua que restou no tanque ap6s
¢ minutos como



4.

48.

49.

50.

51.

V(t) = 100 000(1 — &7)> 0<t=<60

Encontre a taxa pela qual a d4gua estd escoando para fora do tan-
que (a taxa instantanea da variaciio de V em relagdo a r) como
uma fungdo de ¢. Quais sdo suas unidades? Para os instantes
t =0, 10, 20, 30, 40, 50 e 60 minutos, encontre a taxa do escoa-
mento e a quantidade de dgua restante no tanque. Resuma o que
vocé achou em uma ou duas sentengas. Em que instante a taxa do
escoamento € a mdxima? E a minima?

O custo da producio de x quilogramas de ouro provenientes de

uma nova mina € C = f(x) d6lares.

(2) Qual o significado da derivada f'(x)? Quais s3o suas unidades?

(b) O que significa a afirmativa f'(50) = 36?

(c) Vocé acha que os valores de f'(x) irdo crescer ou decrescer a
curto prazo? E a longo prazo? Explique.

O nimero de bactérias depois de ¢ horas em um laboratdrio ex-

perimental controlado é n = f(z).

(a) Qual o significado da derivada f'(5)? Quais s3o suas unidades?

(b) Suponha que haja uma quantidade ilimitada de espago e nu-
trientes para a bactéria. Qual serd maior: f'(5) ou £'(10)? Se
a oferta de nutrientes for limitada, isso afetaria sua conclu-
sdo? Explique.

Seja T(r) a temperatura (em °C) em Manila, horas apds o meio-

-dia, em 19 de julho de 2011. A tabela mostra os valores dessa

funcgdo registrados de duas em duas horas. Qual o significado de

T'(5)? Estime o seu valor.

t 1 3 5 7 9 11

T 32 32 31 27 26 25

A quantidade (em quilogramas) de café vendida por uma com-
panhia para uma lanchonete ao preco de p ddlares por quilogra-
mas € dada por Q = f(p).

(a) Qual o significado da derivada f'(8)? Quais sdo suas unidades?
(b) f'(8) € positivo ou negativo? Explique.

A quantidade de oxigénio que pode ser dissolvido em agua de-
pende da temperatura da dgua. (Logo, a polui¢do térmica in-
fluencia o nivel de oxigénio da dgua.) O grafico mostra como a

52.
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solubilidades do oxigénio varia em funcdo da temperatura 7" da
dgua.

(2) Qual o significado da derivada S’(T')? Quais sdo suas unidades?
(b) D& uma estimativa do valor S'(16) e interprete-o.

s
(mg/L)
16
121
31

44

0 8 16 24 32 40

QS

Adaptado de Kupchella & Hyland, Environmental Science: Living
Within the System of Nature, 2° ed.; © 1989. Impresso e
reproduzido eletronicamente com permissdo da Pearson
Education, Inc., Upper Saddle River, NJ.

O gréfico mostra a influéncia da temperatura T sobre a veloci-
dade maxima s de nado de salmdes Coho.

(a) Qual o significado da derivada §'(7T)? Quais séo suas unidades?
(b) D& uma estimativa dos valores de S'(15) e S'(25) e inter-

prete-os.

S
(cm/s)
201 /\
0 10 20 T (°C)

53-54 Determine se existe ou ndo f'(0).

53. £(x) =

54. f(x) =

1
xsen— sex # 0
X
0 sex=20
) 1
x“sen— sex # 0
x

0 sex =20

METODOS INICIAIS PARA ENCONTRAR TANGENTES

mostre a analogia entre os métodos.

p. 344, 346.

A primeira pessoa a formular explicitamente as ideias de limite e derivada foi Sir Isaac Newton, em 1660. Mas
Newton reconhecia que “Se vejo mais longe do que outros homens, € porque estou sobre os ombros de gigan-
tes”. Dois desses gigantes eram Pierre Fermat (1601-1665) e o mentor de Newton em Cambridge, Isaac Barrow
(1630-1677). Newton estava familiarizado com os métodos deles para encontrar as retas tangentes, e esses mé-
todos desempenharam papel importante na formulagao final do cdlculo de Newton.

As seguintes referéncias contém explicagdes desses métodos. Leia uma ou mais referéncias e escreva um re-
latério comparando os métodos ou de Fermat ou de Barrow com os métodos modernos. Em particular, use o mé-
todo da Secdio 2.7 para encontrar uma equago da reta tangente a curva y = x> + 2x no ponto (1, 3) e mostre
como Fermat ou Barrow teriam resolvido o mesmo problema. Embora vocé tenha usado as derivadas e eles néo,

1. Boyer C.; Merzbach U. A History of Mathematics. Nova York: Wiley, 1989, p. 389, 432.

2. Edwards C. H. The Historical Development of the Calculus. Nova York: Springer-Verlag, 1979, p. 124, 132.
3. Eves H. An Introduction to the History of Mathematics, 6. ed. Nova York: Saunders, 1990, p. 391, 395.

4. Kline M. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Nova York: Oxford University Press, 1972,
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m A Derivada como uma Funcao

FIGURA 1

Na secdlo precedente consideramos a derivada de uma funcio f em um nimero fixo a:

T e = i Lo 1) = 10

Aqui mudamos nosso ponto de vista e deixamos o niimero a variar. Se substituirmos a na
Equacdo 1 por uma variavel x, obtemos

faeth) =)

[2] f'(x) = lim Y

Dado qualquer ndmero x para o qual esse limite exista, atribufmos a x o niimero f'(x). Assim,
podemos considerar f' como uma nova fungio, chamada derivada de fe definida pela Equa-
¢d0 2. Sabemos que o valor de /' em x, f'(x), pode ser interpretado geometricamente como a
inclinac@o da reta tangente ao gréfico de f no ponto (x, f(x)).

A fungdo f' € denominada derivada de f, pois foi “derivada” a partir de f pela operagio li-
mite na Equagdo 2. O dominio de f’ € o conjunto {x | f’(x) existe} e pode ser menor que o
dominio de f.

[E0I0EN O grifico de uma fungdo f € ilustrado na Figura 1. Use-o para esbogar o grafico
da derivada f'.

y=f(

SOLUCAOD Podemos estimar o valor da derivada para qualquer valor de x tragando a tangente
no ponto (x, f(x)) e estimando sua inclinagdo. Por exemplo, para x = 5 tragamos a tangente
em P na Figura 2(a) e estimamos sua inclinacdo como cerca de %, entdo f'(5) = 1,5. Isso nos
permite desenhar o ponto P'(5; 1,5) sobre o grafico de f’ diretamente abaixo de P. Repetindo
esse procedimento em varios pontos, obteremos o gréafico ilustrado na Figura 2(b). Observe
que as tangentes em A, B e C s@o horizontais; logo, ali a derivada € 0 e o grafico de f’ cruza
0 eixo x nos pontos A’, B’ e C' diretamente abaixo de A, B e C. Entre A e B, as tangentes t€ém
inclinac@o positiva; logo, f'(x) € positiva ali. Mas entre B e C as tangentes tém inclinagfo ne-
gativa; logo, f'(x) 14 é negativa.
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m=0
C
()
y
P'(5;1.,5)
1 y=/®
A, 1 B/ 1 C, 1 1
0 1 5 X
Visual 2.8 mostra uma animacao da
Figura 2 para vérias fungdes.
FIGURA 2 (b)
|

[ EXEMPLO 2|

(a) Se f(x) = x* — x, encontre uma férmula para f'(x).

(b) Iustre, comparando os graficos de fe f.

SOLUCAQ

(a) Ao usar a Equacdo 2 para calcular uma derivada, devemos nos lembrar de que a varidvel
é h e de que x € considerado temporariamente uma constante para os célculos do limite.

S+ h) — fx) — i [(x + 1) = (x + W] = [x* = x]
h = lm

h—0 h

f'(x) = lim

X3+ 3P+ R —x—h—x*+x

= lim
h—0 h
3x%h + 3xh + b — h
= lim al xh = lim (x> + 3vh + h? = 1) = 3> — |

(b) Vamos fazer os grificos de fe f' utilizando alguma ferramenta gréafica. O resultado estd na
Figura 3. Observe que f'(x) = 0 quando f tem tangentes horizontais e que f'(x) € positivo
quando as tangentes tém inclinagdo positiva. Assim, esses graficos servem como verificacdo
do trabalho feito em (a).
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2 2
e A - ~
// ,
f / f
-2 2 -2 2
/ B \ /
/
/
/ J N J
FIGURA 3 -2 -2
|
Aqui racionalizamos o numerador. m Se f(x) = \/;’ encontre a derivada de f. Diga qual € o dominio de f.
SOLUCAQ
£ = lim LT SO Vet = e v
Y h—0 h h—0 h
; <\/x+ -Jx Jx+h +\/)7>
= lim .
1 h=0 h Vi +h o+ Jx
o , (x+h) —x _ 1
1 * = lim = lim
=0 h(yx + h o+ Jx) =0 e+ h o+ Jx
@ fe) =\x 11
y \/; + \/; 2\/;
Vemos que f'(x) existe se x > 0; logo, o dominio de f’ € (0, ). Ele é menor que o dominio
| de f, que [0, ) . [ |
5 | Vejamos se o resultado do Exemplo 3 € razodvel, observando os gréficos de fe f' na Fi-
1 . gura 4. Quando x estiver préximo de 0, /x estara préximo de 0; logo, f'(x) = 1/(2/x) ¢
muito grande, e isso corresponde a retas tangentes ingremes proximas de f'(x) na Figura 4(a)
®) f'(x) = l‘ﬁ e os grandes valores de f'(x) logo a direita de 0 na Figura 4(b). Quando x for grande, f'(x) serd
v muito pequena, o que corresponde ao achatamento das retas tangentes no extremo direito do
FIGURA 4 gréfico de fe a assintota horizontal do grafico de f".
1 —
SN[ Encontre f' se f(x) = 71 2y
X
SOLUCAD 1—(x+h 1—x
a c -
b d  ad—be 1 fr(x)zlimwzlim2+(x+h) 2+x
e bd e h—=0 h h—0 h
= x-hm2+x-10—-—x2+x+h
= lim
h—0 h2+x+h2 + x
C2=x—-2h—x*—xh)—Q2—x+h—x*>—xh)
= lim
h—0 h2+x+ 2+ x)
i —3h i -3 3
= lim = lim = - [
=0 h2 +x+h)Q2+x) 0 2+x+ A2+ x) (2 + x)?

I Outras Notacdes

Se usarmos a notagdo tradicional y = f(x) para indicar que a variavel independente € x e a va-
ridvel dependente € y, entdo algumas notagdes alternativas para a derivada sdo as seguintes:

d d d
=y =L =4 = L5 = Df) = Df(.
dx dx dx
Os simbolos D e d/dx sdo chamados operadores diferenciais, pois indicam a operagio de
diferenciacao, que € o processo de célculo de uma derivada.



O simbolo dy/dx, introduzido por Leibniz, ndo deve ser encarado como um quociente (por
ora); trata-se simplesmente de um sindnimo para f'(x). Todavia, essa nota¢do € muito ttil e
proveitosa, especialmente quando usada em conjunto com a notacéo de incremento. Podemos
reescrever a definicdo de derivada (Equagéo 2.7.6) como

D _ fim A
dx Ax—0 Ax

Para indicar o valor de uma derivada dy/dx na notagio de Leibniz em um nimero especifico
a, usamos a notagao

dy o dy
s u patal
dx x=a dx x=a

que é um sindnimo para f'(a).

(3] Definicio Uma fungdo f ¢ derivével ou diferencidvel em a, se f'(a) existir. E
derivavel ou diferenciavel em um intervalo aberto (a, b) [ou (a, ©) ou (=, a) ou
(—o0, 0)] se for diferencidvel em cada nimero do intervalo.

€ diferenciavel?

[EEIENE Onde a fungdo f(x) = |x

SOLUCAO Se x > 0, entdo | x| = x e podemos escolher & suficientemente pequeno para que
x + h > 0eportanto | x + h| = x + h. Consequentemente, para x > 0 temos

oy pi JE AL (et ) —x
A L
h
=lim—=1lml =1
h—0 h h—0
e, dessa forma, f € diferencidvel para qualquer x > 0.
Analogamente, para x < 0 temos |x| = —x e podemos escolher 4 suficientemente pe-

queno paraque x + h < 0, e assim |x + h| = —(x + h). Portanto, para x < 0,

oy = X TR =X~ ) — (2x)

L

—h
lim—— =lim (—1) = —1
h—0 h h—0

e, dessa forma, f € diferencidvel para qualquer x < 0.
Para x = 0 temos de averiguar

0+ h) — (O
. |0+ h|—10]
Iim —

(se existir)
h—0 h

Vamos calcular os limites a esquerda e a direita:

+ .
lim w= lim M= lim £= Iim1=1
=0+ h =0t h =0t h h—0+
O+h|—10 h —h
e limM=limu=lim—=lim (-1) = —1
h—0— h h—0— h—0— h—0—
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Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu em
Leipzig em 1646 e estudou direito, teologia,
filosofia e matematica na universidade
local, graduando-se com 17 anos. Ap6s
obter seu doutorado em direito aos 20 anos,
Leibniz entrou para o servigo diplomético,
passando a maior parte de sua vida
viajando pelas capitais europeias em
missdes politicas. Em particular, empenhou-
-se em afastar uma ameaga militar da
Franga contra a Alemanha e tentou
reconciliar as igrejas Catélica e Protestante.
Leibniz s6 comegou a estudar seriamente
mateméatica em 1672, quando em missao
diplomética em Paris. L4 ele construiu uma
maquina de calcular e encontrou cientistas,
como Huygens, que dirigiram sua atengd@o
para os (ltimos desenvolvimentos da
matemética e da ciéncia. Leibniz procurou
desenvolver uma légica simbélica e um
sistema de notagdo que simplificassem o
raciocinio l6gico. Em particular, a versdo do
célculo publicada por ele em 1684
estabeleceu a notagdo e as regras para
encontrar as derivadas usadas até hoje.
Infelizmente, uma disputa muito acirrada de
prioridades surgiu em 1690 entre os
seguidores de Newton e os de Leibniz sobre
quem teria inventado primeiro o célculo.
Leibniz foi até mesmo acusado de plégio
pelos membros da Royal Society na
Inglaterra. A verdade é que cada um
inventou independentemente o calculo.
Newton chegou primeiro a sua versao do
célculo, mas, por temer controvérsias, nao a
publicou imediatamente. Assim, a
publicagdo do célculo de Leibniz em 1684
foi a primeira a aparecer.
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Uma vez que esses limites sdo diferentes, f'(0) ndo existe. Logo, f € diferencidvel para
todo x, exceto 0.
Uma férmula para ' € dada por

f’(x)={1 sex >0

-1 sex<O0

e seu grafico estd ilustrado na Figura 5(b). O fato de que f’(0) néo existe estd refletido geo-
metricamente no fato de que a curva y = | x| ndo tem reta tangente em (0, 0). [Veja a Figura
5(a).] [

Tanto a continuidade como a diferenciabilidade sdao propriedades desejdveis em uma fun-
¢do. O seguinte teorema mostra como essas propriedades estdo relacionadas.

y
0 X
@y = f(x) =|x|
y
1
0 X
-1
®)y =f'(x)

FIGURA 5

Um aspecto importante da resolugao
do problema é tentar encontrar uma
conexdo entre o dado e o desconhecido.
Veja a Etapa 2 (Planejando) nos
Principios da Resolugdo de Problemas do
Capitulo 1.

E] Teorema Se f for diferencidvel em a, entdo f € continua em a.

DEMONSTRACAO Para demonstrar que f € continua em a, temos de mostrar que lim,_.,
f(x) = f(a). Fazemos isso ao mostrar que a diferenga f(x) — f(a) tende a 0.
A informagdo dada € que f ¢ diferencidvel em g, isto €,

oy — o S~ fla)
f(a)—lggl P

existe (veja a Equacdo 2.7.5). Para conectar o dado com o desconhecido, dividimos e multi-
plicamos f(x) — f(a) por x — a (o que pode ser feito quando x # a):

(x) — fla)
—a

70 - @) = D (g

Assim, usando a Propriedade do Produto e a Equacdo 2.7.5, podemos escrever

fim £ — )] = tim L=
i LW ZS@ (x — a)
x—a X —a x—a
~ @ 0=0

Para usar o que acabamos de demonstrar, vamos comegar com f(x), € somar e subtrair f(a):
lim () = lim [ f(a) + (f() = f@)]
= lim f(a) + lim [f(x) = f(a)]
=fla) + 0=f(a)
Consequentemente, f € continua em a. [

2 OBSERVACAO A reciproca do Teorema 4 € falsa, isto €, hd fungdes que sdo continuas,
mas ndo sio diferencidveis. Por exemplo, a fungdo f(x) = | x| € continua em 0, pois

lim (x) = Tim | x| = 0 = (0)

(Veja o Exemplo 7 na Secdo 2.3.) Mas, no Exemplo 5, mostramos que f ndo € diferenciavel
em 0.



I Como uma Funcédo Pode Nao Ser Diferenciavel?

Vimos que a fungdo y = | x| do Exemplo 5 néo € diferencidvel em 0, e a Figura 5(a) mostra
que em x = 0 a curva muda abruptamente de direcdo. Em geral, se o grifico de uma funcdo
ftiver uma “quina” ou uma “dobra”, entdo o grifico de f ndo terd tangente nesse ponto e f nao
serd diferencidvel ali. (Ao tentar calcular f'(a), vamos descobrir que os limites a esquerda e
a direita sao diferentes.)

O Teorema 4 nos da outra forma de uma funcdo deixar de ter uma derivada. Ele afirma que
se nado for continua em a, entdo f ndo € diferencidvel em a. Entdo, em qualquer descontinui-
dade (por exemplo, uma descontinuidade de salto) f deixa de ser diferencidvel.

Uma terceira possibilidade surge quando a curva tem uma reta tangente vertical quando
x = a;isto &, fé continuaema e

lim | f'(x)| =

Isso significa que a reta tangente fica cada vez mais ingreme quando x — a. A Figura 6 mos-
tra uma forma de isso acontecer, e a Figura 7(c), outra. A Figura 7 ilustra as trés possibilida-
des discutidas.

y y y
0 ;1 X 0 ;'1 X 0 ;; X
(a) Uma quina (b) Uma descontinuidade (c) Uma tangente vertical

As calculadoras graficas e os computadores sdo outra possibilidade de andlise da diferen-
ciabilidade. Se f for diferencidvel em a, ao darmos zoom em diregéo ao ponto (a, f(a)), o gra-
fico vai se endireitando e se parecerd cada vez mais com uma reta. (Veja a Figura 8. Vimos
um exemplo especifico na Figura 2 da Sec¢do 2.7.) Por outro lado, independentemente da ma-
neira como dermos o zoom em dire¢io a pontos como os das Figuras 6 e 7(a), ndo poderemos
eliminar a ponta aguda ou quina (veja a Figura 9).

FIGURA 8 FIGURA 9

f € diferenciavel em a. ~ 1 .
f ndo é diferencidvel em a.

I Derivadas de Ordem Superior

Se f for uma funcao diferenciavel, entdo sua derivada f’ também € uma fungio, de modo que
f' pode ter sua prépria derivada, denotada por ()" = f”. Esta nova fungdo f” é chamada de
segunda derivada ou derivada de ordem dois de f. Usando a notagdo de Leibniz, escrevemos
a segunda derivada de y = f(x) como

d (dy) _dy
dx \ dx dx?
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reta tangente
vertical

~ .

FIGURA 6

FIGURA 7
Trés maneiras de f ndo
ser diferenciavel em a.
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2
' " »
f )
Iy
15 N /
/
C J
)
FIGURA 10

Em Module 2.8, vocé poderéa ver
como a mudanga dos coeficientes de um
polindmio afeta a aparéncia dos gréficos de

f:f/ ef”-

[EEE0 Se f(x) = x* — x, encontre e interprete f”(x).

SOLUCAD No Exemplo 2, encontramos que a primeira derivada é f'(x) = 3x? — 1. Assim, a se-
gunda derivada é
f'x+h) —f(x)

h

£109 = (f)'() = lim

[3(x + h)*> — 1] — [3x% — 1]

= lim

h—0 h

o o 3xrT+6xh+ 30 —1-—3x*+1
= lim

h—0 h

= 1111113 (6x + 3h) = 6x

Os gréficos de f, f' e f” sdo mostrados na Figura 10.

Podemos interpretar f”(x) como a inclinagdo da curva y = f’(x) no ponto (x, f'(x)). Em
outras palavras, € a taxa de variagdo da inclinagdo da curva original y = f(x).

Observe pela Figura 10 que f"(x) € negativa quando y = f'(x) tem inclina¢do negativa e
positiva quando y = f’(x) tem inclinag@o positiva. Assim, os grificos servem como verifica-
¢do de nossos cdlculos. |

Em geral, podemos interpretar uma segunda derivada como uma taxa de variacdo de uma
taxa de varia¢do. O exemplo mais familiar disso € a aceleracdo, que € definida desta maneira:

Se s = s(¢) for a fungdo da posi¢do de um objeto que se move em uma reta, sabemos que
sua primeira derivada representa a velocidade »(r) do objeto como uma fungdo do tempo:

ds
v(t) = s5'()) = —
0 =) ==
A taxa instantinea de variagdo da velocidade com relagdo ao tempo € chamada aceleracio a(z)

do objeto. Assim, a fun¢ao aceleracdo € a derivada da funcdo velocidade e, portanto, € a se-
gunda derivada da fun¢do posigao:

a(®) = v'(t) = 5"(v)

ou, na nota¢do de Leibniz,

_dv_ds
“Ta T ar
A terceira derivada f" (ou derivada de terceira ordem) € a derivada da segunda deri-
vada: [ = (f")'. Assim, f"(x) pode ser interpretada como a inclinagio da curva y = f"(x)
ou como a taxa de varia¢do f"(x). Se y = f(x), entdo as notagdes alternativas sdo
"o __ " f— i d_zy — ﬂ
y _f(x)_dx<dx2>_dx3

"

O processo pode continuar. A quarta derivada /" (ou derivada de quarta ordem) € usual-
mente denotada por £. Em geral, a n-ésima derivada de f ¢ denotada por f e é obtida a par-
tir de f, derivando n vezes. Se y = f(x), escrevemos
d'y
dx"

[EGETENFE Se f(x) = x* — x, encontre f"(x) e f¥(x).

SOLUCAD No Exemplo 6 encontramos f"(x) = 6x. O gréfico da segunda derivada tem equa-
¢80 y = 6x e portanto € uma reta com inclina¢do 6. Como a derivada f”(x) € a inclinacdo de
f"(x), temos

Y = FO)(x) =

f/ll(x) — 6
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e

para todos os valores de x. Assim, f” € uma funcdo constante e seu grafico € uma reta hori-
zontal. Portanto, para todos os valores de x,

9% =0 ]

Podemos interpretar fisicamente a terceira derivada no caso em que a fungdo € a funcdo

posi¢do s = s(r) de um objeto que se move ao longo de uma reta. Como s” = (s")’ = d’, a
terceira derivada da fungo posicao € a derivada da fungfo aceleracdo e é chamada jerk:

. _da d 35

T4 T ar

Assim, o jerk j € a taxa de variag@o da acelerag¢do. O nome € adequado (jerk, em portugués,
significa solavanco, sacudida), pois um jerk grande significa uma variacio stbita na acelera-
¢do, 0 que causa um movimento abrupto em um veiculo.

Vimos que uma aplicac@o da segunda e terceira derivadas ocorre na andlise do movimento
de objetos usando aceleragdo e jerk. Investigaremos mais uma aplicacdo da segunda derivada na
Segdo 4.3, quando mostraremos como o conhecimento de f” nos d4 informagao sobre a forma
do gréfico de f. No Capitulo 11, no Volume II, veremos como a segunda derivada e as deriva-
das de ordem mais alta nos permitem representar fun¢des como somas de séries infinitas.

m Exercicios

1-2 Use os gréaficos dados para estimar o valor de cada derivada.

Esboce entdo o graficode f'.

1. (@)f'(=3) Y
(b) f’(—2) 0 X 0 X
© f(=1) | I
(d) f'(0)
(e) f(1) ! A
Q) —
() f'(3) — E—

2. (a)f(0) y 0 x 0 x
(b) f'(1)
(© f'(2) /

d £'(3) 4-11 Trace ou copie o grifico da funcio f dada. (Assuma que os eixos

(e) f'(4) 0| 1 X possuem escalas iguais.) Use, entdo, o método do Exemplo 1 para

® £'5) A esbogar o grafico de f' abaixo.

() 1'(6) 4 y
(b) f(7)

3. Associe o gréifico de cada fungdo em (a)-(d) com o gréfico de sua
derivada em I-IV. D€ razdes para suas escolhas.

@ y ®) y

\ 5. y 6. y
0 \ X 0 X

© y ) y / 0 X 5 .

N/_x 0 x

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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1. y 8. y

0 X 0 X
9. y 10. y

0 X 0 x
1. y

0 X

12. O gréfico mostrado corresponde ao da funcdo populagéo P(z) de
cultura em laboratério de células de levedo. Use o método do
Exemplo 1 para obter o gréfico da derivada P’ (). O que o grifico
de P’ nos diz sobre a populagio de levedo?

P4 (células de levedo)
500+
0 § 1;0 1§5 t (horas)

13. Uma pilha recarregdvel € colocada no carregador. O grafico mos-
tra C(#), a porcentagem de capacidade total que a pilha alcanca
conforme a funcdo de tempo # passa (em horas).

(a) Qual o significado da derivada C'(1)?
(b) Esboce o grifico de C'(¢). O que o gréfico diz?
C
100 +
80 -
porcentagemda ¢ |
carga completa
40 1
20 1
0 2 4 6 8 10 12 1(horas)
14. O grifico (do Departamento de Energia dos EUA) mostra como

a velocidade do carro afeta o rendimento do combustivel. O ren-

dimento do combustivel F' ¢ medido em milhas por galdo e a ve-

locidade v € medida em milhas por hora.

(a) Qual o significado da derivada F'(v)?

(b) Esboce o gréfico de F'(v).

(c) Em qual velocidade vocé deve dirigir se quer economizar
combustivel?

F 4 (mi/gal)
30 1
20
10 +
0| 10 20 30 40 50 60 70 v (mi/h)

15. O gréfico mostra como a idade média dos homens japoneses
quando se casam pela primeira vez variou na dltima metade do
século XX. Esboce o gréfico da fungio derivada M'(¢). Em quais
os anos a derivada foi negativa?

M

27 +

25 +

4 4 4 4 4 4 4 4 4

1960 1970 1980 1990

2000 !

16-18 Faca um esbogo cuidadoso de f e abaixo dele esboce o grafico
de f', como foi feito nos Exercicios 4-11. Vocé pode sugeir uma for-
mula para f'(x) a partir de seu gréfico?

16. f(x) = sen x 17. f(x) = ¢*
18. f(x) =Inx

19. Seja f(x) = x
(a) Estime os valores de f’(O),f’(%),f’(l) e f'(2) fazendo uso de
uma ferramenta gréfica para dar zoom no gréfico de f.
(b) Use a simetria para deduzir os valores de f'(—13), f'(—1)
ef'(=2).
(c) Utilize os resultados de (a) e (b) para conjecturar uma for-
mula para f'(x).
(d) Use a defini¢@o de derivada para demonstrar que sua conjec-
tura em (c) esta correta.
20. Sejaf(x) = x°.
(a) Estime os valores def’(O),f’(%),f’(l),f’(Z) e f'(3) fazendo
uso de uma ferramenta gréfica para dar zoom no grafico de f.
(b) Use simetria para deduzir os valores de f’(—%), f'(=1),
F(=2)ef'(=3).
(c) Empregue os valores de (a) e (b) para fazer o gréafico de f".
(d) Conjecture uma férmula para f'(x).
(e) Use a definicdo de derivada para demonstrar que sua conjec-
tura em (d) esta correta.
21-31 Encontre a derivada da fun¢do dada usando a defini¢do. Diga
quais sdo os dominios da fungdo e da derivada.

2. f(x) =3x — 3 22. f(x) =mx + b
23. f(1) = 5t — 9¢* 24. f(x) = 1,5x* —x + 3,7
25 f(x) =x>—3x+5 2. f(x) =x + x



21. g(x) = 9 —x 28. f(x) = ;x: ;
1 =2t _

2. G() = 30 f(x) = x

3N f(x) =x*

32. (a) Esboce o gréfico de f(x) = +/6 — x comegando pelo gréfico
dey = \/; e usando as transformacdes da Secdo 1.3.
(b) Use o grifico da parte (a) para esbogar o gréfico de f".
(c) Use a definigdo de derivada para encontrar f'(x). Quais os do-
minios de fe f'?
(d) Use uma ferramenta grafica para fazer o grafico de f’ e com-
pare-o com o esbogo da parte (b).
33. (a) Se f(x) = x* + 2x, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel, compa-
rando os graficos de fe f'.
34. (a) Se f(x) = x + 1/x, encontre f’(x).
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel, compa-
rando os gréficos de fe f'.

Y
K<

Y
<]

Y
<]

35. A taxa de desemprego U(r) varia com o tempo. A tabela fornece
a porcentagem de desempregados na forga de trabalho australiana
em meados de 1995 a 2004.

t Uy t U(r)
1995 8,1 2000 6,2
1996 8,0 2001 6,9
1997 8,2 2002 6,5
1998 79 2003 6,2
1999 6,7 2004 5,6

(a) Qual o significado de U'(r)? Quais sdo suas unidades?
(b) Construa uma tabela de valores para U'(7).

36. Seja P(r) a porcentagem da populagdo das Filipinas com idade
maior que 60 anos no instante 7. A tabela fornece projecdes dos
valores desta funcdo de 1995 a 2020.

t P(1) t P(1)

1995 52 2010 6,7
2000 5,5 2015 7,7
2005 6,1 2020 8,9

(a) Qual o significado de P'(#)? Quais sdo suas unidades?

(b) Construa uma tabela de valores para P'(z).

(c) Faga os grificos de Pe P'.
37-40 O gréfico de f'€ dado. Indique os nimeros nos quais fnao € di-
ferencidvel.

37. y %\ 38.
-2 0 2 \x
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39. y 40. y

M. Faca o grifico da fungdo f(x) = x + /| x|. D& zoom primeiro
em dire¢do ao ponto (—1, 0) e, entdo, em dire¢do a origem. Qual
a diferenga entre os comportamentos de f préximo a esses dois
pontos? O que vocé conclui sobre a diferenciabilidade de f?

@ 42. Dé zoom em dire¢do aos pontos (1, 0), (0, 1) e (—1, 0) sobre o

gréfico da fungdo g(x) = (x> — 1)*>. O que vocé observa? Ex-

plique o que vocé viu em termos da diferenciabilidade de g.

43. A figura mostra os graficos de f, f’ e f". Identifique cada curva

e explique suas escolhas.

a

Ak
/

44. A figura mostra os graficos de f, f', f” e f”. Identifique cada
curva e explique suas escolhas.

ab c d
)/
\/ '

45. A figura mostra os graficos de trés fungdes. Uma € a fungdo da

posicdo de um carro, outra € a velocidade do carro e outra € sua
aceleragdo. Identifique cada curva e explique suas escolhas.

V

46. A figura mostra os graficos de quatro funcdes. Uma € a fungdo da

y

posicdo de um carro, outra € a velocidade do carro, outra € sua
aceleragdo e outra € seu jerk. Identifique cada curva e explique
suas escolhas.
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49.

50.

51.

52.

A

1.

53. Mostre que a fun¢do f(x) = |x — 6| ndo € diferencidvel em 6.
Encontre uma férmula para f’ e esboce seu gréfico.
54. Onde a fungio maior inteiro f(x) = [x] ndo € diferencidvel? En-
contre uma férmula para f’ e esboce seu grafico.
; 55. (a) Esboce o gréfico da fungdo f(x) = x|x]|.
(b) Para quais valores de x € f diferenciavel?
(c) Encontre uma férmula para f'.
% 47-48 Use a definicio de derivada para encontrar f'(x) e "(x). A se- 56. As derivadas a esquerda e a direita de F em a sdo definidas por
guir, trace f, f' e f” em uma mesma tela e verifique se suas respos- f(a) = lim w
tas sdo razodveis. o
M. f(x) = 32> + 2x + 1 88, f(x) = x° — 3x . Fila) = ,li%w
Se f(x) =2x? — x°, encontre f'(x), f"(x), f"(x) e fP(x). se esses limites existirem. Entdo f'(a) existe se, e somente se,
Trace f, f', f" e f" em uma tnica tela. Os gréficos sdo consis- essas derivadas unilaterais existirem e forem iguais.
tentes com as interpretagdes geométricas destas derivadas? (a) Encontre f'(4) e f'.(4) para a funcdo
(a) E mostrado o gréfico da funcédo posi¢do de um veiculo, onde 0 ex<0
s € medido em metros e 7, em segundos. Use-o para tragar a s c0<r<4
—Xx 8 X
velocidade e a aceleragdo do veiculo. Qual € a aceleragdo em fx) =
t = 10 segundos? 1 sex=4
5—x
S
1 (b) Esboce o gréfico de f.
T (c) Onde f¢é descontinua?
T (d) Onde fnao € diferencidvel?
T 57. Lembre-se de que uma fungio f'¢é chamada par se f(—x) = f(x)
100+ para todo x em seu dominio, e impar se f(—x) = —f(x) para
, , cada um destes x. Demonstre cada uma das afirmativas a seguir.
0 10 20 ! (a) A derivada de uma fun¢@o par € uma fungdo fmpar.
b) A derivada de uma fun¢@o fmpar € uma fung¢@o par.
(b) Use a curva da aceleragdo da parte (a) para estimar o jerk em ®) ¢ P saop
t = 10 segundos. Qual a unidade do jerk? 58. Quando vocé abre uma torneira de 4gua quente, a temperatura 7'
Sejaf(x) = \3/; da dgua depende de quanto tempo a dgua estd fluindo.
(a) Se a # 0, use a Equacdo 2.7.5 para encontrar f'(a). (a) Esboce um grafico possivel de T como uma fung¢io do tempo
(b) Mostre que f'(0) ndo existe t que decorreu desde que a torneira foi aberta.
(c) Mostre que y = \z/; tem uma reta tangente vertical em (0, 0). (b) Descreva como € a taxa de variagdo de T em relagdo a ¢
(Relembre o formato do grafico de f. Veja a Figura 13 na quando ¢ estd crescendo.
Sec¢do 1.2.) (c) Esboce um grafico da derivada de 7.
(2) Se g(x) = . mostre que ¢'(0) ndo existe 59. Seja € areta tangente 2 pardbola y = x?no ponto (1, 1). O dngulo
) S g 20 ? ( q) g ’ de inclinagdo de € é o angulo ¢ que € faz com a direcao positiva
(b) Se a ’ encontrzezg @ . do eixo x. Calcule ¢ com a precisdo de um grau.
(c) Mostre que y = x> tem uma reta tangente vertical em (0, 0).
(d) Iustre a parte (c) fazendo o grafico de y = x*°.
n Revisao
Verificacao de Conceitos
Explique o significado de cada um dos limites a seguir e ilustre 3. Enuncie cada uma das seguintes Propriedades dos Limites.
com um esbogo. (a) Propriedade da Soma (b) Propriedade da Diferenca
(@) lim f(x) =L (b) lim fx) =L (c) Propriedade do Miiltiplo (d) Propriedade do Produto Constante
e e (e) Propriedade do Quociente (f) Propriedade da Poténcia
(¢) lim f (x)=L (d) lim f (x) = (g) Propriedade da Raiz
(e) lim f(x) = L 4. O que afirma o Teorema do Confronto?
o 5. (a) O que significa dizer que umareta x = a € uma assintota ver-

Descreva as vdrias situagdes nas quais um limite pode ndo exis-
tir. [lustre-as com figuras.

tical da curva y = f(x)? Trace curvas que ilustrem cada uma
das vdrias possibilidades.



(b) O que significa dizer que uma reta y = L € uma assintota ho-
rizontal da curva y = f(x)? Trace curvas que ilustrem cada
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terpretada essa velocidade em termos do gréfico de f?

11. Se y = f(x) e x variar de x; a x», escreva uma expressdo para o
l%ma das vdrias poss.ibilidades. o ‘ . seguinte:
6. Quais das curvas a seguir t&ém assintotas verticais? E horizontais? (a) Taxa média de variacio de y em relagio a x no intervalo
(a) y = x* (b) y = senx [x1, 1]
Q)y=t d)yy=tg™! T o -
EG; i)) _ e‘%x E f)) i _ lrg1 xx (b) Taxa instantanea de variacdo de y em relagdo a x em x = x;.
(@ y=1/x (h) y= \/; 12. Defina a derivada f'(a). Discuta as duas maneiras de interpretar
7. (a) Qual o significado de f ser continua em a? ©55€ NUMEro.
(b) Qual o Significado de f ser continua no intervalo (—OO, Oc)'? 13. Defina a segunda derivada def Se f(t) for a funqﬁo de pOSigENIO
Nesse caso, o que se pode dizer sobre o grafico de f? de uma particula, como vocé pode interpretar a segunda derivada?
8. O que afirma o Teorema do Valor Intermedidrio? 14. (a) O que significa f ser diferencidvel em a?
< T N (b) Qual arelacdo entre diferenciabilidade e continuidade de uma
9. Escreva uma expressdo para a inclina¢@o da reta tangente a curva
_ fungdo?
y = f(x) no ponto (a, f(a)). ) < R a5
) . (c) Esboce o grifico de uma fun¢@o que € continua, mas nao di-
10. Considere um objeto movendo-se ao longo de uma reta com a > _
o ~ ferencidvel em a = 2.
posmaq dada Por f(®)no momepto f. Escreva uma expressao p?]‘a 15. Descreva as vdrias situa¢des nas quais uma fungdo nao € dife-
a velocidade instantanea do objeto em r = a. Como pode ser in- -
rencidvel. Ilustre-as com figuras.
Teste — Verdadeiro ou Falso
Determine se a afirmago é falsa ou verdadeira. Se for verdadeira, explique por 11. Uma fungio pode ter duas assintotas horizontais distintas.
qué. Caso contrdrio, explique por que ou dé um exemplo que mostre que ¢ falsa. 12. Se ftem dominio [0, ) e ndo possui assintota horizontal, entdo
2x 8 2x 8 lim, . f(x) = © ou lim,_... f(x) = —oo.
1. lim — = lim — lim _ . . _ -
—a\x—4 x—4 vt x— 4  x—tx—4 13. Se a reta x = 1 for uma assintota vertical de y = f(x), entdo f
) , ndo estd definida em 1.
) x2+6x—7 112} (x* + 6x —7) 14. Se f(1) > 0e f(3) < 0, entdo existe um niimero c entre 1 e 3 tal
Y 5x—6 lm(x’+5c—6) que f(c) = 0.
ol 15. Se ffor continuaem 5 e f(5) = 2 e f(4) = 3, entdo
r—3 11_1)1} (x —3) lim, ., f(4x? — 11) = 2.
3 yfll 2+ 2x—4  lim (x> + 2x — 4) 16. Se f for continua em [—1, 1] e f(—1) = 4 e f(1) = 3, entdo
al existe um nimero r tal que |r| < le f(r) = m.
4. Se lim,_s f(x) = 2 e lim,—s g(x) = 0, entdo 17. Seja fuma fung¢do tal que lim.—o f(x) = 6. Entdo existe um
lim,—s [ f(x)/g(x)] ndo existe. ndmero positivo 8 tal que, se 0 < | x| < §, entdo
5. Selim,_s f(x) = 0e lim,—sg(x) = 0, entdo |f(x) —6]<1.
lim,_s [ f(x)/g(x)] ndo existe. 18. Se f(x) > 1 para todo x e lim,_¢ f(x) existe,
6. Selim,_, f(x) e lim,_, g(x) ndo existem, entdo entdo lim, ¢ f(x) > 1.
lim,, [ f(x) + g(x)] ndo existe. 19. Se ffor continua em a, entdo f € diferenciavel em a.
1. Se lim,_, f(x) existe mas lim,_., g(x) ndo existe, entdo 20. Se f'(r) existe, entdo lim,—, f(x) = f(r).
lim,, [ f(x) + g(x)] ndo existe. d?y dy '\’
8. Selim,_¢[ f(x)g(x)] existe, entdo o limite deve ser f(6)g(6). 21. . \ax
9. Se p for um polindmio, entdo lim, ., p(x) = p(b). 22. Aequacio x' — 10x* + 5 = 0 tem uma raiz no intervalo (0, 2).
10. Se lim, o f(x) = e lim, o g(x) = %, entdo 23. Se fé continua em a, entdo | f | também o é.
lim,—o [f(x) = g(x)] = 0. 24. Se | f| é continua em a, entdo f também o é.

Exercicios

1.

E dado o gréfico de f.
(a) Encontre cada limite, ou explique por que ele ndo existe.

() lim f(x i) tim f()

X

(i) lim f(x) W) lim f£(x)

ﬁ E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

(v) lim f(x) (vi) lim f(x)

(vii) lim f(x) (viii) lim f (x)
(b) D€ as equagdes das assintotas horizontais.
(c) D¢ as equagdes das assintotas verticais.
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(d) Em que nimeros f ¢ descontinua? Explique.

}l
I
/

\
T
0 \ X

|
\
l

2. Esboce um grafico de um exemplo de funcio f que satisfaca as se-
guintes condi¢des:
lim f(x) = —2, limf(x) =0,
111'{1 f(x) = —oo, lil’g flx) =2,
f € continua a direita em 3.
3-20 Encontre o limite.

lim, () = =,

3 x2 -9
3. lime* ™ 4 lim———~
xlfll ¢ xlﬂ% x2+2x—3
. x2—=9 x2—=9
5 lim ————— 6. lim ———
—-3x"+2x—3 =1t x°+ 2x — 3
-1+ 1 -4
1. limu 8. lim t3
h—0 h -2 7 — 8
. \/7 . 4 -
9. lim— 10. lim ——
r—9 (r — 9)* =44 =y
f -1 Vx+6 —
" lim——————— 12. lim Y-~
u—1 y> + S5u” — 6u =3 x> — 3x
2 9 2
13. lim Y—— 1, gim Y2
x—e 2x — 6 x—-x 2x — 6
1— 2% —x*
15. lim In(sen x) 16. lim ——

xX—T—

x—-» 5+ x — 3x*

17. lim (Vx> + 4x + 1 — x) 18.

x—o

lim e*”

x—®©

19. lim tg '(1/x)
x—0+

1 1
20. lim +
=1 \x — 1 x*—3x+2

21-22 Use gréficos para descobrir as assintotas das curvas. E entdo
demonstre o que vocg tiver descoberto.

2. y=+x2+x+1—x>2—x

23. Se2x — 1 < f(x) < x*para0 < x < 3, encontre lim,_.; f(x).
24. Demonstre que lim,_.o x* cos(1/x*) = 0.

25-28 Demonstre cada afirmagio usando a defini¢do precisa de limite.
25. lim (14 — 5x) = 4 2. lim =0

27. lim (x> — 3x) = =2 28.

x—2

lim ——— =

et x— 4

29. Considere

V=X se x <0
fx) =43 —x se 0=x<3
(x =32 sex>3

(a) Calcule cada limite, se ele existir.
@ lim f (x) (i) lim f(x)
(iv) lim f(x) (v) lim f(x)

(b) Onde f ¢ descontinua?
(c) Esboce o grifico de f.

30. Considere

(iii) Tim f(x)

(vi) lim f(x)

2x — x> se 0sx<2

) 2-x se 2<x=<3

9lx) = x—4 se 3<x<4
T se x =4

(a) Para cada um dos niimeros 2, 3 e 4, descubra se g € continua
a esquerda, a direita ou continua no niimero.
(b) Esboce o gréfico de g.

31-32 Mostre que cada fun¢@o € continua em seu dominio. Diga qual
€ o dominio.

VJxr—=9

3. h(x) = xe
(x) = xe e

32. g(x) =

33-34 Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que existe
uma raiz da equacio no intervalo dado.

B -x*+3x-5=0, (1,2
34. cosv/x =e* —2, (0,1)

35. (a) Encontre a inclinagfio da reta tangente a curva y = 9 — 2x?
no ponto (2, 1).
(b) Encontre uma equacio dessa reta tangente.
36. Encontre as equagdes de retas tangentes a curva

2

y =
) 1 —3x
nos pontos de abscissas 0 e —1.

37. O deslocamento (em metros) de um objeto movendo-se ao longo
de uma reta € dado por s =1 + 2¢ + %tz, onde ¢ € medido em

segundos.

(a) Encontre a velocidade média nos seguintes periodos.
@ [1,3] (i) [1,2]
@iiD[1; 1,5] (v)[1; 1,1]

(b) Encontre a velocidade instantdnea quando ¢ = 1.

38. De acordo com a Lei de Boyle, se a temperatura de um gas con-
finado for mantida constante, entdo o produto da pressido P pelo
volume V € uma constante. Suponha que, para um certo gés,
PV = 4.000, P ¢ medido em pascals e V € medido em litros.

(a) Encontre a taxa de variagdo média de P quando V aumenta de
3L para4L.

(b) Expresse V como uma fungio de P e mostre que a taxa de va-
riacdo instantdnea de V em relacdo a P € inversamente pro-
porcional ao quadrado de P.

39. (a) Use a defini¢do de derivada para encontrar f'(2), onde

flx) =x*—2x

(b) Encontre uma equacio da reta tangente a curva y = x° — 2x
no ponto (2, 4).



@ (c) Ilustre a parte (b) fazendo o grafico da curva e da reta tan-
gente na mesma tela.

40. Encontre uma funcio f e um nimero a tais que

. 2+ h)®—o64 ,
meh T

41. O custo total de saldar uma divida a uma taxa de juros de r% ao

ano € C = f(r).

(a) Qual o significado da derivada f'(r)? Quais sdo suas unidades?

(b) O que significa a afirmativa f'(10) = 1200?

(c) f'(r) € sempre positiva ou muda de sinal?
42-44 Trace ou copie o grafico da fungdo. Entdo, esboce o grafico de
sua derivada.

42. y 43. y
0 X
T
44, y

\\/ -

45. (a) Se f(x) = 4/3 — 5x, use a defini¢do de derivada para encon-

trar f'(x).
(b) Encontre os dominios de fe f".
i (c) Faga os graficos na mesma tela de fe f’. Compare os graficos

para ver se sua resposta da parte (a) € razodvel.

4 —
46. (a) Encontre as assintotas do grafico de f(x) =

X
e use-as
3+x

para esbocar o gréfico.

(b) Use o grifico da parte (a) para esbogar o grafico de f".

(¢) Use a defini¢do de derivada para encontrar f'(x).

(d) Use uma ferramenta grafica para fazer o grafico de f’ e com-
pare-o com o esboco da parte (b).

Bl
<]

47. E dado o gréfico de f. Indique os ndmeros nos quais f ndo ¢ dife-
rencidvel.
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48. A figura mostra os gréficos de f, f' e f". Identifique cada curva
e explique suas escolhas.

49. Seja E(t) o valor do euro (a moeda europeia) em termos do délar
americano no instante ¢. A tabela da valores desta fungdo, em
meados do ano, de 2000 a 2004. Interprete e estime os valores
de E'(2002).

t 2000 | 2001 2002 | 2003 | 2004

E(r) | 0,955 | 0,847 | 0,986 | 1,149 | 1,218

50. A taxa de fertilidade total no momento ¢, denotada por F(z), € a
estimativa do ndimero médio de criancas nascidas de cada mu-
lher (supondo que a taxa de nascimento corrente permanega cons-
tante). O gréfico da taxa de fertilidade total dos Estados Unidos
mostra as flutuagdes entre 1940 a 1990.

(a) Estime os valores de F'(1950), F'(1965) e F'(1987).
(b) Qual o significado dessas derivadas?
(c) Vocé pode sugerir as razdes para os valores dessas derivadas?

y

baby
351 boom

3,07

2,51 baby

boomlet

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

1940 1950 1960 1970 1980 1990 !

51. Suponha que | f(x) | < g(x) para todo x, onde lim,_, g(x) = 0.
Encontre lim, ., f(x).

52. Sejaf(x) = [x] + [—x].
(a) Para quais valores de a existe lim ., f(x) ?
(b) Em quais nimeros f'é descontinua?
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Problemas Quentes

Em uma discussio anterior consideramos a estratégia de introduzir algo novo nos Principios
da Resolucio de Problemas (No final do Capitulo 1). No exemplo a seguir vamos mostrar
como esse principio pode ser algumas vezes proveitoso quando calculamos os limites. A ideia
¢ mudar a varidvel — introduzir uma nova varidvel relacionada a original — de forma a tornar
mais simples o problema. Mais tarde, na Secdo 5.5, faremos uso mais extensivo dessa ideia
geral.

THer -1

[EETEGE Calcule lim ——————, onde ¢ é uma constante.
x—0 X

SOLUCAD Colocado dessa forma, esse limite parece desafiador. Na Secdo 2.3 calculamos va-
rios limites nos quais tanto o numerador quanto o denominador tendem a zero. L4, nossa es-
tratégia foi realizar algum tipo de manipulag@o algébrica que levasse a um cancelamento
simplificador, porém, aqui ndo esta claro que tipo de dlgebra serd necessario.

Assim, introduzimos uma nova varidvel ¢ pela equagao

f= T T ex

Também necessitamos expressar x em termos de ¢, € entdo resolvemos esta equagao:
=1
*=14+cx = x=—" (sec#0)
c

Observe que x — 0 € equivalente a r — 1. Isso nos permite converter o limite dado em outro,

envolvendo a varidvel ¢:
5 Jl+cex — 1 i t—1
im = lim
x—0 x 1—1 (t3 - 1)/c
.t —1)
= lim ———
t—1 7 — ]

A mudanca de varidvel nos permitiu substituir um limite relativamente complicado por um
mais simples, de um tipo ja visto antes. Fatorando o denominador como uma diferenca dos
cubos, obtemos

fim ct—1) im ct—1)
m-——— =11
-1 £ =1 =1 =D +t+1)

Cc

=Ilm—5——F=—
t—1 -+ + 1 3

Ao fazer a mudanca da varidvel, tivemos de descartar o caso ¢ = (. Mas, se ¢ = 0, a funcdo
€ nula para todo x diferente de zero e entdo seu limite € 0. Assim, em todos 0s casos, o limite

éc/3. [

As questdes a seguir destinam-se a testar e desafiar suas habilidades na resolug@o de pro-
blemas. Algumas delas requerem uma consideravel quantidade de tempo para ser resolvidas;
assim sendo, ndo se desencoraje se ndo puder resolvé-las de imediato. Se vocé tiver dificul-
dades, pode ser proveitoso rever a discussio sobre os principios de resolugdo de problemas,
no Capitulo 1.

Jx — 1
1. Calcule lim\/;—.
=1 4 /x — 1

»‘/aerb*Z:1

2. Encontre niimeros a e b tais que lim
x—0 X



10.

1.

12.

o |2x =1 —|2x + 1]
Calcule lim .
x—0 X

A figura mostra um ponto P sobre a pardbola y = x* e um ponto Q onde a perpendicular que bis-
secta OP intercepta o eixo y. A medida que P tende 2 origem ao longo da parabola, o que acontece
com Q7? Ele tem uma posicao-limite? Se sim, encontre-a.

Calcule os limites a seguir, se existirem, onde [x] denota a fun¢do maior inteiro.

(a) lim M
x—0 X

(b) lirr(lJ x[1/x]
Esboce a regido do plano definida por cada uma das seguintes equagdes.
@I +DP=1 OMMN-DPF=3 ©©k+y’=1 @[+DI=1

Encontre todos os valores de a para os quais f € continua em R:

1 = {;‘f !

Um ponto fixo de uma fung¢io f € um nimero ¢ em seu dominio tal que f(c) = c. (A fun¢do ndo mo-
vimenta c; ele fica fixo.)

sex<=a

sex > a.

(a) Esboce o gréfico de uma fung@o continua com o dominio [0, 1] cuja imagem também estd em
[0, 1]. Localize um ponto fixo de f.

(b) Tente fazer o grafico de uma fungéo continua com o dominio [0, 1] e a imagem em [0, 1] que ndo
tenha um ponto fixo. Qual € o obstdculo?

(c) Use o Teorema do Valor Intermedidrio para demonstrar que toda funcdo continua com o domi-
nio [0, 1] e a imagem em [0, 1] deve ter um ponto fixo.

Se lim,—, [ f(x) + g(x)] = 2 e lim,—, [ f(x) — g(x)] = 1, encontre lim,_., [ f(x) g(x)].

(a) A figura mostra um tridngulo isésceles ABC com £ B = £C. A bissetriz do angulo B intersecta
o lado AC no ponto P. Suponha que a base BC permanega fixa, mas a altura | AM | do tridngulo
tenda a 0, de forma que A tenda ao ponto médio M de BC. O que acontece com o ponto P du-
rante esse processo? Ele tem uma posicdo-limite? Se sim, encontre-a.

(b) Tente esbocar a trajetdria descrita por P durante esse processo. Entdo, encontre a equagdo dessa
curva e use-a para esbogar a curva.

(a) Se comecarmos da latitude 0° e procedermos na diregdo oeste, poderemos ter 7(x) como a tem-
peratura de um ponto x em um dado instante. Supondo que 7 seja uma fungdo continua de x,
mostre que a todo instante fixo existem pelo menos dois pontos diametralmente opostos sobre a
linha do equador com exatamente a mesma temperatura.

(b) O resultado da parte (a) € verdadeiro para os pontos sobre qualquer circulo sobre a superficie da
Terra?

(c) O resultado da parte (a) vale para a pressdo barométrica e para a altitude?

Se f for uma fungdo diferencidvel e g(x) = xf(x), use a defini¢do de derivada para mostrar que

g'(x) = xf'(x) + f(x).

13. Suponha que f seja uma fungdo que satisfaga a equagio

14.

flx+ ) =f) + () + x%y + xy?
para todos os nimeros reais x e y. Suponha também que

i L6 _
m =

x—0 X

1

(a) Encontre f(0). (b) Encontre f'(0). (c¢) Encontre f'(x).

Suponha que f seja uma fungdo com a propriedade | f(x) | < x” para todo x. Mostre que f(0) = 0.
A seguir, mostre que f'(0) = 0.
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Para que uma volta de montanha-russa seja
tranquila, as retas do trilho devem estar conec-
tadas aos segmentos da curva de modo que ndo
haja alteragdes bruscas na diregao. Em Projeto
Aplicado, vocé vera como projetar a primeira
ascensao e queda de uma nova montanha-russa
para uma volta tranquila.

Regras de Derivacao

Brett Mulcahy/Shutterstock

Vimos que as derivadas sdo interpretadas como inclinacdes e taxas de variacdo. Vimos
também como estimar as derivadas de funcdes dadas por tabelas de valores. Aprendemos
a fazer os gréficos de derivadas de fungoes definidas graficamente. Usamos a defini¢cdo
de derivada para calcular as derivadas de fun¢des definidas por férmulas. Mas seria
tedioso se sempre usdssemos a defini¢do. Neste capitulo desenvolveremos regras para
encontrar as derivadas sem usar diretamente a defini¢ao. Essas regras de derivagao nos
permitem calcular com relativa facilidade as derivadas de polindomios, fun¢des racionais,
funcdes algébricas, fun¢des exponenciais e logaritmicas, além de funcdes
trigonométricas e trigonométricas inversas. Em seguida, usaremos essas regras para
resolver problemas envolvendo taxas de variacdo e aproximacéo de fungdes.
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m Derivadas de Funcdes Polinomiais e Exponenciais

Nesta se¢do aprenderemos a derivar as fun¢des constantes, fungdes poténcias, fungdes poli-

y nomiais e exponenciais.
Vamos iniciar com a fun¢@o mais simples, a fungio constante f(x) = c. O gréfico dessa
c y=c fung¢do € a reta horizontal y = ¢, cuja inclinagdo € 0; logo, devemos ter f'(x) = 0 (veja a Fi-

gura 1). Uma demonstracdo formal, a partir da defini¢cdo de uma derivada, € simples:

flx+h) = f(x)
h

inclinagdo =0

v _oc—c oo
f(x) = %12}) lim ; lim O

h—0 h—0
0 X
Essa regra, na notagdo de Leibniz, € escrita da seguinte forma:
FIGURA 1
O gréfico de f(x)=céa Derivada de uma Funcao Constante
reta y = ¢, logo f'(x) = 0. d
—— (=0
dx
I Funcdes Poténcias
4 Vamos olhar as fungdes f(x) = x", onde n é um inteiro positivo. Se n = 1, o gréfico de
f(x) = xéaretay = x, cuja inclina¢do é 1 (veja a Figura 2). Entdo
y=x
inclinagdo = 1 d
1] e
0 x
X
(Vocé também pode verificar a Equacio 1 a partir da defini¢do de derivada). J4 investigamos
FIGURA 2 os casos n = 2 e n = 3. De fato, na Secdo 2.8 (Exercicios 19 e 20) determinamos que
O grificode f(x)=x¢éa
reta y = x, logo f'(x) =1. d d )
— (x7) = 2x — (x’) =3
[2] - 09 o )

Para n = 4 achamos a derivada de f(x) = x* a seguir:

v fet k) —fx) o (x+ R —x?
.
x4+ 4x%h + 6x%h? + 4xhP + Rt — x*

= Jim h

_4x3h + 6x%h% + 4xkh + ht
= lim

h—0 h

= lim (4x* + 6x°h + 4xh®> + h*) = 4x°

h—0

Logo,
d 4
- = 43
(3] I (x*) X
Comparando as equagdes em [1], e [3], vemos um modelo emergir. Parece ser uma

conjectura plausivel que, quando n é um inteiro positivo, (d/dx)(x") = nx""'. Resulta que isto
é, de fato, verdade.

A Regra da Poténcia Se n for um inteiro positivo, entdo

d
o (x") = nx""

1




REGRAS DE DERIVACAO 159

PRIMEIRA DEMONSTRAG\O A férmula
X"—a"=x—ax" '+ x"2a+ - +xa"?+a"h)

pode ser verificada simplesmente multiplicando-se o lado direito (ou somando-se o segundo
fator como uma série geométrica). Se f(x) = x”, podemos usar a Equagdo 2.7.5 para f'(a) e
a equacao anterior para escrever

x) — fla x"—a"
f'(@) = lim S = fl@) = lim
ima X —a rsa X —a
=1lim (x" '+ x"2a+ - +xa"*+a""")
=a"'+a" %+ +aa"*+ a"!
= na""!

SEGUNDA DEMONSTRACAOQ
fx +h) — f(x) () =X
- e = hm—

f (x) - %12(1) h—0 h

Para acharmos a derivada de x*, tivemos que desenvolver (x + h)*. Aqui precisamos desen-
volver (x + h)", e usamos o Teorema Binomial para fazé-lo:

-1
[x” + nx"'h + —n(n2 )x”_zh2 + -+ nxh" 4+ h”] — x"
f'(x) = lim ;
-1
nx""'h + —n(n2 )x”’zh2 + -+ nxh"t+ p"
= lim
h—0 h

-1
lim [nx"" + Mx”_zh + e+ axh" + hn—l:|

h=0 2 0 Teorema Binomial é dado na Pagina de
-1 Referéncia 1.
= nx
porque cada termo, exceto o primeiro, tem fator /4 e, logo, tende a 0. [

Tlustramos a Regra da Poténcia usando vérias observacdes no Exemplo 1.

EEETE

(a) Se f(x) = x5 entdo f'(x) = 6x°.  (b) Sey = x"" entdo y' = 1.000x*”.
d d

(c) Sey =t entdo D4 @ — (r®) = 3r2 [ ]
dt dr

O que dizer sobre as fun¢des poténcias com os expoentes negativos? No Exercicio 61 so-
licitamos que vocé verifique, a partir da defini¢do de uma derivada, se

da(1y__1
dx \ x x?
Podemos reescrever essa equagio como
d 1
— (x H=(=1)x"?2
I (x™)=(=Dx

de modo que a Regra da Poténcia € verdadeira quando n = —1. Na realidade, mostraremos
na préxima se¢do [Exercicio 62(c)] que ela € vélida para todos os inteiros negativos.
E se o expoente for uma fragdo? No Exemplo 3 da Se¢do 2.8 encontramos que
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A Figura 3 ilustra a fungdo no Exemplo 2(b)
e sua derivada y'. Observe que y ndo é
derivavel em O (y’ ndo é definida 14).

Observe que y’ é positiva quando y cresce,

e é negativa quando y decresce.

2
o~
\;\\ //
\ y’
-3
A /
-2
FIGURA 3
y=x
3
4 R
tangente
normal
-1 3
A /
-1
FIGURA 4

y=xx

1

\/)7:2\/;

d
dx
que pode ser reescrito como
d
E (x1/2) _ %x—l/z

A . z . 1 .
Isso mostra que a Regra da Poténcia € verdadeira, mesmo quando n = ;. Na realidade, mos-
traremos na Secdo 3.6 que ela € verdadeira para todos os nimeros reais 7.

A Regra da Poténcia (Versdo Geral) Se n for um nimero real qualquer, entdo

d
. (x") = nx""

1

[EETENFE Derive:
1
(a) f(x)Z? (b) y = /x?

SOLUCAD Em cada caso reescrevemos a fun¢io como poténcia de x.
(a) Uma vez que f(x) = x~2, usamos a Regra da Poténcia com n = —2:

d
') = o (x?)=-22x¥l=-2x3= =
dy d d B )
(b) E:E(%Z):E()‘m):%x%) Lo 2y

A Regra da Poténcia nos permite encontrar retas tangentes sem ter de recorrer a defini¢do
de derivada. Também nos permite encontrar retas normais. A reta normal a uma curva C em
um ponto P € a reta por P que € perpendicular a reta tangente em P. (No estudo de 6ptica, deve-
se considerar o angulo entre o raio de luz e a reta normal a lente.)

[EE@TI0E] Encontre as equagdes da reta tangente e da reta normal a curva y = x+/x no
ponto (1, 1). Iustre fazendo o grafico da curva e destas retas.

SOLUCAD A derivada de f(x) = xy/x = xx'/? = x¥/%¢

R ]

Logo, a inclinagdo da reta tangente em (1, 1) é f'(1) = 3. Portanto, uma equacio da reta tan-
gente €

=

3 3
y—1=3x-1) ou y=j3x-—
A reta normal € perpendicular a reta tangente, de modo que sua inclinagéo € o inverso nega-
. 3 . 2 ~ <
tivo de 3, ou seja, —3. Logo, uma equacgdo de uma reta normal €

y—1=—3x—1) ou  y=—ix+;

Tragamos o grafico da curva, sua reta tangente e sua reta normal na Figura 4. |

I Novas Derivadas a Partir de Conhecidas

Quando novas fungdes sio formadas a partir de outras por adi¢do, subtraciio, multiplica¢do ou
divisdo, suas derivadas podem ser calculadas em termos das derivadas das func¢des originais.
Particularmente, a férmula a seguir nos diz que a derivada de uma constante vezes uma fun-
¢do € a constante vezes a derivada da fungdo.



A Regra da Multiplicacao por Constante Se ¢ for uma constante e f, uma fun¢ao derivivel,
entao

d d
T [cf(x)]=c Ef()f)

DEMONSTRACAO Seja g(x) = cf(x). Entdo

gt h) —g) _ | oflt )~ ef()

g'x) = lim h fim h
L [f(x + ) —f(x)]
= lim ¢
h—0 h
= ¢ lim w (pela Propriedade 3 de limites)
h—0 h
= cf'(x). [
| EXEMPLO 4|
i 4y — i 4y — 3) — 3
(a) I (Bx*) =3 I (x*) = 3(4x’) = 12x
d d d
®) = (=) = - [(=Da] = (=) - () = =1(1) = ~1. =

A regra a seguir nos diz que a derivada de uma soma de fungées é a soma das derivadas
das fungoes.

A Regra da Soma Se fe g forem ambas derivaveis, entdo

d d d
I [f(x) + gx)] = Ef(x) = g(x)

DEMONSTRACAO Seja F(x) = f(x) + g(x). Entdo
F(x + h) — F(x)

F'(x) = lim h
i LG )+ gl + )] = [f() + 9]
- hl—r>r(1) h
iy [ o+ h) —F(x)  glx + h) — g(x)]
e h * h

. o+ 1)~ g)

h—0 h h—0 h

=f(x) +49'(x)

. x+h) — flx .
m M + lim (pela Propriedade 1)

A Regra da Soma pode ser estendida para a soma de qualquer nimero de func¢des. Por
exemplo, usando esse teorema duas vezes, obtemos

(frg+n =[f+tg +hl'=(+g9 +h=f +g +H

Escrevendo f — g como f + (—1)g e aplicando a Regra da Soma e a Regra da Multipli-
cacdo por Constante, obtemos a seguinte formula.

A Regra da Subtracédo Se f'e g forem ambas derivaveis, entao

d d d
L0 — 9] = 1) — - gl

REGRAS DE DERIVACAO 161

INTERPRETACAQ GEOMETRICA DA REGRA
DE MULTIPLICAGAO POR CONSTANTE

ﬁ y=2f(x)
y=fx)

—~

y

A multiplicagdo por ¢ = 2 expande o
gréfico verticalmente por um fator de 2.
Todas as subidas foram dobradas, mas o
deslocamento horizontal continua o
mesmo. Logo, as inclinages ficam
dobradas também.

Usando a notagdo “linha”, podemos
escrever a Regra da Soma como

(f+9 =f+g.
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AVARVA

(—V3.-5) (

FIGURA 5
Acurvay=x*—6x’+4e
suas tangentes horizontais

As trés regras anteriores podem ser combinadas com a Regra da Poténcia para derivar qual-
quer polindmio, como ilustram os exemplos a seguir.

[EXEMPLOS |

d
— (x®* + 12x° — 4x" + 10x° — 6x +
d(s 12x° — 4x* + 10x* — 6 5)
X
d d d d d d
=— N+ 12— () —4—@H+ 10— —6—@+——5
o ) o ) A 0D o ) T )
= 8x" + 12(5x*) — 4(4x®) + 10(3x*) — 6(1) + 0
= 8x” + 60x* — 16x> + 30x* — 6 ]

@0 Encontre os pontos sobre a curva y = x* — 6x? + 4, onde a reta tangente &
horizontal.

SOLUCAD As tangentes horizontais ocorrem quando a derivada for zero. Temos

dy d d d
= () -6 () +—— (4
&) o )+ @)

=4x® — 12x + 0 = 4x(x*> — 3)

Assim, dy/dx = 0 sex = 0oux? — 3 = 0, ouseja, x = *+/3. Logo, a curva dada tem tan-
gentes horizontais quando x = 0, V3e—+/3.0s pontos correspondentes séo (0, 4), (\/§ , —5)
e(—\/g, —5). (Veja a Figura 5.) [

@0 A equacio de movimento de uma particula é s = 2¢° — 5¢* + 3t + 4, onde 5 é
medida em centimetros e ¢, em segundos. Encontre a aceleragdo como uma fungio do tempo.
Qual € a aceleracdo depois de 2 segundos?

SOLUCAD A velocidade e a aceleragio sdo

v(t)—ﬂ—6t2—10t+3
dt
dv
)=—=12¢t— 10
a(r) 7

A aceleragdo depois de 2 segundos € a(2) = 14 cm/s?, [ |

I Funcdes Exponenciais

Vamos tentar calcular a derivada da fungdo exponencial f(x) = a* usando a defini¢do de de-
rivada:

+ h _ x+th __ _x
£ = 1im L ) =m0 e a
h—0 h h—0
o ad"—a* | a@" -1
=lim————=lim———
h—0 h h—0

O fator a* ndo depende de 4, logo podemos coloca-lo adiante do limite:

a"—1
h

! X 17
x) = a*lim
f') = a*lim
Observe que o limite € o valor da derivada de fem 0, isto &,

a"—1
h

=110

lim
h—0

Portanto, mostramos que se a fungdo exponencial f(x) = a* for derivavel em 0, entdo € de-
rivavel em toda parte e
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[4] f'(x) = f'0)a*

Essa equacio diz que a taxa de variacdo de qualquer funcdo exponencial € proporcional a pro-
pria fungdo. (A inclinago € proporcional a altura.)

Uma evidéncia numérica para a existéncia de f'(0) é dada na tabela a esquerda para os ca-
sos a = 2 e a = 3. (Os valores sdo dados com precisdo até a quarta casa decimal.) Aparente-
mente, os limites existem e

oo 2h =1
paraa =2, f'(0)= hhmo =~ (0,69
h_ n_
- P A R
paraa = 3, f'(0) =hllm0 = 1,10 h h
0,1 0,7177 1,1612
Na realidade, pode ser demonstrado que estes limites existem e, com precisdo até a sexta casa 0,01 0,6956 1,1047
decimal, seus valores sdao 0,001 0,6934 1,0992
J J 0,0001 0,6932 1,0987
— (29 ~ 0,693147 — (39 =~ 1,098612
dx x=0 d)C x=0
Assim, da Equacdo 4, temos
d d
(5] ——(2%) = (0,69)2* —(3") = (1,10)3"
dx dx

De todas as possiveis escolhas para a base a do Exemplo 4, a férmula de derivacdo mais
simples ocorre quando f’(0) = 1. Em vista das estimativas de f'(0) paraa = 2 e a = 3, pa-
rece plausivel que haja um niimero a entre 2 e 3 para o qual '(0) = 1. E tradi¢do denotar esse
valor pela letra e. (Na realidade, foi assim que introduzimos e na Secdo 1.5.) Desse modo, te-

mos a seguinte defini¢do.
No Exercicio 1, veremos que e fica entre

o i 2.7 e 2.8. Posteriormente, seremos capazes
Definicédo do Niamero ¢ de mostrar isso, com precisdo até cinco
casas decimais,

e =~ 2,71828.

h
coet—1
e é um nimero tal que lim =1
h—0 h

Geometricamente, isso significa que, de todas as possiveis fungdes exponenciais y = a*,
afuncdo f(x) = e*é aquela cuja reta tangente em (0, 1) tem uma inclinagdo f'(0), que € exa-
tamente 1 (veja as Figuras 6 e 7).

inclinag@o = e¢*

| inclinagdo =1
/ y=e'

0 X 0 X

FIGURA 6 FIGURA 7

Se pusermos a = e, e consequentemente, f'(0) = 1 na Equagio 4, teremos a seguinte im-
portante férmula de derivagio:
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Visual 3.1 usa um escopo de
inclinagdo para ilustrar essa formula.

Derivada da Funcao Exponencial Natural

d
T (e*) = e*

Assim, a fung@o exponencial f(x) = e* tem a propriedade de ser sua prépria derivada. O
significado geométrico desse fato € que a inclinacdo da reta tangente a curvay = e* € igual a
coordenada y do ponto (veja a Figura 7).

SETENE] Se f(x) = e* — x, encontre f' e f”. Compare os graficos de f e f.

SOLUCAD Usando a Regra da Diferenga, temos

PO =t -y =L ) - L=

! Na Secio 2.8 definimos a segunda derivada como a derivada de /', de modo que
-1,5 1,5
d d d
") =— (" —1)=—(") — — (1) =¢"
10 = (e = 1) = () = ()
-1
FIGURA 8 A Figura 8 exibe os graficos da fung@o fe sua derivada f”. Observe que f tem uma tangente
horizontal quando x = 0, o que corresponde ao fato de que f'(0) = 0. Observe também que,
parax > 0, f'(x) € positivo e f € crescente. Quando x < 0, f'(x) € negativo e f € decrescente.
|
[EE@I0E] Em que ponto da curva y = e* sua reta tangente € paralela a reta y = 2x?
SOLUCAO Uma vez que y = e*, temos y' = e*. Seja a coordenada x do ponto em questdo a.
Entdo a inclinag@o da reta tangente nesse ponto € e“. Essa reta tangente serd paralela a reta
y = 2x se ela tiver a mesma inclinag@o, ou seja, 2. Igualando as inclinagdes, obtemos
y=e'
. | e =72 a=1n?2
0 1 X
Portanto, o ponto pedido € (a, e“) = (In 2, 2) (veja a Figura 9). [ |
FIGURA 9 ponto p (a,e*) = ( ) (veja a Figura 9)
m Exercicios
1. (a) Como € definido o nimero e? 9. g(x) =x*(1—2x) 10. i(x) = (x — 2)(2x + 3)
(b) Use uma calculadora para estimar os valores dos limites
M y=x2 12. B(y) = ¢y ®
27— 1 28" —1
lim —— e lim ———— 12
h=0 h=0 h 13. A(s) = —— 14, y = x%3 — x5
com precisdo até a segunda casa decimal. O que vocé pode con- s
cluir sobre o valor de e? 15. R(a) = (3a + 1) 16. h(t) = 3t — 4e'
2. (a) Esboce, a mdo, o gréfico da fungéo f(x) = e, prestando par-
ticular atengdo em como o grafico cruza o eixo y. Que fato lhe 17. S(p) = \/; -p 18. y = \/; x—1)
permite fazer isso?
(b) Que tipos de fungdes sdo f(x) = e* e g(x) = x°? Compare as 19. y = 3e* + % 20. S(R) = 47R?
Jx

férmulas de derivacgdo parafe g.
(c) Qual das fungdes da parte (b) cresce mais rapidamente quando

x é grande?
3-32 Derive a fung@o.

3. f(x) = 186,5
5 f(x)=5x—1

1. fx)=x>—4x+6

+
N h(w) = Au® + Bu’ + Cu 22 y= ‘/;—zx
x
x2+4x+3
23, y=—"—" 24. =42u+ 3u
4 f(x) =30 J Jx 9 =2
6. F(x) = —4x" 25, j(x) = x> + > 26. k(r) =e + r¢
_ _ b
8. f()=14r —25t" + 67 21. H(x) = (x + x1)? 28. y=aqe’ +— + iz
v v

M - Z z . ~ . P .
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador 1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



29. u=23r + 48

A .
31. Z=W + Be’

(545

=+ 1

33-34 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.

33-)’:\4/;, (1,1) . y=x*+2x*—x (1,2)

35-36 Encontre equagdes para a reta tangente e para a reta normal a
curva no ponto dado.

3. y=x"+2e", (0,2 3. y=x>—x* (1,0)

[ 37-38 Encontre uma equaciio da reta tangente 4 curva no ponto dado

[lustre com o gréfico da curva e da reta tangente na mesma tela.

3. y=3x2—x°, (1,2) 38 y=x—+x, (1,0

39-40 Encontre f'(x). Compare os graficos de f'e f’ e use-os para ex-
plicar por que sua resposta € razodvel.

39, flx) =x* =207 +x? 0. f(x) = x° —2x° + x — 1

[ #1. (a) Use uma calculadora grifica ou computador para fazer o gré-

fico da fungdo f(x) = x* — 3x* — 6x* + 7x + 30 na janela
retangular [—3, 5] por [—10, 50].

(b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar as inclinagoes, faca
um esbogo, & mao, do grifico de f’ (veja o Exemplo 7 na Se-
¢do 2.8).

(c) Calcule f'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o grifico de f”. Compare com seu esboco da
parte (b).

A a2, (a) Use uma calculadora grafica ou computador para fazer o gra-

fico da fungdio g(x) = e* — 3x” na janela retangular [—1, 4]
por [—8, 8].

(b) Usando o gréfico da parte (a) para estimar as inclinagoes, faca
um esbogo, 2 mao, do gréfico de g’ (veja o Exemplo 7 na Se-
¢do 2.8).

(c) Calcule g'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o gréfico de g'. Compare com seu esbogo da
parte (b).

43-44 Encontre a primeira e a segunda derivadas da funcdo

43. f(x) = 10x" + 5x° — x M. G(r)=+r +Ir

[ 45-46 Encontre a primeira e a segunda derivadas da fungdo. Verifique

Va
(A

se suas respostas sdo razodveis, comparando os gréaficos de f, /" e f”.

45. f(x) =2x — 5x** 46. f(x) =e* — x°

47. A equagio de movimento de uma particula é s = > — 3¢, em que
X estd em metros e ¢, em segundos. Encontre

(a) a velocidade e a aceleracdo como funcdes de ¢,

(b) a aceleracdio depoisde 2 s e

(c) a acelerag@o quando a velocidade for 0.

A equagdo de de particula €
s = t* — 213 + 1* — t,em que s estd em metros e t, em segundos.

48. movimento uma
(a) Encontre a velocidade e a aceleragdo como funcdes de ¢.

(b) Encontre a aceleragdo depois de 1 s.

(c) Trace o gréfico das fungdes de posicdo, velocidade e acelera-

¢30 na mesma tela.

49.

51.
52.
53.
54.

55.

56.

57.
58.

59.

60.

61.

62.

63.
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A Lei de Boyle diz que, quando uma amostra de gis € comprimida

em uma pressdo contante, a pressdo P do gés € inversamente pro-

porcional ao volume V do gas.

(a) Suponha que a presso de uma amostra de ar que ocupa 0,106 m?
a 25 °C seja de 50 kPa. Escreva V como uma fungdo de P.

(b) Calcule dV/dP quando P = 50 kPa. Qual o significado da de-
rivada? Quais sdo suas unidades?

. Os pneus de automéveis precisam ser inflados corretamente por-

que uma pressdo interna inadequada pode causar um desgaste pre-
maturo. Os dados na tabela mostram a vida ttil do pneu L (em mi-
lIhares de quildometros) para um certo tipo de pneu em diversas

pressdes P (em kPa).
P 179 193 214 242 262 290 311
80 106 126 130 119 113 95

(a) Use uma calculadora grafica ou computador para modelar a
vida do pneu como uma fung¢do quadritica da pressao.

(b) Use 0 modelo para estimar dL /dP quando P = 200 e quando
P = 300. Qual o significado da derivada? Quais sdo suas
unidades? Qual € o significado dos sinais das derivadas?

Ache os pontos sobre a curvay = 2x* + 3x*> — 12x + londea
tangente € horizontal.

Que valores de x fazem com que o gréfico de f(x) = e* — 2x te-
nha uma reta tangente horizontal?

Mostre que a curva y = 2e* + 3x + 5x° ndlo tem reta tangente
com inclinagdo 2.

Encontre uma equagdo para a reta tangente a curva y = x+/x que
seja paralelaaretay = 1 + 3x.

Encontre equagdes para ambas as retas que sdo tangentes a curva
=1 + x* e que sdo paralelas areta 12x — y = 1.

Em qual ponto sobre a curvay = 1 + 2e* — 3x a reta tangente
é paralela a reta 3x — y = 57 Ilustre fazendo o grifico da curva
e de ambas as retas.

<

Encontre uma equagdo para a reta normal a pardbola
y = x? — 5x + 4 que seja paralela d retax — 3y = 5.

Onde a reta normal a pardbola y = x — x? no ponto (1, 0) inter-
cepta a pardbola uma segunda vez? Ilustre com um esbogo.

Trace um diagrama para mostrar que ha duas retas tangentes a pa-
rabola y = x? que passam pelo ponto (0, —4). Encontre as coor-
denadas dos pontos onde essas retas tangentes interceptam a pa-
rabola.

(a) Encontre as equagdes de ambas as retas pelo ponto (2, —3)
que sdo tangentes a pardbola y = x? + x.

(b) Mostre que ndo existe nenhuma reta que passe pelo ponto
(2,7) e que seja tangente a pardbola. A seguir, desenhe um
diagrama para ver por qué.

Use a defini¢do de derivada para mostrar que, se f(x) = 1/x, en-

tdo f'(x) = —1/x% (Isso demonstra a Regra da Poténcia para o

cason = —1.)

Encontre a n-ésima derivada de cada funcéo calculando algumas

das primeiras derivadas e observando o padrio que ocorre.

@ f(x)=x" () f(x)=1/x

Encontre um polindmio de segundo grau P tal quer P(2) = 5,

P'(2)=3eP"(2) =2.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

n.

72,

A equagdo y” + y' — 2y = x? é chamada equacdo diferencial,
pois envolve uma fungdo desconhecida y e suas derivadas y’ e

y”. Encontre as constantes A, B e C tais que a fung¢do
y = Ax* + Bx + C satisfaga essa equacdo. (As equacdes dife-

13.

tangente quando x = 1 com equacdio y = 2 — 3x. Encontre os
valores de a, b, c e d.

Para quais valores de a e b areta 2x + y = b € tangente a pard-
bola y = ax? quando x = 2?

renciais serdo estudadas no Capitulo 9, no Volume II.) 74. Encontre o valor de c tal que a reta y = 3x + 6 seja tangente 2
Encontre uma fungdo cibica y = ax® + bx? + cx + d cujo gra- curvay = c/x.
fico tenha tangentes horizontais nos pontos (=2, 6) € (2, 0). 75. Considere
Encontre uma pardbola com a equagiio y = ax? + bx + c que te- - X2 se x <2
S o _ ¥ =
nha inclina¢@o 4 em x = 1, inclinacdo —8 em x 1, e passe f mx+b se x>2
pelo ponto (2, 15).
Considere Encontre os valores de m e b que tornem f derivavel em toda parte.
_ 2+1 sex<l 76. Uma reta tangente a hipérbole xy = ¢ € tragada em um ponto P.
f) = x+1 sex=1 (a) Mostre que o ponto médio do segmento de reta cortado dessa
¢ derivavel em 12 Esboce gréficos de fe f. reta tangente petlos eixos coordenados € P. .
S . IR (b) Mostre que o tridngulo formado pela reta tangente e pelos ei-
Em quais nimeros a seguinte funcao g € derivavel? .
xos coordenados sempre t€m a mesma drea, ndo importa onde
2x se x<0 P esteja localizado sobre a hipérbole.
glx) =42x —x* se 0<x<?2 17 Caleule i 1000 _ 4
2 —x se x =12 - Lacule x—1
D& uma férmula para g’ e esboce os gréficos dege g'. 78. Trace um diagrama ilustrando duas retas perpendiculares que se
(a) Para quais valores de x a fungéo f(x) = |x* — 9| € derivavel? interceptam sobre o eixo y, ambas tangentes a pardbola y = x?2.
Ache uma férmula para f”. Onde essas retas se interceptam?
(b) Esboce grficos de fe f”. 79. Sec > %, quantas retas pelo ponto (0, ¢) sdo normais a pardbola
Onde a fung@o h(x) = |x — 1| + | x + 2| é derivdvel? D& uma y=x*?Esec <3?
formula para h” e esboce os graficos de e . 80. Esboce as pardbolas y = x?e y = x> — 2x + 2. Vocé acha que

Encontre a pardbola com equacgdo y = ax? + bx cuja reta tan-
gente em (1, 1) tem equagdo y = 3x — 2.

Suponha que a curvay = x* + ax® + bx? + cx + d tenha uma
reta tangente quando x = 0 com equagdoy = 2x + 1, e umareta

existe uma reta que seja tangente a ambas as curvas? Em caso afir-
mativo, encontre sua equagdo. Em caso negativo, explique por que
nao.

CONSTRUINDO UMA MONTANHA-RUSSA MELHOR

Flashon Studio/Shutterstock

Suponha que lhe pecam para projetar a primeira subida e descida de uma montanha-russa.
Estudando fotografias de suas montanhas-russas favoritas, vocé decide fazer a subida com
inclinagdo 0,8, e a descida com inclinagdo —1,6. Vocé€ decide ligar esses dois trechos retos
y = Li(x) e y = L,(x) com parte de uma pardbola y = f(x) = ax® + bx + ¢, em que x e f(x) sdo
medidos em metros. Para o percurso ser liso, ndo pode haver variagdes bruscas na diregdo, de
modo que vocé quer que os segmentos L, e L, sejam tangentes a pardbola nos pontos de transi¢cio
P e Q (veja a figura). Para simplificar as equagdes, vocé decide colocar a origem em P.

I. (a) Suponha que a distancia horizontal entre P e Q seja 30 m. Escreva equagdes em a, b e ¢ que
garantam que o percurso seja liso nos pontos de transigao.
(b) Resolva as equagdes da parte (a) para a, b e ¢ para encontrar uma férmula para f(x).
[ . v~ ~ .
17 (c) Trace L,, fe L, para verificar graficamente que as transi¢des sao lisas.
(d) Encontre a diferencga de elevacdo entre P e Q.

2. A solucdo do Problema 1 pode parecer lisa, mas poderia nio ocasionar a sensagio de lisa, pois a

fungdo definida por partes [que consiste em L;(x) parax < 0, f(x) para0 < x < 30, e L,(x) para

x > 30] ndo tem uma segunda derivada continua. Assim, vocé decide melhorar seu projeto,

usando uma fungfo quadrética g(x) = ax” 4+ bx + ¢ apenas no intervalo 3 < x < 27 e conec-
tando-a as fungdes lineares por meio de duas funcdes cubicas:

gx) =kx* + Ix* + mx +n 0<x<3

27 <x <30

(a) Escreva um sistema de equacdes em 11 incdgnitas que garanta que as fungdes e suas pri-
meiras duas derivadas coincidam nos pontos de transi¢ao.

h(x) =px*+ gx*+rx +s

(b) Resolva as equagdes da parte (a) com um sistema de computagdo algébrica para encontrar
férmulas para g(x), g(x) e h(x).
(c) Trace Ly, g, q, he L,, e compare com o grafico do Problema 1(c).

% E necessdrio usar uma calculadora grafica ou computador

E necessdrio usar um sistema de computagio algébrica



m As Regras de Produto e Quociente

As férmulas desta se¢ao nos permitem derivar novas funcdes formadas a partir de fungdes co-
nhecidas por multiplica¢do ou divisdo.

N A Regra do Produto

[@ Por analogia com as Regras da Soma e da Diferenca, alguém poderia tentar conjecturar,
como Leibniz o fez trés séculos atrds, que a derivada de um produto € o produto da derivada.
Contudo, podemos ver que esta conjectura estd errada examinando um exemplo particular.
Sejam f(x) = x e g(x) = x* Entdo a Regra da Poténcia fornece f'(x) = 1e g'(x) = 2x. Mas
(fg)(x) = x3,1ogo, (fg)'(x) = 3x Assim, (fg)' # f'g’. A férmula correta foi descoberta por
Leibniz (logo depois de tentar a férmula falsa) e é chamada Regra do Produto.

Antes de enunciar a Regra do Produto, vamos ver como poderiamos descobri-la. Come-
¢amos assumindo que u = f(x) e v = g(x) sdo ambas funcdes positivas derivéaveis. Entdo po-
demos interpretar o produto uv como a drea de um retdngulo (veja a Figura 1). Se x variar por
uma quantidade Ax, as variagdes correspondentes entdo em u e v sao

Au = f(x + Ax) — f(x) Av = g(x + Ax) — g(x)

e 0 novo valor do produto, (u + Au)(v + Av), pode ser interpretado como a drea do retingulo
maior da Figura 1 (desde que Au e Av sejam positivos).
A variagdo na area do retangulo é

m Alwv) = (u + Au)(v + Av) —uv = uAv + v Au + Au Av
= a soma das trés areas sombreadas.

Se dividirmos por Ax, obtemos

Se fizermos Ax — 0, obtemos a derivada de uv:

A A
di(uv)= lim M= lim <u—v+v—+Au—>
by

Ax—0  Ax Ax—0

—utim 2 4 tim 2 (imau)( tim 22
_MA}EIO Ax vml-glo Ax AiTo u A}EIO Ax

e e
udx Ddx dx
d dv du
[2] —w)=u—+v—
dx dx dx

(Observe que Au — 0 quando Ax — 0, uma vez que f € derivavel e, portanto, continua.)

Embora tenhamos inicialmente suposto (para a interpretacdo geométrica) que todas as quan-
tidades s@o positivas, vemos que a Equacdo 1 € sempre verdadeira. (A dlgebra € valida se u,
v, Au e Av forem positivos ou negativos.) Logo, demonstramos a Equacio 2, conhecida como
a Regra do Produto, para todas as funcdes derivaveis u e v.

A Regra do Produto Se f e g sdo ambas derivaveis, entdo

d d d
. [f(x)g(x)] = f(x) I [9(x)] + g(x) I [f(0)]
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Av u Av Au Av
L uv v Au
u Au
FIGURA 1

Geometria da Regra do Produto

Lembre-se de que na notagdo de Leibniz a

definicdo de derivada pode ser escrita
como

dy . Ay
Y i 2
dx  a—0 Ax

Na notagdo “linha”:

(f9) =fg' + gf'
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A Figura 2 ilustra os gréficos da fungdo f
do Exemplo 1 e sua derivada f'. Observe
que f'(x) é positiva quando f for crescente
e negativa quando f for decrescente.

3
' [ )
/
/
/
/
AV
73 ____________________________ —~
L J
-1
FIGURA 2

No Exemplo 2, a e b sdo constantes. E
usual em matemdtica usar letras perto do
inicio do alfabeto para representar
constantes e letras perto do fim do
alfabeto para representar variaveis.

Em outras palavras, a Regra do Produto diz que a derivada de um produto de duas funcées
é a primeira fungdo vezes a derivada da segunda fungcdo mais a segunda fungdo vezes a de-
rivada da primeira fungdo.

| EXEMPLO 1|
(a) Se f(x) = xe*, encontre f'(x).
(b) Encontre a n-ésima derivada, " (x).

SOLUCAO
(a) Pela Regra do Produto, temos

1) =~ (e

d d
— . ) 4 et —
xdx(e) e dx(x)
=xe'+e'-1=(x+ 1e*

(b) Usando a Regra do Produto uma segunda vez, obtemos
" d X
1) =L+ e’
by

=(x+ 1)%(6‘”) + e‘%(x +1)
=(x+De*+e" 1= (x+2e"

Aplicagdes subsequentes da Regra do Produto nos dao
f"(x) = (x+3)e* %) =(x + 4)e”

Na realidade, cada derivagio sucessiva adiciona outro termo e”, logo

%) = (x + n)e* -

[EEENF Derive a fungio f(1) = /7 (a + bi).

SOLUGCAD 1 Usando a Regra do Produto, temos
d d
PO =i —(a+ b))+ (a+ b)) —-(V7)

=Vi-b+(a+b)-5t'"

a+bt_a+3bt

N N

SOLUCAD 2 Se primeiro usarmos as propriedades dos expoentes para reescrever f(f), entio
poderemos prosseguir diretamente sem usar a Regra do Produto:

f(t) = a\/? + bt\/; = atl/z + bt3/2

(1) = sar™"* + 3bt'?

= byt +

que € igual a resposta dada na Solucio 1. |

O Exemplo 2 mostra que algumas vezes € mais facil simplificar um produto de fungdes an-
tes da derivacdo do que usar a Regra do Produto. No Exemplo 1, entretanto, a Regra do Pro-
duto € o tinico método possivel.
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[EGEIETER Sef(x) = v/x g(x), onde g(4) = 2 e g'(4) = 3, encontre f'(4).
SOLUCAD Aplicando a Regra do Produto, obtemos

£ = - [Vx ] = V& T + 90 - [V

= Vx g'(x) + g(o) 527

_ ) glx
_\/;g(x)+ 2\/;

Logo @ =vagw + 2L _o0.34 2 g5 -

24 2-2
I A Regra do Quociente

Vamos determinar uma férmula para derivar o quociente de duas fungdes diferencidveis
u = f(x) e v = g(x) do mesmo modo que obtivemos a Regra do Produto. Se x, u, € v variam
em quantidades Ax, Au e Av, entdo a correspondente variagdo no quociente u/v seré

A<1>_u+Au_1=(u+Au)v—u(v+Av)

v v+ Av v v(v + Av)
_ vAu — ulv
v(v + Av)
1 5
080 Au Av
vV— —u—
dfu) _ im Alu/v) i Ax Ax
dx \ v am—0  Ax aro v(v + Av)

Quando Ax—0, Av—0 também, pois v = g(x) € derivdvel e, portanto, continua. Logo,
usando as Propriedades dos Limites, obtemos

i A A0 de
i u _vm—n)Ax queOAx_vdx udx
dx

) v lim (v + Av) B v
Ax—0

A Regra do Quociente Se f e g s@o derivaveis, entdao
Na notagao “linha”:
d
dx

d d
[ f(x)] 909 L)~ £ Lot N
o]’ (5] =5

Em outros termos, a Regra do Quociente diz que a derivada de um quociente € o deno-
minador vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do denominador,
todos divididos pelo quadrado do denominador.

A Regra do Quociente e as outras férmulas de derivacio nos permitem calcular a derivada
de qualquer fung¢@o racional, como ilustrado no exemplo a seguir.

g(x)

169

Podemos usar uma ferramenta gréfica para

2 _
m Sejay = sz Entio verificar que a resposta para o Exemplo 4 é
x*+6 plausivel. A Figura 3 ilustra os graficos da
funcdo do Exemplo 4 de sua derivada.
(x3 + 6) i (x2 +x—-2)— (x2 4oy — 2)i (x3 + 6) Observe que, quando y cresce rapidamente
, dx dx (préximo de —2), y' é grande.
y = (x3 + 6)2 E quando y cresce vagarosamente, y’ esté

préximo de 0.
e+ 1) — (x*+x — 2)(3x7)
(x* + 6)?
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1,5
e N
y'
—4 4
F
- J
-1,5
FIGURA 3
2,5
e .
— e
Y 1+x°
1
/ o
-2 N—= .
0
FIGURA 4

Tabela de Férmulas de Derivacao

(2x*+ x4 12x + 6) — (3x* + 3x” — 6x7)
(x* + 6)?
—xt=2x*+6x2+ 12x + 6

- (c + 67 -

[E@I0HE Encontre uma equagio da reta tangente a curva y = ¢*/(1 + x?) no ponto
(1, 3¢).

SOLUCAD Segundo a Regra do Quociente, temos

1+ xz)%(ex) — e %(1 + x?)

dy

dx (1 + x?)?
(1 + xP)et — e*(2x)
B (1 + x*)
el —x)
(1 + x?)?

Logo, a inclinacido da reta tangente em (1, %e) é

@

=0
dx x=1

35 Isso significa que a reta tangente em (1, %e) é horizontal, e sua equagdo & y = se. [Veja a Fi-

gura 4. Observe que a funcdo estd crescendo e cruza sua reta tangente em (1, %e).] [

OBSERVACAO Nio use a Regra do Quociente foda vez que vocé vir um quociente. Al-
gumas vezes € mais facil reescrever um quociente primeiro, colocando-o em uma forma que
seja mais simples para derivar. Por exemplo, embora seja possivel derivar a funcdo

usando a Regra do Quociente, € muito mais fécil efetuar primeiro a divisdo e escrever a fun-
¢d0 como

F(x) =3x + 2x7'?

antes de derivar.
A seguir estd um resumo das regras de deriva¢do que aprendemos até agora:

d d i d .
E(c)=0 E(x)=nx dx(e) e
(cf) =cf’ (f+9 =f+g (f—9' =f—-4¢
(f9) =f9' + gf' (i> =u

g g




m Exercicios

REGRAS DE DERIVACAO m

1. Encontre a derivada f(x) = (1 + 2x?)(x — x?) de duas formas:
usando a Regra do Produto e efetuando primeiro a multiplicacao.
As respostas sdo iguais?

2. Encontre a derivada da fungio

de duas formas: usando a Regra do Quociente e simplificando an-
tes. Mostre que suas respostas sdo equivalentes. Qual método vocé

prefere?
3-26 Derive.
3 f(x) = (x°+ 2x)e* 4. gx) =x e
eX ex
5. = 6. =
Y x? Y 1+x
3x — 1 2t
1. = 8. 1) =
9 =5 fO=43z
9. Huw) = (u— u)u+ Vu)
10. J(v) = (VP —2v)(v* +v?)
1 3
1. F(y) = (7 - 7>(y +5y%)
y y
12. f(z) = (1 — &)z + &)
13 v — x3 0 y— x+ 1
g "y S+ x -2
15. y = 2 16. y =
T a1 TGy
1
17. y = e"(p + p\/;) 18. y = -
s + ke
P2
19. y = # 20. z = w’*(w + ce®)
2t =t
2. f(r) = T 22. g(r) = 7
A 1 — xe*
3. flx) = ———— 2. f(x) =
f&) B + Ce* S x+ ef
X ax + b
25. = 26. =
f) = — 6 /() =2
x + =
X
27-30 Encontre f'(x) e f"(x).
21. f(x) = x'e” 28. f(x) = x>%*
2
X
29. = 30. =
SO =175 o=

31-32 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto espe-
cificado.

2 __ x

3N, y= 1,00 32 y=2 (1,0
X

X
xX2+x+1’

M & L. L,
E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

33-34 Encontre equagdes para a reta tangente e para a reta normal a

curva no ponto especificado.

33

.y =2xe, (0,0) 4. y= . (1, 1)

X
x2+1

35

Y|
CI<]

36.

37.

38.

e

39.

Y
K<

40.

Y
<]

a.
42.
43.

44.

45.
46.

47.

48.
49.

1. As

. (a) A curva y = 1/(1 + x?) é chamada bruxa de Maria Ag-
nesi. Encontre uma equacéo da reta tangente a essa curva no
ponto (— 1, %)

(b) Nustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.

(a)A curvay = x/(1 + x?) é denominada serpentina. Encontre

uma equacdo da reta tangente a essa curva no ponto (3; 0,3).

(b) Nustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.

(a) Se f(x) = (x* — x)e*, encontre f'(x).

(b) Verifique se sua resposta em (a) € razodvel, comparando os
graficos de f e f"

(a) Se f(x) = e*/(2x* + x + 1), encontre f'(x).

(b) Verifique se sua resposta em (a) € razodvel, comparando os
graficosde fe f"

(a) Se f(x) = (x* — 1)/(x* + 1), encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas em (a) sdo razodveis, comparando
os grificos de f, f'e f".

(a) Se f(x) = (x* — 1)e*, encontre f'(x) e f"(x).

(b) Verifique se suas respostas em (a) sdo razoaveis, comparando
os grificos de f, f'e f".

Se f(x) = x*(1 + x), encontre £"(1).

Se g(x) = x/e*, encontre g(x).

Suponha que f(5) = 1, f'(5) = 6,9(5) = —3eg'(5) = 2.

Encontre os seguintes valores.

(@ (f9)(5) (b) (f/9)'(5) (©) (g/)(5)

Suponha que f(2) = =3,9(2) =4, f'2)=-2eg4'(2)=71.

Encontre 1'(2).

(@) h(x) = 5f(x) — 4g(x)

(© h(x) =LY

(b) h(x) = f(x)g(x)

fx) _ 9k
40 @ hD =750

Se f(x) = e*g(x), onde g(0) = 2 e g'(0) = 5, encontre f'(0).
Se h(2) = 4 e h'(2) = —3, encontre

d M)
dx X

Seg(x) = xf(x),ondef(3) = 4ef'(3) = —2, encontre uma equa-
¢do da reta tangente ao grafico de g no ponto onde x = 3.

Se f(2) = 10 e f'(x) = x*f(x) para todo x, encontre f"(2).

Se f e g sdo as fungdes cujos graficos estdo ilustrados, sejam
u(x) = f(x)g(x) e v(x) = f(x)/g(x).

(a) Encontre u'(1). (b) Encontre v'(5).

x=2

Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

CALCULO

~

0l 1 X

Sejam P(x) = F(x)G(x) e Q(x) = F(x)/G(x), onde F e G sdo as
fungdes cujos graficos estdo representados a seguir.
(a) Encontre P'(2). (b) Encontre Q'(7).

—1

0] 1

Se g for uma funcio derivédvel, encontre uma expressao para a de-
rivada de cada uma das seguintes fungdes.
x 9(x)
b y=—+ ©y="—"
g9(x) x
Se f for uma funcao derivdvel, encontre uma expressio para a de-

(@) y = xg(x)

rivada de cada uma das seguintes fungdes.

(a) y = x*f(x) (b) y= %
_ x? _ 1+ xf(x)
(©)y I @y —\/;

Quantas retas tangentes a curva y = x/(x + 1) passam pelo
ponto (1,2)? Em quais pontos essas retas tangentes tocam a
curva?

Encontre as equagdes de retas tangentes a curva
x— 1

x+1

que sejam paralelas aretax — 2y = 2.

y =

Encontre R'(0), onde

x — 3x3 4+ 5x°
1+ 3x3+ 6x°+ 9x°

R(x) =

Dica: em vez de encontrar R'(x) primeiro, deixe f(x) ser o nume-
rador e g(x), o denominador de R(x), e compute R'(0) de £(0),

£(0), g(0) e g'(0).

56.

Use o método do Exercicio 55 para computar Q'(0), onde

1+ x+ x%+ xe*
Q(x)=1—

—x + x2— xe*

57.

58.

59.

61.

62.

Neste exercicio, estimaremos a taxa segundo a qual a renda pes-
soal total estd subindo na drea metropolitana da cidade de Rich-
mond-Petersburg, Virginia. Em julho de 1999, a populagio dessa
drea era de 961.400, e estava crescendo aproximadamente em
9.200 pessoas por ano. O rendimento anual médio era de $ 30.593
per capita, e essa média crescia em torno de $ 1.400 por ano (bem
acima da média nacional, de cerca de $ 1.225 anuais). Use a Re-
gra do Produto e os dados aqui fornecidos para estimar a taxa se-
gundo a qual a renda pessoal total estava crescendo em Rich-
mond-Petersburg em julho de 1999. Explique o significado de
cada termo na Regra do Produto.
Um fabricante produz pegas de tecido com tamanho fixo. A quan-
tidade g de cada peca de tecido (medida em metros) vendida é
uma func¢ao do preco p (em délares por metro); logo, podemos es-
crever ¢ = f(p). Entdo, a receita total conseguida com o prego de
venda p € R(p) = pf(p).
(a) O que significa dizer que £(20) = 10 000 e f'(20) = —350?
(b) Tomando os valores da parte (a), encontre R'(20) e interprete
sua resposta.
(a) Use duas vezes a Regra do Produto para demonstrar que, se
£, g e h forem derivaveis, entdo (fgh)' = fgh + fg'h + fgh'.
(b) Fazendo f = g = hna parte (a), mostre que

= WP = 3.
X

(c) Use a parte (b) para derivar y = e**.

(a) Se F(x) = f(x)g(x), onde fe g tém derivadas de todas as or-
dens, mostre que F" = f"g + 2f'g" + fg".

(b) Encontre férmulas andlogas para F” e F @,

(c) Conjecture uma férmula para F®.

Encontre expressdes para as primeiras cinco derivadas de

f(x) = x%*. Vocé percebe um padriio nestas expressdes? Crie

uma férmula para £ (x) e demonstre-a usando a indugio mate-

matica.

(a) Se g for derivavel, a Regra do Reciproco diz que

d [L] iGN
dx | g(x) [g(x)]

Use a Regra do Quociente para demonstrar a Regra do Reci-
proco.
(b) Use a Regra do Reciproco para derivar a funcdo do Exercicio 18.
(c) Use a Regra do Reciproco para verificar que a Regra da Po-
téncia € vdlida para os inteiros negativos, isto &,

d
o x™) = —nx"

para todo inteiro positivo n.

n—1
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Antes de comecar esta secao, talvez vocé precise revisar as funcdes trigonométricas. Em par-
ticular, € importante lembrar-se de que quando falamos sobre a funcdo f definida para todo nud-
mero real x por

f(x) = senx

entende-se que sen x significa que o seno do angulo cuja medida em radianos € x. Uma con-
vencao similar € adotada para as outras fun¢des trigonométricas cos, tg, cossec, sec e cotg. Lem-
bre-se, da Se¢do 2.5, de que todas as fungdes trigonométricas sao continuas em todo nimero
em seus dominios.

Se esbogarmos o grafico da fungdo f(x) = sen x e usarmos a interpretagio de f'(x) como
a inclinacdo da tangente a curva do seno a fim de esbogar o grafico de f’ (veja o Exercicio 14
da Secdo 2.8), isso dard a impressdo de que o grafico de f’ pode ser igual a curva do cosseno
(veja a Figura 1).

y

y=f(x)=senx

AN N /

A N

FIGURA 1

Vamos tentar confirmar nossa conjectura de que, se f(x) = sen x, entdo f'(x) = cos x. Da
defini¢@o da derivada, temos

fx+h) —fx) — Lim sen(x + h) — senx

'(x) = lim
f( ) h—0 h h—0 h
i sen x cos h + cos x senh — sen x
= l1
h—0 h

. senx cos h — sen x cos x sen h
= lim

+
h—0 h h
. [ (cosh—l) (senh)]
= lim |senx{——— | + cosx
h—0 h h
. . cosh—1 . . senh
(1] = lim sen x + lim ———— + lim cos x - lim
h—0 h—0 h h—0 h—0

Dois desses quatro limites sdo faceis de calcular. Uma vez que consideramos x uma constante
quando calculamos um limite quando # — 0, temos

lim sen x = sen x e lim cos x = cos x
h—0 h—0

O limite de (sen &)/h néo € tdo 6bvio. No Exemplo 3 da Se¢do 2.2 fizemos a conjectura, com
base nas evidéncias numéricas e graficas, de que

Uma revisdo das func@es trigonométricas é
dada no Apéndice D.

Visual 3.3 mostra uma animagdo
da Figura 1.

Usamos a férmula da adig&@o para o seno.
Veja o Apéndice D.
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D
B
1
0
0
C A
(a)
/ e
\\ A
X~ 7
(b)
FIGURA 2

Multiplicamos o numerador e 0

denominador por cos 6 + 1 para colocar
a funcdo em uma forma na qual podemos

usar os limites que conhecemos.

sen 6
@ lim =

0—0 @

1

Usamos agora um argumento geométrico para demonstrar a Equac@o 2. Suponha primeiro que
0 se encontre entre 0 e /2. A Figura 2(a) mostra um setor de um circulo com centro O, an-
gulo central e raio 1. BC € tragado perpendicular a OA. Pela defini¢do de medida em radia-
nos, temos arc AB = 6. Além disso, | BC| = | OB|sen 6 = sen 6. Do diagrama, vemos que

|BC| < |AB| < arc AB

sen 0
0
Assuma que as retas tangentes em A e B se intersectam em E. Vocé pode ver da Figura 2(b)

que o comprimento de um circulo € menor que o comprimento de um poligono circunscrito;
de modo que arc AB < |AE| + | EB|. Assim,

Portanto sen 6 < 6 de modo que

0 = arc AB < |AE| + |EB|
< |AE| + |ED|
= |AD|=|0OA|tg6
=1tg0

(No Apéndice F, a desigualdade 6 < tg 6 ¢ demonstrada diretamente da defini¢do do com-
primento de um arco, sem recorrer a intui¢do geométrica como fizemos aqui.) Portanto, temos

sen 6
0<

cos 0

n o

de modo que cos O < SCT <1

Sabemos que limy—.o 1 = 1 elimy_cos 8 = 1; portanto, pelo Teorema do Confronto, temos

. sen 0
lim =
-0t @

1

Mas a fungdo (sen 0)/0 € uma fungdo par; assim, seus limites a direita e a esquerda devem ser
iguais. Logo, temos

0
senf _ .

lim

o—0 @

e, demonstramos a Equagdo 2.
Podemos deduzir o valor do limite que restou em | 1| como segue

cos 6 — 1 . cosf—1 cosf+1 ) cos’h — 1
lim——— = lim . =lim————
6—0 0 6—0 0 cos O+ 1 6—0 @ (cos 6 + 1)

) —sen’d i sen 6 sen 6
=lim———— = —lim .
0—0 0 (cos O + 1) u—0 0 cos @ + 1
. senf . sen 0
= —lim - lim
>0 0 6—0 cos 6 + 1

0
=—1- (1 n 1> =0 (pela Equagdo 2)
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Se agora colocarmos os limites [2] € [3] em [1], obtemos

) = i i cosh — 1 T i sen h
f'(x) = lim senx + lim ————— + lim cosx * lim
h—0 h—0 h h—0 h—0 |

= (senx)+ 0+ (cosx) 1 =-cosx

Logo, demonstramos a férmula para a derivada da fung¢do seno:

d
@ — (sen x) = cos x
dx

[EEEI0EN Derive y = x*sen x.

SOLUCAD Usando a Regra do Produto e a Férmula 4, temos

d d
% = xza (sen x) + senxa (x%)

= x%cos x + 2xsen x ]

Utilizando o mesmo método que na demonstracio da Férmula 4, vocé pode demonstrar
(veja o Exercicio 20) que

(5] 4 (cos x) = —sen x
dx

A fungio tangente também pode ser derivada empregando a defini¢do de derivada, mas é
mais fécil usar a Regra do Quociente com as Férmulas 4 e 5:

d (te %) d [ senx
= e x) = —
dx J dx \ cos x

d d
cos x — (sen x) — sen x — (cos x)
dx dx

cos*x

cos x * cos x — sen x (—sen x)

cos’x
cos’x + sen’x
cos’x
1

= — = sec’x
cos’x

d
(6] o (tg x) = sec’x

As derivadas das fungdes trigonométricas que restaram, cossec, sec e cotg, também podem
ser encontradas facilmente usando a Regra do Quociente (veja os Exercicios 17-19). Reuni-
mos todas as férmulas de derivagdo para fungdes trigonométricas na tabela a seguir. Lembre-
se de que elas sdo vilidas apenas quando x estiver medido em radianos.
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A Figura 3 ilustra os gréficos da fungdo do
Exemplo 1 e suas derivadas. Observe que
y" = 0 sempre que y tiver a tangente

horizontal.
5
e N
—4 4
N J
-5
FIGURA 3
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Quando vocé for memorizar esta tabela, é ] ] ]
(til observar que o sinal de menos aparece Derivadas de Funcdes Trigonométricas
nas derivadas das fungdes que tém “co” no
nome: coSseno, cossecante e cotangente. d
— (sen x) = cos x — (cossec x) = —cossec x cotg x
dx dx
d d
— (cos x) = —sen x — (sec x) = sec x tg x
dx dx
2 d 2
— (tg x) = sec’x — (cotg x) = —cossec’x
dx dx

) sec x . .
[EEINF Derive f(x) = Tt mx Para quais valores de x o gréfico de f tem reta tangente
g x

horizontal?

SOLUGCAD A Regra do Quociente dé

d d
(1+ tgx)a(secx) — secxa(l + tg x)

/x —
F) (1 + tg x)?
(1 + tgx) sec x tgx — sec x * sec’x
(1 +tgx)?
3 _ sec x (tg x + tg’x — sec’x)
CERVEEER (I + o
% secx(tgx — 1)
-3 5 =—"F 3
(1 + tgx)?
\ Y
- | | % Na simplificacdo da resposta, usamos a identidade tg*x + 1 = sec’x.
-3 Uma vez que sec x nunca € 0, vemos que f'(x) = 0 quando tgx = 1, e isso ocorre
FIGURA 4 quandox = nm + /4, onde n é um inteiro (veja a Figura 4). [

As tangentes horizontais no Exemplo 2

As funcdes trigonométricas muitas vezes sao usadas em modelos de fendmenos do mundo
real. Em particular, as vibracdes, ondas, movimentos elasticos e outras grandezas que variem
de maneira periddica podem ser descritos utilizando-se as funcdes trigonomeétricas. A seguir,
analisaremos um exemplo de movimento harmodnico simples.

[E@TIUE] Um objeto na extremidade de uma mola vertical é esticado 4 cm além de sua po-
sicéo no repouso e solto no tempo ¢ = 0. (Veja a Figura 5 e observe que o sentido positivo é
para baixo.) Sua posi¢do no tempo ¢ €

1o s=f(@t) =4cost
14
Encontre a velocidade e a aceleracdo no tempo ¢ e use-as para analisar o movimento do ob-
s jeto.
FIGURA 5 SOLUCAD A velocidade e a aceleragdo sdo
d d d
v =7j=5(4cost) =4E(cost) = —4sent
dv d(4 1) 4d( 1) 4 cos t
=—=—(—4sent) = —4—(sent) = —4 cos
CTa T dr dt
O objeto oscila desde o ponto mais baixo (s = 4 cm) até o mais alto (s = —4 cm). O pe-

riodo de oscilacdo € 2, o periodo de cos .
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A velocidade € |v| = 4|sen |, que é a mdxima quando |sen 7| = 1, ou seja, quando

cos t = (. Assim, o objeto move-se mais rapidamente quando passa por sua posi¢ao de equi- v
librio (s = 0). Sua velocidade escalar é 0 quando sen ¢ = 0, ou seja, no ponto mais alto e no s a
mais baixo. o
A aceleragdo a = —4 cos t = 0 quando s = 0. Ela tem seu maior médulo nos pontos mais
altos e mais baixos. Veja os graficos na Figura 6. [ 5 .
™ 2
[ETEENE Encontre a 27° derivada de cos x. 27
SOLUCAO Algumas das primeiras derivadas de f(x) = cos x sdo as seguintes: T

J'0x) = —senx FIGURA 6

f"(x) = —cos x

f"(x) =senx Busque um padréo.
F9%) = cos x

FOx) = —senx

Vemos que as derivadas sucessivas ocorrem em um ciclo de comprimento 4 e, em particular,
£"(x) = cos x sempre que 7 for um miiltiplo de 4. Portanto,

F®(x) = cos x
e, derivando mais trés vezes, temos

f®(x) = senx -

Nosso uso principal para o limite na Equacao 2 foi demonstrar a férmula de derivagdo para
a funcdo seno. Mas esse limite também € qtil na determinagdo de outros limites envolvendo
trigonometria, como nos dois exemplos a seguir.

sen 7x

[EEE0E Encontre lim i
x—0 4

X

SOLUCAO Para aplicarmos a Equacdo 2, vamos primeiro reescrever a fun¢do multiplicando e
dividindo por 7:

sen 7x 7 { sen 7x Observe que sen 7x # 7 sen x.
4x 4

B Tx

Se fizermos 6 = 7x, entdo 6§ — 0 quando x — 0, logo, pela Equacgado 2 temos

. sen7x 7 . sen 7x
lim = —1lim

x—0  4x 4 x—0 Tx
7 . senf 7 7
= —1lim =—-1=— [ |
4 0-0 6 4 4

G0N Calcule lim0 X cotg x.

SOLUCAO Aqui, dividimos o numerador e o denominador por x:
) . Xcosx

lim xcotg x = lim ———
x—0 x—0 Ssen x

lim cos x
— lim COSX oo
x—0 Sen x . senx
lim
X x—0 X
cos 0 o
= (pela continuidade do cosseno € pela uacao 2z
1 pel lade di pela Equagdo 2)



]
<]

]
I

178 CALcuLo
m Exercicios
1-16 Derive. (c) Mostre que suas respostas para as partes (a) e (b) sdo equiva-
lentes.
1. f(x) =3x>—2cosx 2. f(x) =+xsenx
f 1 f 32. Suponha f(7/3) = 4 e f'(mw/3) = —2, e faga g(x) = f(x) sen x
3. f(x) =senx + ;cotgx 4. y = 2secx — cossecx e h(x) = (cos x)/f(x). Encontre
5. g(t) =t cost 6. g(t) =4sect+tgt @ g'(m/3) (b) 1'(7/3)
. 33-34 Para quais valores de x o grafico de ftem uma reta tangente ho-
1. h(0) = cossec O + ¢’ cotgf 8. y=e"(cosu + cu) rizontal?
9. y= # 10. y = senf cos6 33. f(x) =x + 2senx 34. f(x) = e*cosx
—tgx
1. £(6) = sec 6 12 v — coS x 35. Um corpo em uma mola vibra horizontalmente sobre uma su-
) 1 + sech i 1 —senx perficie lisa (veja a figura). Sua equacdo de movimento &
x(t) = 8 sen 1, onde t estd em segundos e x, em centimetros.
13 v — tsent 10 y— 1 —secx (a) Encontre a velocidade e a acelerag@o no tempo .
- 1+t i tg x (b) Encontre a posicdo, velocidade e acelera¢do do corpo na po-

15. f(x) = xe* cossec x 16. y = x*senx tgx

d

17. Demonstre que o (cossec x) = —cossec x cotg x.
x
d

18. Demonstre que I (sec x) = sec x tg x.

d 2
19. Demonstre que I (cotg x) = —cossec’x.
X

20. Demonstre, pela defini¢do de derivada, que se f(x) = cos x, en-

tdo f'(x) = —sen x.
21-24 Encontre uma equagao da reta tangente a curva no ponto dado.
21. y=secx, (7/3,2) 22. y=-e*cosx, (0,1)
2. y=cosx —senx, (m—1) 28 y=x+tgx, (m, m

25. (a) Encontre uma equagdo da reta tangente a curvay = 2x sen x
no ponto (7/2, ).
(b) Hustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
26. (a) Encontre uma equacio da reta tangente a curva
y = 3x + 6 cos x no ponto (7/3, 7 + 3).
(b) Hustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
21. (a) Se f(x) = sec x — x, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta para a parte (a) € razodvel fazendo
os gréficos de fe f' para | x| < /2.
28. (a) Se f(x) = e*cos x, encontre f'(x)e f"(x).
(b) Verifique que suas respostas para a parte (a) sdo razoaveis fa-
zendo os gréficos de f, f' e f”.
29. Se H(A) = 0 sen 0, encontre H'(0) ¢ H"(0).
30. Se f(r) = cossec t, encontre " (7/6).
31. (a) Use a Regra do Quociente para derivar a funcio

(b) Simplifique a expresséo para f(x) escrevendo-a em termos de
sen x € cos X e, entéo, encontre f'(x).

@ E necessdrio uma calculadora grafica ou computador

si¢do de equilibrio ¢ = 27r/3. Em que dire¢io ele estd se

movendo nesse momento?

posicdo de
equilibrio

0 X X

36. Uma tira eldstica € presa a um gancho e uma massa € presa na ponta
inferior da tira. Quando o corpo € puxado para baixo e entio solto,

ele vibra verticalmente.

s=2cost + 3sent t= 0, ondesé medido em centimetros e ¢,
em segundos. (Consideremos o sentido positivo como para baixo.)

(a) Encontre a velocidade e a aceleragdo no tempo .
(b) Faca os grificos das fungdes velocidade e aceleragao.

(c) Quando o corpo passa pela posicdo de equilibrio pela primeira

vez?
(d) A que distancia da posi¢ado de equilibrio o corpo chega?
(e) Quando a velocidade é maxima?

37. Uma escada com 6 m de comprimento estd apoiada em uma pa-
rede vertical. Seja 6 o angulo entre o topo da escada e a parede e
x, a distancia do pé da escada até a parede. Se o pé da escada es-
corregar para longe da parede, com que velocidade x variard em

relagdo a 6 quando 6 = 7/3?

38. Um objeto de massa m € arrastado ao longo de um plano hori-
zontal por uma forca agindo ao longo de uma corda atada ao ob-
jeto. Se a corda faz um angulo 6 com o plano, entdo a intensidade

da forga é
pmg
msen 6 + cos 6
onde u € uma constante chamada coeficiente de atrito.

(a) Encontre a taxa de variacdo de F em relagdo a 6.
(b) Quando essa taxa de variacdo € igual a 0?

]
I

o qual dF/d6 = 0. Esse valor € consistente com a resposta

dada na parte (b)?

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

A equagio do movimento &

(c)Se m =20kg,g = 9,8m/s*e u = 0,6, faca o grifico de F
como uma fung¢do de 6 e use-o para encontrar o valor de 6 para



Y
<]

39-48 Encontre o limite

. sen3x . sendx
39. lim 40. lim
=0 X x—0 sen 6x
tg 6t 6—1
M. lim —2 82, lim 22—~
—0 sen 2t 6—0  senf
B, i sen 3x i sen 3x sen Sx
. lim ——— . lim ———
=0 5x3 — 4x x—0 x2
0 2
85, lim ——— 6. 1im 220
-0 6 + tgf x—0 X
1—t -1
47. lim g 18, Jim S0 = D

x—m/4 SEN X — COS X =1 x2+x—2

49-50 Encontre a derivada dada, encontrando as primeiras derivadas
e observando o padrio que ocorre.

99 35

d
49, —(sen x) 50. F

R (x sen x)

51. Encontre constantes A e B de forma que a fungéo
y = Asenx + Bcosx satisfaca a equag@o diferencial
y"+y" — 2y =senux.

1
52. (a) Avalie lim x sen —.
X

1
(b) Avalie lim x sen —.
x—0 X
(¢) Tlustre as partes (a) e (b) fazendo o grafico de y = x sen(1/x).

53. Derive cada identidade trigonométrica para obter uma nova iden-
tidade (ou uma familiar).
sen x

(a) tgx = (b) sec x =

COs X COs X

1 + cotg x
(c)senx +cosx =——
cossec x

<}J'" A Regra da Cadeia

9 56. Seja f(x) =
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54. Um semicirculo com didmetro PQ estd sobre um tridngulo isds-
celes POR para formar uma regido com um formato de sorvete,
conforme mostra a figura. Se A(6) € a drea do semicirculo e B(6)
¢é a drea do tridngulo, encontre

i AO)
—0" B()

A(0)
P 0
B(6)
10 cm 10 cm
6
R

55. A figura mostra um arco de circulo com comprimento s € uma
corda com comprimento d, ambos subentendidos por um angulo
central 6. Encontre

N

V1 —cos2x’

(a) Faga o grafico de f. Que tipo de descontinuidade parece ocorrer
em 0?

(b) Calcule os limites laterais de fem 0. Esses valores confirmam
sua resposta para a parte (a)?

Suponha que vocé precise derivar a fungao

Fx)=+/x2+1

As férmulas de derivacdo que vocé aprendeu nas segdes precedentes deste capitulo nao lhe per-

mitem calcular F'(x).

Veja a Segdo 1.3 para uma revisdo das
funcdes compostas.

Observe que F é uma funcdo composta. Na realidade, se assumirmos y = f(u) = vu e
u = g(x) = x* + 1, entdo poderemos escrever y = F(x) = f(g(x)), ou seja, F = feo g. Sabe-
mos como derivar ambas, f e g, entdo seria util ter uma regra que nos dissesse como achar a

derivada de F = f o g em termos das derivadas de fe g.

O resultado € que a derivada da func@o composta f° g € o produto das derivadas de fe g.
Esse fato ¢ um dos mais importantes das regras de derivag@o e € chamado Regra da Cadeia.
Ela parece plausivel se interpretarmos as derivadas como taxas de varia¢do. Considere du/dx
como a taxa de variacdo de u com relagdo a x, dy/du como a taxa de variacdo de y com rela-
¢80 a u, e dy/dx como a taxa de varia¢do de y com relagéio a x. Se u variar duas vezes mais
rdpido que x, e y variar trés vezes mais rdpido que u, entdo parece plausivel que y varie seis

vezes mais rapido que x e, portanto, esperamos que
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James Gregory

A primeira pessoa a formular a Regra da
Cadeia foi o matemético escocés James
Gregory (1638-1675), que também
projetou o primeiro telescopio refletor para
uso pratico. Gregory descobriu as ideias
basicas de calculo por volta da mesma
época que Newton. Tornou-se o primeiro
professor de Matemética na Universidade
de St. Andrews e posteriormente

ocupou a mesma posicdo na Universidade
de Edimburgo. Mas, um ano apés

aceitar essa posi¢ao, morreu,

aos 36 anos de idade.

dy _dy du
dx du dx

A Regra da Cadeia Se g for derivdvel em x e f for derivdavel em g(x), entdo a fungio
composta F = f o g definida por F(x) = f(g(x)) é derivdvel em x e F' é dada pelo pro-
duto

F'(x) = f'(g(x)) - g'(x)
Na notagdo de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem fungdes derivéveis, entdo

b _dydu
dx du dx

COMENTARIOS SOBRE A DEMONSTRAQI\O DA REGRA DA CADEIA Seja Au a variagdo em u correspondente
a varia¢do de Ax em x, ou seja,

Au = g(x + Ax) — g(x)
Entdo, a variagdo correspondente em y é
Ay = f(u + Au) — f(u)
E tentador escrever
dy .. Ay
— = lim —

dx A0 Ax

Ay A
[1] lim—y-A—z

Ax—0 Au

Ay

1m
Ax—0 Au

Ay Au (Observe que Au — 0 quando Ax — 0,

AINITO Al + lim uma vez que g € continua.)

dy du
du dx
A tnica falha nesse raciocinio € que em pode acontecer que Au = 0 (mesmo quando
Ax # 0) e, obviamente, ndo podemos dividir por 0. Nao obstante, esse raciocinio pelo menos

sugere que a Regra da Cadeia € verdadeira. Uma demonstracéo completa da Regra da Cadeia
sera dada no fim desta sec@o. [

A Regra da Cadeia pode ser escrita na notagdo linha

(2] (fe9)'(x) =f'(g(x)) - g'(x)
ou, se y = f(u) e u = g(x), na notag¢do de Leibniz:
dy _dydu
@ dx  du dx

A Equagio 3 € fécil de ser lembrada porque, se dy/du e du/dx fossem quocientes, poderia-
mos cancelar du. Lembre-se, entretanto, de que du nio estd definida, e du/dx ndo deve ser in-
terpretado como um quociente de fato.

[EETEZNEN Encontre F'(x) se F(x) = /x2 + 1.

SOLUCAO 1 (usando a Equagdo 2): No inicio desta se¢do expressamos F como
F(x) = (f°g)(x) = f(g(x)), onde f(u) = Vu e g(x) = x* + 1. Uma vez que
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1 —1/2 ] ’
f'u) = zu /=ﬁ e g'(x) = 2x

temos F'(x) = f'(9(x) - g'(x)

1 X
= )y = ————
2 1

SOLUGAD 2 (usando a Equacdo 3): Se fizermos u = x>+ ley = \/;, entao

1 1 X
_ _ 2%) = 2x) = ———
du dx  2\u (2x) 24x% + 1( %) Vxr+1 [

Quando usarmos a Férmula 3, deveremos ter em mente que dy/dx refere-se a derivada de
y quando y for considerada uma funcao de x (chamada de derivada de y em relacdo a x), en-
quanto dy/du se refere a derivada de y quando y € considerada fungdo de u (a derivada de y
com relacdo a u). Como ilustragdo, no Exemplo 1, y pode ser considerada uma func¢do de
X (y = {x*+ 1) e também uma fung¢ao de u (y = \/;) Observe que

dy X dy 1
— = F' = —_— t — = f =
dx ) x2+1 ehquanto du Fw 2Vu

OBSERVACGAO Ao usarmos a Regra da Cadeia, trabalharemos de fora para dentro. A Férmula
2 diz que derivamos a funcdo f de fora [na fungdo de dentro g(x)] e, entdo, que multiplicamos
pela derivada da funcdo de dentro.

d _ ’ . i
R (g) = f (9(x)) g'(x)
funcao avaliada derivada avaliada derivada
de fora na fungio da fungio na fungio da fun¢io
de dentro de fora de dentro de dentro

G Derive (a) y = sen(x?) e (b) y = sen’.

SOLUCAO
(a) Se y = sen(x?), entdo a funcdo de fora € a funcfio seno e a fungio de dentro é a funcéo qua-
drética, logo, a Regra da Cadeia da

dy _d ny >
= sen x> = cos (x*) - 2x
d'x dx — — — — —_—
funcao avaliada derivada avaliada derivada
de fora na funcdo da fungao na fungio da fungao
de dentro de fora de dentro de dentro
2
= 2x cos(x?)

(b) Observe que sen’x = (sen x)*. Aqui, a funcdo de fora é a fungfio quadritica, e a funcio de
dentro € a funcdo seno. Logo,

d d
T=—Genx® = 2 - (eny) - cosx
X X

—— — —— —
fungdo derivada avaliada derivada
de dentro da fungdo na fun¢io da fungdo
de fora de dentro de dentro

A resposta pode ser deixada como 2 sen x cos x ou escrita como sen 2x (pela identidade tri-
gonométrica conhecida como férmula do angulo duplo). [ Veja Péagina de Referéncias 2 ou Apéndice D.

No Exemplo 2(a) combinamos a Regra da Cadeia com a regra para derivar a fungao seno.
Em geral, se y = sen u, onde u € uma funcdo derivavel de x, entdo, pela Regra da Cadeia,

dy _dydu_ o odu

dx du dx " dx
. d du
Assim — (senu) = cos u —

dx dx
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De modo andlogo, todas as férmulas para derivar fungdes trigonométricas podem ser com-
binadas com a Regra da Cadeia.

Vamos explicitar o caso especial da Regra da Cadeia, onde a fung¢éo de fora f ¢ uma fun-
¢do poténcia. Se y = [¢(x)]", entdo podemos escrever y = f(u) = u”", onde u = g(x). Usando
a Regra da Cadeia e, em seguida, a Regra da Poténcia, obteremos

dy dy du 7
—=———=nu

dx  du dx Fr nlg(x)]""'g'(x)

E] A Regra da Poténcia Combinada com a Regra da Cadeia Se n for qualquer nimero
real e u = g(x) for derivdvel, entdo

d ny — n*lﬂ
dx () = nu dx

d
Alternativamente, o [9(x0)]" = n[g(x)]"" - g'(x)
X

Observe que a derivada no Exemplo 1 poderia ser calculada usando n = 3 na Regra 4.

IEETETEY Derive y = (x* — 1)'™.

SOLUCAD Fazendo u = g(x) = x* — 1 e n = 100 em [4], temos

dy d d
= = _1100=100 3_199_ 3_1
Dy =000t - )7L (e - 1
= 100(x* — 1) - 3x* = 300x%*(x* — 1)* -
1
[EEETE Encontre f'(x) se f(x) = UCT\/T
SOLUCAD Primeiro reescreva f: f(x) = (x> + x + 1)7'/3,
d
Logo, filx) = —3(x*>+x + 1)_4/3d— (x*+x+1)
X
= —1x?+x+ 1)*P2x+ 1) [

[EETI0HE Encontre a derivada da funcdo
t—=2Y
t =
90 <2r + 1)
SOLUCAOD Combinando a Regra da Poténcia, a Regra da Cadeia e a Regra do Quociente, ob-
temos
W =9 t—2\d[t-2
g 2+ 1) dr \2r+ 1

<t—2>8(2t+1)-1—2(1‘—2) 450t — 2)F
2+ 1 (2t + 1) R

[EETEON Derive y = (2x + 1)°(x* — x + 1%
SOLUCAD Neste exemplo devemos usar a Regra do Produto antes de usar a Regra da Cadeia:

@ _

d d
Cx+1)P— @ —x+ 1D+ —x+ 1D —(2x+1)°
dx dx dx



d
=(2x+1)5'4(x3—x+1)3d—(x3—x+1)
X

d
+(x*—x+ 1D*-502x + 1)4d—(2x+ 1)
X
=402x + 1P —x+ 1)P@x2 = 1) +5x*—x+ D)*Qx+ 1)*-2

Observando que cada termo tem o fator comum 2(2x + 1)*(x* — x + 1)°, podemos fators-
-lo e escrever a resposta como
dy

e 22x + D*x® — x + D3(17x3 + 6x2 — 9x + 3)
X

IEGEIETEA Derive y = e*"*.

SOLUCAO Aqui a fungdo de dentro € g(x) = sen x, e a fun¢fo de fora € a funcdo exponencial
f(x) = e*. Logo, pela Regra da Cadeia,

dy _ d
dx dx

d
(esenx) p— esenxd_ (Sen .X) — esenxcos X
X

Podemos usar a Regra da Cadeia para derivar uma funcio exponencial com qualquer base
a > 0. Lembre-se, da Secdo 1.6, de que a = ™. Logo

at = (elna)x — e(]na)x
e a Regra da Cadeia da

d d d
E (ax) — E (e(lna)x) — e(lna)xg (ln a)x

(Ina)x

=e¢ ‘Ina=a"Ina

porque In a € uma constante. Portanto, temos a férmula

d
@ T (@)=a"lna

Em particular, se a = 2, obteremos
d
— 2)=2In2
(6] Ix (2% n
Na Secao 3.1 demos a estimativa
d
— (2%) = (0,69)2*
dx

Ela € consistente com a formula exata @, pois In 2 = 0,693147.

A raz@o para o nome ‘“Regra da Cadeia” fica evidente se fizermos uma cadeia maior adi-
cionando mais um elo. Suponha que y = f(u), u = g(x) e x = h(), onde f, g e h sdo fungdes
derivaveis. Entdo, para calcular a derivada de y em relag@o a ¢, usamos duas vezes a Regra da
Cadeia

dy _dy dx

dy du dx
dt dx dt

du dx dt

Se f(x) = sen(cos(tg x)), entdo

f'(x) = cos(cos(tg x)) d%lc cos(tg x)
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Os gréficos das fungdes y e y’ do Exemplo
6 sdo mostrados na Figura 1. Observe que
y' é grande quando cresce rapidamente e
y' = 0, quando y tem uma tangente
horizontal. Logo, nossa resposta parece ser
razodvel.

' y, /\/ R
[\

-2

—10

FIGURA 1

De forma geral, a Regra da Cadeia fornece
d du
hkr™

N&o confunda a Férmula 5 (onde x é 0
expoente) com a Regra da Poténcia (onde x
é a base):
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d
= cos(cos(tg x))[—sen(tg x)] o (tg x)
X
= —cos(cos(tg x)) sen(tg x) sec’x
Observe que usamos duas vezes a Regra da Cadeia. |

IEEIETE] Derive y = ™.

SOLUCAO A fungiio de fora é uma exponencial, a do meio € uma funcdo secante, e a fungio
de dentro € a funcdo de multiplicagdo por trés. Logo, temos

4y

d
10 es"c”% (sec 30)

d
= ¥ 30 tg 30 — (360
e sec 360 tg 0 (36)

= 3¢™°¥ sec 30 tg 36 |

I Como Demonstrar a Regra da Cadeia

Lembre-se de que, se y = f(x), e x varia de a paraa + Ax, definimos o incremento de y como
Ay = fla + Ax) — f(a)
De acordo com a defini¢@o de derivada, temos
. Ay ,
dmy e =@

Dessa forma, se denotarmos por ¢ a diferenca entre o quociente de diferencas e a derivada, ob-
teremos

A
lim & = Al,}gl()(A_i _f/(a)> =f’(a) —f’(a) = 0.

Ax—0
. Ay
Porém E= 3T f'(a) > Ay = f'(a) Ax + & Ax
X

Se definirmos & como 0 quando Ax = 0, ento ¢ se torna uma funcdo continua de Ax. Assim,
para uma funcéo diferencidvel f, podemos escrever

Ay = f'(a) Ax + € Ax onde ¢ — 0 quando Ax — 0

e ¢ € uma funcdo continua de Ax. Essa propriedade de fungdes diferencidveis é que nos pos-
sibilita demonstrar a Regra da Cadeia.

DEMONSTRAGAO DA REGRA DA CADEIA Suponha que u = g(x) seja derivdvel em a e y = f(u) seja
derivdvel em b = g(a). Se Ax for um incremento em x € Au e Ay forem os incrementos cor-
respondentes em u e y, entdo podemos usar a Equacdo 7 para escrever

Au=g'(a) Ax + &, Ax = [g'(a) + &] Ax
onde &; — 0 quando Ax — 0. De forma andloga
@ Ay = f'(b) Au + & Au = [f'(b) + 2] Au

onde &, — 0 quando Au — 0. Se substituirmos agora a expressio para Au da Equacéo 8 na
Equacdo 9, obteremos

Ay =[f'(b) + e2]lg'(@) + &] Ax
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A
logo. o =0+ ellg@ + el
Quando Ax — 0, a Equagédo 8 mostra que Au — 0. Assim, &, — 0 e &, — 0 quando Ax — 0.
Portanto
dy .. Ay
— = lim — =

dx  s—0 Ax

=f'(b)g'(a) = f'(g9(a)) g'(a)

Jim [f'(b) + e:]lg'(a) + &1]

vada dy/dx.

1. y=sen4dx

Isso demonstra a Regra da Cadeia. [
<}/ Exercicios
1-6 Escreva a fun¢@o composta na forma f(g(x)). [Identifique a fun- 39. f(1) = tgle’) + e’ 40. y = sen(sen(sen x))
30 de dentro u = g(x) e a de fora y = f(u).] Entdo, encontre a deri- ,
% g( ) y f( )] 4. f(t) — senZ(esen t) 42 y = m
XZ
2 y=4+3x 3. g(x) = 2ra’™ + n)? 4. y=2°
4. y=tg(senx) 45. y = cos+/sen(tg mx) 46. y =[x + (x + sen’x)’]*

3 y=(01—-x?)

5. y=e‘& 6. y=+2—¢"

7-46 Encontre a derivada da funcéo.

1. Flx) = (x*+3x>-2)° 8. F(x) = (@4x — x?)'®

9. F(x) =1+ 2x+x3

10. f(x) = (1 + x*)*?

ng)=—F—-= 12. f(t) = /1 +tgr
* + 1)

13. y = cos(a® + x?) 14. y =a’ + cos’x

15. y = xe ** 16. y = ¢ % cos 4t

17. f(x) = 2x — 3)*(x*> + x + 1)
18. g(x) = (x* + 1)°(x* + 2)°
19. h(1) = (t + D)¥(2¢% = 1)
20. F(r)=Gt— 1)*Q2t+ 1)

2 3 2
21.y—<i2t1> 22, f(s) = 221411
23 y=1/1+2¢ 2. y=10""

2% y=5" 2. G(y) = ((z J: ’3;‘
27y = —— 8 y=4 ¢
\/m e' + e
.\
29. F(t) = e 30. F(v) = <v3 n 1)
31. y = sen(tg 2x) 32. y = sec*(m0)
33 y=2%"m 34, y=x2

1 . ,2x
35. y=c0s<1 " e2(> 36. y =1+ xe
e
37. y = cot’(sen 6) 38 y = etewr

@ E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

47-50 Encontre y' e y”.
41. y = cos(x?) 48. y = cos’x

49. y = ¢““sen Bx 50. y = ¢

51-54 Encontre uma equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.
5. y=(1+2x)" (0,1) 52. y =41+ x3, (2,3)

53. y = sen(senx), (m,0) 54. y = senx + sen’x, (0, 0)

55. (a) Encontre uma equagfio da reta tangente acurvay = 2/(1 + ™)
no ponto (0, 1).
(b) HNustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
56. (a) A curva y = |x|/v/2 — x* é chamada curva ponta de bala.
Encontre uma equacdo da reta tangente a essa curva no ponto
(1, 1).
(b) HNustre a parte (a) fazendo o grafico da curva e da tangente na
mesma tela.
57. (a) Se f(x) = x/2 — x2, encontre f'(x).
(b) Verifique se sua resposta na parte (a) foi razodvel comparando
os grificos de f e f'

58. A funcdo f(x) = sen(x + sen 2x), 0 < x < 77, aparece em apli-

cacdes a sintese de modulacdo de frequéncia (FM).
(a) Use um grafico de f, feito por uma calculadora gréfica, para
fazer um esboco ristico do grifico de f".
(b) Calcule f'(x) e use essa expressdo, com uma ferramenta gra-
fica, para fazer o grafico def". Compare com o grafico obtido
no item (a).
59. Encontre todos os pontos do grafico da funcdo
f(x) = 2sen x + sen’s nos quais a reta tangente ¢ horizontal.
60. Encontre as coordenadas x de todos os pontos sobre a curva
y = sen 2x — 2 sen x nos quais a reta tangente € horizontal.
61. Se F(x) = f(g9(x)), onde f(=2) =38, f'(=2) =4, f'(5) =3,
g(5) = —2 e g'(5) = 6, encontre F'(5).

Requer sistema de computagdo algébrica
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

170.
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Se h(x) = /4 + 3f(x), onde f(1) =7 e f'(1) = 4, encontre
h'(1).
Uma tabela de valores para f, g, f' e g’ € fornecida.

x | f) g | fx) g'(x)
1 3 2 4 6

1 8 5 7
3 7 2 7 9

(a) Se h(x) = f(g(x)), encontre A'(1).

(b) Se H(x) = g(f(x)), encontre H'(1).

Sejam fe g as funcdes no Exercicio 63.

(a) Se F(x) = f(f(x)), encontre F'(2).

(b) Se G(x) = g(g(x)), encontre G'(3).

Se fe g forem as fungdes cujos graficos sdo mostrados, sejam
u(x) = f(g(x)), v(x) = g(f(x), e w(x) = g(g(x)). Encontre cada
derivada, se ela existir. Se ndo existir, explique por qué.

(@ u'(1) (b) v'(1) (c) w'(1)

y

1

O‘F 1 A

Se f for a fungdo cujo grafico é mostrado, sejam h(x) = f(f(x))
e g(x) = f(x?). Use o grafico de f para estimar o valor de cada
uma das derivadas.

(@) h'(2) () '
N
y=fl) /
N
—1
0 1 X

Se g(x) = +/f(x), onde o gréfico de f é mostrado, avalie ¢'(3).

y

—1

0 X|

Suponha que f'seja uma derivdvel em R e «, um niimero real. Se-

jam F(x) = f(x*) e G(x) = [ f(x)]*. Encontre expressdes para

(a) F'(x) e (b) G'(x).

Suponha que f seja derivdavel em R. Sejam F(x) = f(e*) e

G(x) = e/™. Encontre expressdes para (a) F'(x) e (b) G'(x).

Sejam g(x) = e* + f(x) e h(x) = ef(x), onde f(0) =3,

f0)=5e f"(0) = —2.

(a) Encontre g'(0) e g"(0) em termos de c.

(b) Em termos de &, encontre uma equagdo da reta tangente para
o gréfico de & no ponto onde x = 0.

[ 83.

. Seja r(x) = f(g(h(x))), onde h(l) =2, g(2) =3, h'(1) =4,

72,
73.
14.
15.
76.

1.
78.
19.

81.

82.

~ 84,

g'(2) = 5¢ f'(3) = 6. Encontre r'(1).

Se g for duas vezes derivavel e f (x) = xg(x?), encontre f” em ter-
mosdeg,g' eg”.

Se F(x) = f(3f(4f(x))), onde f(0) = 0 e f'(0) = 2, encontre
F'(0).

Se F(x) = f(xf(xf(x)), onde f(1) =2, f(2) =3, f'(1) = 4,
f'(2) = 5ef'(3) = 6, encontre F'(1).

Mostre que a fungfio y = e**(A cos 3x + B sen 3x) satisfaz a
equacdo diferencial y” — 4y" + 13y = 0.

Para quais valores de r a funcéio y = e satisfaz a equagio dife-
rencial y” — 4y" +y =0?

Encontre a 50* derivada de y = cos 2x.

Encontre a 1000* derivada de f(x) = xe ™.

O deslocamento de uma particula em uma corda vibrante € dado
pela equacdo s(r) = 10 + 3 sen(107 1) onde s é medido em cen-
timetros e ¢, em segundos. Encontre a velocidade da particula ap6s
t segundos.

Se a equagdo de movimento de uma particula for dada por
s = A cos(wt + 8), dizemos que a particula estd em movimento
harménico simples.

(a) Encontre a velocidade da particula no tempo ¢.

(b) Quando a velocidade € zero?

Cefeu € uma constelac@o cujo brilho € variavel. A estrela mais vi-
sivel dessa constelacdo € a Delta Cefeu, para a qual o intervalo de
tempo entre os brilhos méaximos € de 5,4 dias. O brilho médio
dessa estrela € de 4,0, com uma variacdo de £0,35. Em vista des-
ses dados, o brilho de Delta Cefeu no tempo ¢, onde ¢ € medido
em dias, foi modelada pela fungéo

2wt
B(t) = 4,0 + 0,35 —
(1) sen< 54 >

(a) Encontre a taxa de variacéo do brilho ap6s ¢ dias.
(b) Encontre, com precisdo até duas casas decimais, a taxa de
crescimento ap6s 1 dia.

No Exemplo 4 da Se¢do 1.3 chegamos a um modelo para a du-
ragdo da luz do dia (em horas) em Ancara, Turquia, no #-ésimo dia
do ano:

2
L) =12 + 2, (-
(1) 8 sen[ 365 (t 80)]

Use esse modelo para comparar como o niimero de horas de luz
do dia aumenta em Ancara em 21 de marco e em 21 de maio.

O movimento de uma mola sujeita a uma forca de atrito ou a uma
forca de amortecimento (tal como o amortecedor em um carro) é
frequentemente modelado pelo produto de uma funcéo exponen-
cial e uma funcéo seno ou cosseno. Suponha que a equagdo de
movimento de um ponto nessa mola seja

s(t) = 2¢ " sen 27t
onde s € medido em centimetros e ¢, em segundos. Encontre a ve-
locidade apds ¢ segundos e faga o grafico das funcdes posi¢ao e
velocidade para 0 < r < 2.
Sob certas circunstincias, um boato se propaga de acordo com a
equacao

= —
P 1 + ae *



85.

86.

87.

[ 8s.

onde p(r) é a propor¢do da populagio que jd ouviu o boato no

tempo ¢ e a e k sdo contantes positivas. [Na Secdo 9.4 veremos que

esta € uma equacdo razodvel para p(r).]

(a) Encontre lim, ... p(?).

(b) Encontre a taxa de propagacdo do boato.

(c) Faga o gréfico de p para o casoa = 10, k = 0,5, onde ¢ € me-
dido em horas. Use o grafico para estimar quanto tempo serd
necessdrio para o boato atingir 80% da populagao.

Uma particula se move ao longo de uma reta com deslocamento
s(1), velocidade v(¢) e aceleragdo a(t). Mostre que

a(t) = v(z) %

Explique a diferenca entre os significados das derivadas
dv/dt e dv/ds.

Ar estd sendo bombeado para dentro de um baldo climético es-
férico. Em qualquer tempo #, o volume do baldo serd V(r) e seu
raio sera r(z).

(a) O que as derivadas dV/dr e dV/dt representam?

(b) Expresse dV/dt em termos de dr/dt.

O flash de uma camera opera armazenando carga em um capaci-
tor e liberando-a instantaneamente ao ser disparado. Os dados na
tabela a esquerda descrevem a carga Q armazenada no capacitor
(medida em microcoulombs, wC) no tempo ¢ (medido em se-
gundos ap6s o flash ter sido disparado).

t 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

0 100,00 | 81,87 | 67,03 | 54,88 | 44,93 | 36,76

(a) Use uma calculadora grafica ou computador para encontrar um
modelo exponencial para a carga (veja a Se¢ao 1.5).

(b) A derivada Q'(¢) representa a corrente elétrica (medida em mi-
croamperes, A, que flui do capacitor para a lampada do flash.
Use a parte (a) para estimar a corrente quando r = 0,04 s.
Compare com o resultado do Exemplo 2 na Seg¢@o 2.1.

A tabela fornece a populagdo do México (em milhdes) em anos
de censo no século XX.

Ano Populacao Ano Populacao
1900 13,6 1960 349
1910 15,2 1970 48,2
1920 14,3 1980 66,8
1930 16,6 1990 81,2
1940 19,7 2000 97,5
1950 258

(a) Use uma calculadora gréfica ou um computador para ajustar
uma fun¢@o exponencial com os dados. Faga um grafico dos
pontos dados e do modelo exponencial. Quio bom € o ajuste?

(b) Estime as taxas de crescimento populacional em 1950 e 1960
fazendo a média de inclinacdes de retas secantes.

(c) Use sua exponencial da parte (a) para encontrar um modelo
para as taxas de crescimento da populagdo do México no sé-
culo XX.

(d) Use seu modelo na parte (c) para estimar as taxas de cres-
cimento em 1950 e 1960. Compare com sua estimativa da
parte (b).
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89. Os SCA tém comandos que derivam funcdes, mas a forma da res-

posta pode ndo ser conveniente e, portanto, comandos posterio-

res podem ser necessdrios para simplificar a resposta.

(a) Use um SCA para encontrar a derivada do Exemplo 5 e com-
pare com a resposta dele. A seguir, use o comando simplifi-
car e compare novamente.

(b) Use um SCA para derivar a fungdo do Exemplo 6. O que acon-
tecerd se vocé usar o comando simplificar? O que acontecera
se vocé usar o comando fatorar? Qual forma da resposta € me-
lhor para localizar as tangentes horizontais?

SCA/90. (a) Use um SCA para derivar a fungéo

() = xt=x+1
Fx x4 1

e para simplificar o resultado.
(b) Onde o grifico de f tem tangentes horizontais?
(c) Faga os graficos de fe f' na mesma tela. Os graficos sdo con-
sistentes com sua resposta da parte (b)?
91. Use a Regra da Cadeia para demonstrar o que segue.
(a) A derivada de uma fung@o par € uma fungdo fmpar.
(b) A derivada de uma fungdo {mpar € uma fung@o par.
92. Use a Regra da Cadeia e a Regra do Produto para dar uma de-
monstracdo alternativa da Regra do Quociente.
[Sugestdo: Escreva f(x)/g(x) = f(x)[g(x)]7"]
93. (a) Se n for um inteiro positivo, demonstre que

d -1
I (sen"x cos nx) = nsen" 'x cos(n + 1)x
(b) Encontre uma férmula para a derivada de y = cos"x cos nx
que seja similar aquela da parte (a).
94. Suponha que y = f(x) seja uma curva que estd sempre acima do
eixo x e que ndo tenha uma tangente horizontal, sendo f derivavel
em toda a parte. Para quais valores de y a taxa de variagdo de y’
em relacdo a x € 80 vezes a taxa de variacio de y em relagdo a x?
95. Use a Regra da Cadeia para mostrar que, se 6 for medido em
graus, entao
L (sen ) = 2 cos 6
70 (sen ) = 180 cos
(Isso d4 uma razdo para a convengao de que a medida em radia-
nos € sempre usada quando tratamos o cdlculo de fungdes trigo-
nométricas: as férmulas de derivagdo nio seriam tdo simples se
usdssemos a medida de graus.)
96. (a) Escreva | x| = VxZeusea Regra da Cadeia para mostrar que

(b) Se f(x) = | sen x|, encontre f'(x) e esboce os graficos de fe
f’. Onde f'nio € derivavel?

(c) Se g(x) = sen | x

, encontre g'(x) e esboce os grificos de g e
g'. Onde g ndo € derivavel?

97.Se y = f(u) e u = g(x), onde fe g sio fungdes duas vezes deriva-

veis, mostre que

d*’y d*y(du\* dy du
—_— —_— + —_
dx? du® \ dx du dx?
98. Se y = f(u) e u = g(x), onde f e g possuem trés derivadas, en-
contre a férmula para d*y/dx* andloga 4 dada no Exercicio 97.
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ONDE UM PILOTO DEVE INICIAR A DESCIDA?

Um caminho de aproximacdo para uma aeronave pousando € mostrado na figura ao lado e satisfaz
as seguintes condic¢des:

(1) A altitude do voo € h, quando a descida comega a uma distancia horizontal € do ponto de
contato na origem.
(i) O piloto deve manter uma velocidade horizontal constante » em toda a descida.
(iii) O valor absoluto da aceleracéo vertical ndo deve exceder uma constante k (que € muito
menor que a aceleragdo da gravidade).

1. Encontre um polindmio ctibico P(x) = ax® + bx* + cx + d que satisfaca a condicfo (i), im-
pondo condigdes adequadas a P(x) e P'(x) no inicio da descida e no ponto de contato.
2. Use as condicdes (ii) e (iii) para mostrar que

6hv?
£ 2
3. Suponha que uma companhia aérea decida néio permitir que a aceleragdo vertical do avido ex-
ceda k = 1385 km/h’. Se a altitude de cruzeiro do avido for 11 000 m e a velocidade for 480
km/h, a que distancia do aeroporto o piloto deveria comegar a descer?

<k

i 4. Trace o caminho de aproximagdo se as condigdes dadas no Problema 3 forem satisfeitas.

M & Py z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

m Derivacao Implicita

FIGURA 1

As fungdes encontradas até agora podem ser descritas expressando-se uma varidvel explici-
tamente em termos de outra — por exemplo,

y=+x3+1 ou y = xsenx

ou, em geral, y = f(x). Algumas fungdes, entretanto, sdo definidas implicitamente por uma
relacdo entre x e y, tais como

m x>+ y?=25
ou
[2] x>+ y? = 6xy

Em alguns casos € possivel resolver tal equacéo isolando y como uma fungéo explicita (ou diversas
funcdes) de x. Por exemplo, se resolvermos a Equacao 1 isolando y, obtemos y = *4/25 — x2;
logo, duas das fungdes determinadas pela Equagdo implicita 1 sdo f(x) = /25 — x* e
g(x) = —/25 — x2. Os gréficos de f e g sdo os semicirculos superior e inferior do circulo
x? + y* = 25 (veja a Figura 1).

(@ x> +y?=25 (b) f(x)=1/25 —x* (© g(x)=— /25— x?



Nao € facil resolver a Equagdo 2 e escrever y explicitamente como uma funcio de x a mao.
(Um SCA ndo tem dificuldades, mas as expressdes que obtém sdo muito complicadas). Con-
tudo, € a equacdo de uma curva chamada félio de Descartes, mostrada na Figura 2, e im-
plicitamente define y como diversas fungdes de x. Os graficos dessas trés funcdes sdo mostrados
na Figura 3. Quando dizemos que f'¢ uma func¢io implicitamente definida pela Equagdo 2, que-

remos dizer que a equagdo

X+ [ = 6xf(x)

¢é verdadeira para todos os valores de x no dominio de f.

y
X+ y3’=6xy

y
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FIGURA 2 O f6lio de Descartes

Felizmente, ndo precisamos resolver uma equagdo para y em termos de x para encontrar a
derivada de y. Em vez disso, podemos usar o método de derivacao implicita. Isso consiste
na derivacdo de ambos os lados da equacdo em relacio a x e, entdo, na resolugdo da equacdo
isolando y'. Nos exemplos e exercicios desta se¢do, suponha sempre que a equagio dada de-
termine y implicitamente como uma funcao derivavel de x de forma que o método da deriva-

¢do implicita possa ser aplicado.

[EXEMPLO 1]

d
(a) Se x? + y? = 25, encontre Lol
dx

(b) Encontre uma equagdo da tangente ao circulo x* + y* = 25 no ponto (3, 4).

SOLUCAO 1

(a) Derive ambos os lados da equacio x* + y* = 25:
d
Tr (x* + y?)

d 2 d 2
= + = =0
dx(X) dx(y)

Lembrando que y € uma fung¢éo de x e usando a Regra da Cadeia, temos

N

d
Tr (25)

d d , , dy
el == =9
dx(y) dy(y)dx y
d
Logo, 2x+2y—y=0
dx

Agora isole dy/dx nessa equacdo:
@ _
dx

(b) No ponto (3, 4), temos x = 3 ey = 4, logo

dy
dx

FIGURA 3 Grificos de trés funcoes definidas pelo félio de Descartes
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0 Exemplo 1 ilustra que, mesmo quando é

possivel resolver uma equagao

explicitamente e escrever y em termos de
x, pode ser mais fécil usar a derivagdo

implicita.

(3,3)

FIGURA 4

Uma equacdo da reta tangente ao circulo em (3, 4) é, portanto,
y—4=—3(x—3) ou 3x+4y=25
SOLUCAOQ 2
(b) Resolvendo a equacdo x* + y? = 25, obtemos y = *+/25 — x2. O ponto (3, 4) estd sobre

o semicirculo superior y = /25 — x?, e assim vamos considerar a fun¢fo f(x) = /25 — x2.
Derivando f, usando a Regra da Cadeia, temos

F =105 — )L 05— )
dx

e V12 h — X
=525 —x 2x) =
3 3
Entédo "RN=——— = — =
F'e 25 — 32 4
e, como na Solucdo 1, uma equacao da reta tangente € 3x + 4y = 25. |

OBSERVACAO 1 A expressio dy/dx = —x/y na Solucdo 1 fornece a derivada em ter-
mos de x e y. E correta, ndo importando qual funcao for determinada pela equacdo dada. Por
exemplo, para y = f(x) = /25 — x? temos

& __x____x
dx y V25 — x?
Enquanto para y = g(x) = —+/25 — x2, temos
dy _ _x__ X _ X
dx y —J25 —x2 /25 — &2

[ EXEMPLO 2 |

(a) Encontre y' se x* + y* = 6xy.

(b) Encontre a reta tangente ao f6lio de Descartes x* + y* = 6xy no ponto (3, 3).
(c) Em qual ponto do primeiro quadrante a reta tangente € horizontal?

SOLUCAQ

(a) Derivando ambos os lados de x* 4+ y* = 6xy em relagio a x, considerando y como uma
fungdo de x e usando a Regra da Cadeia no termo y* e a Regra do Produto no termo 6xy, ob-
temos

3x% + 3y%y’ = 6xy’ + 6y
ou x>+ yy =2xy + 2y
Agora isolamos y': y2y' — 2xy’ =2y — x?

(y? = 2x)y" =2y — x?

,_y—x
Y y? — 2x
(b) Quando x =y = 3,
,_2-3—32__1
Y T3 23

e uma olhada na Figura 4 confirma que este € um valor razoavel para a inclinagdo em (3, 3).
Logo, uma equagdo da tangente ao félio em (3, 3) €

y—3=—1(x—3) ou x+y=6



(c) A reta tangente € horizontal se y’ = 0. Usando a expressdo de y’ da parte (a) vemos que
y" = 0 quando 2y — x?> = 0 (desde que y> — 2x # 0). Substituindo y = 3x? na equagdo da
curva, obtemos

4 (1) = 6x(1)

que se simplifica para x® = 16x*. Como x # 0 no primeiro quadrante, temos x* = 16. Se

x = 16"° = 2*3 entdo y = 3(2%?) = 25/, Assim, a tangente & horizontal em (23, 25/%), que

€ aproximadamente (2,5198; 3,1748). Olhando a Figura 5, vemos que nossa resposta € razodvel.
|

OBSERVACAO 2 H4 uma férmula para as trés raizes de uma equacdo cibica que €
semelhante a féormula quadrética, mas muito mais complicada. Se usarmos essa férmula (ou
um SCA) para resolver a equagdo x* + y® = 6xy para escrever y em termos de x, vamos
obter as trés fungdes determinadas por:

e S R T N P T

y= %[_f(x) * \/__3(\3/—%)63 + ix0 — 8x% — {/—%x3 — Vix® — 8x? )]

(Essas sdo as trés funcdes cujos graficos sdo mostrados na Figura 3.) Vocé pode ver que o mé-
todo da derivacdo implicita poupa uma enorme quantidade de trabalho em casos como este.
Além disso, a derivagdo implicita funciona de forma igualmente ficil em equacdes como

y? + 3xy? + 5xt =12
para as quais € impossivel encontrar uma expressao similar para y em termos de x.

[ZEITE] Encontre y’ se sen(x + y) = y?cos x.

SOLUCAO Derivando implicitamente em relagdo a x e lembrando que y € uma fungéo de x, ob-
temos

cos(x +y) + (1 +y') = y*(—sen x) + (cos x)(2yy")

(Observe que usamos a Regra da Cadeia no lado esquerdo e as Regras da Cadeia e do Pro-
duto no lado direito). Se reunirmos os termos que envolvem y’, obtemos

cos(x + y) + y*sen x = (2ycos x)y’ — cos(x + y) * y’

y?sen x + cos(x + y)

[A—

~ 2ycos x — cos(x + y)

Logo, y

A Figura 6, feita com o comando de tragagem implicita (implicit-plotting) de um SCA, mos-
tra parte da curva sen(x + y) = y*cos x. Como uma verifica¢io de nossos cdlculos, observe
que y = —1 quando x = y = 0, e no grafico parece que a inclinagio € de aproximadamente
—1 na origem. [

As Figuras 7, 8 € 9 mostram mais trés curvas produzidas por um SCA com um comando
de tragagem implicita. Nos Exercicios 41-42 vocé terd uma oportunidade de criar e examinar
curvas incomuns dessa natureza.
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4
e N
J
0 4
FIGURA 5
Abel e Galois

0 matemético noruegués Niels Abel
demonstrou em 1824 que ndo existe uma
formula geral para as raizes de uma
equacdo de quinto grau em termos de
radicais. Mais tarde, o matematico francés
Evariste Galois demonstrou que é
impossivel encontrar uma férmula geral
para as raizes de uma equagdo de n-ésimo
grau (em termos de operagdes algébricas
sobre os coeficientes) se n for qualquer
inteiro maior que 4.

2
y / )
-2 2
AN J
-2

FIGURA 6
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K

2 =

-3 3 -6 6 -9 9
\\\R O?///}
-3 -6 -9
FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9
(Y =Dy —4)=x*x*—4) (y*—1)sen(xy) =x>—4 y sen 3x = x cos 3y

A Figura 10 mostra o gréfico da curva

x* + y* = 16 do Exemplo 4. Observe
que ele é uma versdo esticada e achatada
do circulo x> + y? = 4. Por esta razdo,
ele é as vezes chamado circulo gordo (no
inglés, fat circle). Ele comega muito
ingreme a esquerda, mas rapidamente se
torna muito achatado. Isto pode ser visto
a partir da expressao

FIGURA 10

O exemplo seguinte ilustra como descobrir a segunda derivada de uma fungio implicita-
mente definida.

[EEI0NY Encontre y” se x* + y* = 16.

SOLUCAO Derivando a equagdo implicitamente em rela¢do a x, obtemos

4x3 + 4y%y' =0

Isolando y’, temos
3] Y=-"3

Para encontrar y” derivamos esta expressdo para y’, usando a Regra do Quociente e lembrando
que y € uma fung@o de x:

,_d (_x_“) Y @) — 2 dfd)(y)

de \ y’ (»*)

Y3 = X3y
y6

Se agora substituirmos a Equag@o 3 nesta expressao, obtemos

3
3x%y? — 3x3y2<—x—3>
" o_ y
y = y6
3(x*y* + x%) 3xH(y* + x*)
- _ . - _ .

Mas os valores de x e y devem satisfazer a equagdo original x* + y* = 16. Assim, a resposta
se simplifica para

3x%(16) x?
T

n

I Derivadas de Funcdes Trigonométricas Inversas

As fungdes trigonométricas inversas foram revisadas na Se¢do 1.6. Discutimos suas conti-
nuidades na Secdo 2.5 e suas assintotas na Se¢do 2.6. Aqui, a derivag¢@o implicita serd usada
para determinar as derivadas das fungdes trigonométricas inversas, supondo que essas funcdes
sejam derivdveis. [Na realidade, se f for qualquer fun¢do derivavel injetora, pode-se demons-
trar que sua fun¢do inversa, !, é também derivavel, exceto onde suas tangentes sdo verticais.
Isso € plausivel, pois o grafico de uma fungdo derivavel ndo possui bicos ou dobras e, se o re-
fletimos em torno de y = x, o grafico de sua funcdo inversa também ndo terd bicos ou dobras.]
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Lembre-se de que a funcio inversa da funcdo seno foi definida por:

~1 L ™ T
y=sen x significa seny =x e ey <y< >
Derivando sen y = x implicitamente em relag@o a x, obtemos
dy dy 1
cosy— =1 ou — = ) -
dx dx  cosy Esse mesmo método pode ser utilizado

para obter a férmula da derivada de
qualquer fungao inversa. Veja o
Exercicio 77.

Agora, cos y = 0, uma vez que —7/2 < y < 7/2, entdo

cosy = +/1 — sen?y = /1 — x2
1

dx cos y /1T -x

Logo,

A Figura 11 mostra o gréafico de

f(x) = tg"'x e sua derivada

1 f'(x) = 1/(1 + x?). Observe que f é
crescente e que f'(x) é sempre positiva. 0
fato de que tg~'x — */2 quando

x — oo estd refletido no fato de que
f'(x) = 0 quando x — *oo.

d -1
— (sen =—
dx ( %) 1 —x2

A férmula para a derivada da fungfo arco tangente € deduzida de maneira andloga. Se
y = tg"'x, entdo tg y = x. Derivando essa tltima equacdo implicitamente em relagdo a x, te-

1,5
mos ; p
seczy—y =1 | y=tg'x
dx y= 1+ 2
dy 111 R S —6
dx  sec’y 1+tgdy 1+x°
J
-1,5
4 gty — !
4 ¥ = ——
dx g 1+ 2 FIGURA 11

[EEE0E Derive (a) y = e (b) f(x) = x arctg+/x.

sen”x

SOLUCAD
d d d
(a) % = (sen"'x)7! = —(sen‘lx)‘za (sen”'x)
_ 1
(sen 'x)*/1 — x2
q Lembre-se de arctg x é uma notagao
b (x) = x ——— (1 712) & arcte/x alternativa para tg ™ 'x.
Vx
= o o Tarct [
20+ e

As fungdes trigonométricas inversas que ocorrem com mais frequéncia sao aquelas que aca-
bamos de discutir. As derivadas das quatro funcdes remanescentes estdo dadas na tabela a se-
guir. As demonstragdes das férmulas ficam como exercicio.

As formulas para as derivadas de
cossec”'x e sec” 'x dependem das

Derivadas de Funcdes Trigonométricas Inversas
d (sen~1x) 1
— (sen =——
dx * V1 —x?
d S 1
T (cos™x) = T
d 1
— (t -1 -
dx (tg") 1+ x?

d ( 1) 1

— (cossec™lx) = —————=
dx x+/x2— 1
d (sec™x) !

-« =

dx x/x2—1

d 1

- t -1 .

dx (cotg™"x) 1+ x?

definigdes que foram usadas para essas
funcdes. Veja o
Exercicio 64.
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m Exercicios

CALCULO

1-4
(a) Encontre y" derivando implicitamente.
(b) Resolva a equacido explicitamente isolando y e derive para
obter y' em termos de x.
(c) Verifique que suas solucdes para as partes (a) e (b) sdo
consistentes substituindo a expressao por y na sua solugio
para a parte (a).

1. xy+2x+3x*=4 2. 4x*+9y* =36

3. 4 cosx ++y =5

1
x oy

3 2(x% + )2 =25(x* — y?)
G, D

(lemniscata)

32. y(y* — 4) = x*(x* — 5)
0, =2)
(curva do diabo)

5-20 Encontre dy/dx por derivacdo implicita.

5. x>+ 1y =1 6. 2x +y =3

1. x*+xy—y’=4 8 2x'+xly—xy*=2
9. x*(x+y) =yG@x—y) 10. xe* =x—y

M. x*y* + xseny =4 12. 1 + x = sen(xy?)

13. 4cosx seny =1 14. e’senx = x + xy

15 e =x—y 16. \/)mzl-l—xzy2

17. tg ' (x%y) = x + xy? 18. xseny + ysenx = 1
19. ¢’cosx = 1 + sen(xy) 20. tg(x —y) = 1 _i)xz

21.Se f(x) + x*[f(x)]* = 10 e f(1) = 2, encontre £'(1).

22.Se g(x) + x sen g(x) = x? encontre g'(0).

23-24 Considere y como a varidvel independente e x como a varidvel
dependente € use a derivagio implicita para encontrar dx/dy.

23 xYy? —xy +2xy° =0 24 ysecx = xtgy

25-32 Use a derivagdo implicita para encontrar uma equacéo da reta
tangente a curva no ponto dado.

25. ysen2x = xcos 2y, (m/2, w/4)
26. sen(x +y) =2x — 2y, (m m)
2. x> +xy +y* =3, (1,1) (elipse)
28 x>+ 2xy—y' +x=2, (1,2) (hipérbole)
29 X+ =028 +2y" —x)7 30 x+yF =4

(0.5) (=3v3.1)

(cardioide) (astroide)

y y
X 0 g X

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

33. (a) A curva com equacio y> = 5x* — x? é chamada kampyle (do
grego, curvado) de Eudoxo. Encontre uma equagdo da reta
tangente a essa curva no ponto (1, 2).

(b) Hustre a parte (a) tragando a curva e a reta tangente em uma
tela comum. (Se sua ferramenta grafica puder tragar curvas de-
finidas implicitamente, entdo use esse recurso. Caso ndo seja
possivel, vocé pode ainda criar o grifico dessa curva tra-
¢ando suas metades superior e inferior separadamente.)

34. (a) A curva com equacio y> = x* + 3x?¢é denominada cibica de
Tschirnhausen. Encontre uma equag@o da reta tangente a essa
curva no ponto (1, —2).

(b) Em que pontos essa curva tem uma tangente horizontal?

(c) Ilustre as partes (a) e (b) tragando a curva e as retas tangentes
sobre uma tela comum.

35-38 Encontre y” por derivagio implicita.

3. 9x*+y°=09 3. Jx +y =1

3. x*+y =1 38 x*+y'=4a'

39. Se xy + e’ = e, encontre o valor de y” no ponto onde x = 0.

40. Se x*>+ xy + y> = 1, encontre o valor de y"” no ponto onde
x =1

41. Formas extravagantes podem ser criadas usando-se a capacidade
de tragar fungdes definidas implicitamente de um SCA.
(a) Trace a curva com equagao

Y =Dy —2) =x(x - Dx—2)

Em quantos pontos essa curva tem tangentes horizontais? Es-
time as abscissas desses pontos.

(b) Encontre as equagdes das retas tangentes nos pontos (0, 1) e
0, 2).

(c) Encontre as abscissas exatas dos pontos da parte (a).

(d) Crie curvas ainda mais extravagantes modificando a equacdo
da parte (a).

. (a) A curva com equacdo
293+ 92— i =xt —2x% + 7

foi comparada com um “vagdo sacolejante”. Use um SCA
para tragar essa curva e descubra o porqué desse nome.

(b) Em quantos pontos essa curva tem retas tangentes horizontais?

Requer sistema de computagao algébrica
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Encontre as coordenadas x desses pontos. d 1

-1
. . —(sec™'x) = ————
43. Encontre os pontos sobre a lemniscata do Exercicio 31 onde a tan- dx ( ) | X | Jx2 =1
gente ¢ horizontal.

65-68 Duas curvas sdo ortogonais se suas retas tangentes forem per-
4. Mostre, fazendo a derivagao implicita, que a tangente a elipse pendiculares em cada ponto de intersec¢io. Mostre que as familias da-

61. f(x) = /1 — x? arcsen x

62. f(x) = arctg(x* — x)

B

63. Demonstre a férmula para (d/dx)(cos™'x) pelo mesmo método
usado para (d/dx)(sen”'x).
64. (a) Uma maneira de definir sec”'x € dizer que y = sec”'x <
secy=xe0<y<a/2oum<y<37/2. Mostre que,
com essa defini¢do,

d 1
— (sec”lx) =

dx xy/x2 =1
(b) Outra maneira de definir sec”'x que € s vezes usada & dizer
quey=sec 'x <& secy=xe0<ys<my#0. Mos-
tre que, com essa definigdo,

<

=

75.

76.

1.

x? 4 v i das de curvas sdo trajetorias ortogonais uma em relagio a outra, ou
a? p2 seja, toda curva de uma familia € ortogonal a toda curva da outra fa-
P milia. Esboce ambas as familias de curvas no mesmo sistema de coor-
no ponto (xo, yo) é
denadas.
XoX
Lz y—Ozy=1 65. x>+ y2=1r% ax+by=
a b
45. Encontre uma equacdo da reta tangente a hipérbole 66. x* + y>=ax, x*+y>*=by
x? )2 67. y=cx% x*+ 2=
!
68. y=uax®, x*+3y’=0b
no ponto (xo, yo).
46. Mostre que a soma das coordenadas das intersec¢des com oS ei- ) 2/ o )ea .
xos x e y de qualquer reta tangente 2 curva v/x + /y = /c é 69. Mostre  que 7a clipse x ./a + y/b* =1 ca hipérbole
igual a ¢ x*/A* — y*/B* =1 siio trajetérias ortogonais se A? < a’ e
: 2 32 A2 2 : [Ep)
47. Mostre, usando a derivagdo implicita, que qualquer reta tangente a b A"+ B" (logo, a elipse e a hipérbole possuem os
em um ponto P a um circulo com centro O € perpendicular ao raio mesmos focos). )
oP 70. Encontre o valor do niimero a de tal modo que as familias das cur-
: — -1 — 1/3 . . L. .
48. A Regra da Poténcia pode ser demonstrada usando a derivacao vasy = (x + o) ey = alx + k)" sejam trajetrias ortogonais.
s c p . _ N. (a) A Equagdo de van der Waals para n mols de um gés €
implicita para o caso onde n é um nimero racional, n = p/q, e
y = f(x) = x" é suposta de antem@o ser uma funcdo derivavel. Se nla
y = x?/7, entdio y? = x*. Use a derivagdo implicita para mostrar <P + 2 >(V — nb) = nRT
que
Y= pa /a1 onde P € a pressdo, V € o volume e 7 € a temperatura do gés.
q A constante R € a constante de gds universal e a e b sdo cons-
49-60 Encontre a derivada da funcéo. Simplifique quando possivel. tantes positivas que sdo caracteristicas de um géds em parti-
49. y =tg'Vx 50. y = /tg x cular. Se T permanece constante, use a derivacdo implicita
trar dV/dP.
51. y =sen '(2x + 1) 52. g(x) = vx2 — Isec 'x para encontrar dV/ C . .
(b) Encontre a taxa de varia¢do de volume em relagfo a pressao de
53. G(x) = v/1 — x? arccos x 1 mol de diéxido de carbono em um volumede V= 10L e
8. y = tg (x — VT + 22) uma pressdo de P = 2,5 atm. Use a = 3,592 L*-atm/mol* e
b = 0,04267 L/mol.
55. h(t) = cotg '(¢) + cotg '(1/¢)56. F(9) = arcsen +/sen @ o /Tno . ,
SCA| 72. (a) Use a derivagdo implicita para encontrar y' se
57. y = xsen 'x + /1 — x2 58. y = cos '(sen”'7) XX Haxy+yi+1=0.
b + acos x (b) Trace a curva da parte (a). O que vocé observa? Demonstre
59. y = arccos 4t boosx ) Osxsma>b>0 que o que vocé observa estd correto.
(c) Em vista da parte (b), o que vocé pode dizer sobre a expres-
60. y = arcte I —x sdo para y' que vocé encontrou na parte (a)?
1 +x 73. A equagdo x* — xy + y? = 3 representa uma “elipse girada”,
isto €, uma elipse cujos eixos ndo sdo paralelos aos eixos coor-
61-62 Encontre f'(x). Verifique se sua resposta € razodvel comparando denados. Encontre os pontos nos quais essa elipse cruza o eixo x
@ oS gréﬁcos de f e f ' € mostre que as retas tangentes nesses pontos sao paralelas.
74. (a) Onde a reta normal a elipse x> — xy + y> = 3 no ponto

(—1, 1) intersecta a elipse uma segunda vez?
(b) Tlustre a parte (a) fazendo o grafico da elipse e da reta normal.
Encontre todos os pontos sobre a curva x?y? + xy = 2 onde a
inclinag@o da reta tangente é —1.
Encontre as equagdes de ambas as retas tangentes para a elipse
x* + 4y? = 36 que passem pelo ponto (12, 3).
(a) Suponha que f'seja uma funcg@o injetora, derivdvel e que sua
fungdo inversa f ' seja também derivével. Use a derivagdo im-
plicita para mostrar que

“1V/() —
MNTC)
desde que o denominador nio seja 0.

() Se f(4) = 5ef'(4) =2, encontre (f1)(5).
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78. (a) Mostre que f(x) = x + e* € injetora.
(b) Qual o valor de f'(1)?
(c) Use a férmula do Exercicio 77(a) para determinar (f~')'(1).
79. A Funcio de Bessel de ordem 0, y = J(x), satisfaz a equagdo di-
ferencial xy” + y’ + xy = 0 para todos os valores de x e seu va-
lorem0éJ(0) = 1.
(a) Encontre J'(0).
(b) Use a derivagdo implicita para encontrar J"(0).
80. A figura mostra uma lampada localizada trés unidades a direita do
eixo y e uma sombra originada pela regido eliptica x* + 4y? < 5.

Se o ponto (—35, 0) estiver na borda da sombra, qual a altura da 1am-

pada acima do eixo?

FAMILIAS DE CURVAS IMPLICITAS

1. Considere a familia de curvas

y2—2x%(x + 8) =c[(y + 1)*(y +9) — x?*]

cebe? E quanto aos outros valores de ¢?

2. (a) Trace diversos membros da familia de curvas

X2+ y + ex?y’ =1

Neste projeto vocé explorard os formatos mutantes de curvas definidas implicitamente ao variar cons-
tantes numa familia e determinara que caracteristicas sdo comuns a todos os membros da familia.

(a) Tracando as curvas com ¢ = 0 e ¢ = 2, determine quantos pontos de intersec¢ao existem.
(Vocé pode precisar aplicar o zoom para encontrar todas elas.)
(b) Agora adicione as curvas com ¢ = 5 e ¢ = 10 aos esbogos da parte (a). O que vocé per-

Descreva como a curva muda a medida que vocé varia o valor de c.
(b) O que acontece a curva quando ¢ = —1? Descreva o que aparece na tela. Vocé pode pro-

var isso algebricamente?
(c) Encontre y" por derivacdo implicita. Para o caso ¢ = —1, sua expressdo para y’ é con-
sistente com o que vocé descobriu na parte (b)?

E necessdrio usar um sistema de computagdo algébrica

m Derivadas de Funcdes Logaritmicas

Nesta secao vamos usar a derivagc@o implicita para achar as derivadas das fung¢des logaritmi-
cas y = log,x e, em particular, da fun¢do logaritmica natural y = In x. [E possivel demons-
trar que as funcgdes logaritmicas sdo derivaveis: com certeza isso € plausivel a partir dos seus
gréficos (Veja a Figura 12 na Sec¢do 1.6).]

d 1
_1 P j—
m dx(Og %) xIna

DEMONSTRACAO Sejay = log, x. Entio
=X

Derivando essa equacdo implicitamente em relag@o a x, usando a Férmula 3.4.5, obtemos
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dy
a’(In a) E =1 A Férmula 3.4.5 diz que

. dy 1
€ assim —_—=—= [
dx a’lna xIna

dx

Se pusermos a = e na Férmula 1, entdo o fator In a no lado direito torna-se Ine = 1, e
obtemos a férmula para a derivada da fun¢@o logaritmica natural log, x = In x:

@ dix(lnx)=%

Comparando as Férmulas 1 e 2, vemos uma das principais razdes para os logaritmos na-
turais (logaritmos com base ¢) serem usados em célculo. A férmula de derivagéo € a mais sim-
ples quando a = e porque Ine = 1.

[EGEENEN Derive y = In(x® + 1).

SOLUCAO Para usarmos a Regra da Cadeia, vamos fazer u = x* + 1. Entdo, y = In u, logo

dy _dydu_ 1du
dx du dx u dx
B 1 o 3x°
B x3+1(3x)_x3+1

De forma geral, se combinarmos a Férmula 2 com a Regra da Cadeia, como no Exemplo
1, obtemos

d 1 du d g9'(x)
@ dx (In u) u dx ol dx [in g()] g(x)
d
[EEEZ0F Encontre . In(sen x).
X
SOLUCAD Usando [3], temos
d d 1
— In(sen x) = — (sen x) = COS X = cotg x [ |
dx sen x dx X

[EEENE] Derive f(x) = +/In x.
SOLUCAO Dessa vez o logaritmo € a fun¢do de dentro; logo, a Regra da Cadeia da

f’(x)=%(lnx)‘”2i(1nx)= Lo r__ 1 —
dx

2JInx  x 2x+/In x

IEEENNY Derive f(x) = logio(2 + sen x).

SOLUCAD Usando a Férmula 1 com a = 10, temos

d
f'(x) = —log1(2 + sen x)
dx

1 d 2+ )
= — sen x
(2 4+ senx)In 10 dx

B cos X
(2 + senx)In 10

d v X
1 —(@)=a"lna.

197
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A Figura 1 mostra o gréfico da fungdo f do
Exemplo 5 com o gréfico de sua derivada.
Ela mostra a verificagdo visual de nosso
calculo. Observe que f'(x) é uma negativa
grande quando f esta reduzindo rapida-
mente.

d x+1
[EETENE Encontre — In —F——.
dx Vx =2
SOLUCAO 1
d x+1 1 d x+1

_1 — —
dxn\/x—Z x+1 dx Jx—2

VX — 2
IR I R R ()| 6 Sl s

x+1 x—2
x—2—2(x+1)
T TG D—2)
x—35

20x + 1)(x — 2)

SOLUCAD 2 Se primeiro simplificarmos a fun¢iio dada usando as propriedades do logaritmo,
entdo a derivacao ficard mais facil:

d x+1

d |
Elnﬁ=a[ln()€+ 1) — 3In(x — 2)]

1 1
x+1 2\x-2

(Essa resposta pode ser deixada assim, mas se usdssemos um denominador comum obteria-
mos a mesma resposta da Solugdo 1.) |

[EETEN Encontre f(x) se f(x) = In|x]|.
SOLUCAD Uma vez que

f(x)={lnx se x>0

In(—x) se x<0

FIGURA 1

AFigura 2 ilustra o gréafico da fungdo
f(x) = In| x| do Exemplo 6 € sua
derivada f’(x) = 1/x. Qbserve que,
quando x é pequeno, o grafico de

y = In| x| é ingreme e, portanto, f"(x) &
grande (positiva ou negativa).

A /

FIGURA 2

X
segue-se que

— sex >0
X
f'x) =
1 1
—(-1)=— sex <0
—Xx X

Assim, f'(x) = 1/x para todo x # 0. [

O resultado do Exemplo 6 vale a pena ser lembrado:

d 1
[4] -y nlxl ==

dx

BN Derivacéo Logaritmica

Os célculos de derivadas de fun¢gdes complicadas envolvendo produtos, quocientes ou potén-
cias podem muitas vezes ser simplificados tomando-se os logaritmos. O método usado no
exemplo a seguir é chamado derivacio logaritmica.

Sx+ 1
IEEEE Derivey = > —
(Bx + 2)3
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SOLUCAO Tome o logaritmo em ambos os lados da equacdo e use as Propriedades do Loga-
ritmo para simplificar:

Iny=3Inx+3ln(x>+ 1) — 5In(3x + 2)

Derivando implicitamente em relagdo a x, temos

idy 31 1 2 3
ydex 4 x 2 x*+1 3x +2
Isolando dy/dx, obtemos
dy 3 X 15 I - .
—=yl—+— — Se ndo usdssemos a derivacdo logaritmica
dx 4x  x~+1 3x +2 no Exemplo 7, teriamos de utilizar tanto a

Regra do Quociente quanto a Regra do
Como temos uma expressio explicita para y, podemos substitui-lo por ela e escrever Produto. Os célculos resultantes seriam

horriveis.
ﬂ_x3/4«/x2+1<3+ x 15 >

dx Grx+2)5 \4x  x24+1 3x+2

Passos na Derivacao Logaritmica

1. Tome o logaritmo natural em ambos os lados de uma equagio y = f(x) e use as
Propriedades dos Logaritmos para simplificar.

2. Derive implicitamente em relagdo a x.

3. Isole y’ na equagdo resultante.

Se f(x) < 0 para algum valor de x, entdo In f(x) ndo estd definida, mas podemos escre-
ver | y| = | f(x)| e usar a Equago 4. Ilustramos esse procedimento demonstrando a versdo
geral da Regra da Poténcia, como prometemos na Sec¢do 3.1.

A Regra da Poténcia Se n for qualquer nimero real e f(x) = x”, entdo

£ = et

DEMONSTRACAO Seja y = x". Use a derivacdo logaritmica: Se x = 0, podemos mostrar que

x#0 f'(0) = 0 paran > 1 diretamente da

In ’ y‘ =1In ‘ x| =nln ’x‘ definicdo de derivada.

n
Logo, r_nr
y X
s ! y x" n—1
Dai y =n—=n—=nx ||
X X

@ Vocé deve distinguir cuidadosamente a Regra da Poténcia [(x")’ = nx""'], na qual a base
€ varidvel e o expoente, constante, da regra para diferenciar as fungdes exponenciais
[(@*) = a*In a], na qual a base € constante e o expoente, variavel.

Em geral ha quatro casos para os expoentes e as bases:

d

1. T @) =0 (a e b sdo constantes) Base constante, expoente constante
x
d b b—1p¢1

2. I [F()] = b[f(x)]"'f'(x) Base variavel, expoente constante
x
d (x) (x) ’ .

3. —[a"™] = a'™(na)g'(x) Base constante, expoente variavel

dx
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Base variavel, expoente variavel 4. Para encontrar (d/dx)[ f(x)]*", a derivagdo logaritmica pode ser usada, como no exemplo.

TGN Derive y = x™.

SOLUGCAD 1 Uma vez que a base e o expoente sdo varidveis, usamos a derivagdo logarit-
mica:

AFigura 3 ilustra o Exemplo 8 mostrando
os gréficos de f(x) = xV* e sua derivada.

Iny=Inx"=,xInx

f y

1 1
7=\/;-;+(lnx) 2\/;

fl
, 1 . lnx> ﬁ<2+lnx
=yl — = =T
g ERANVZIE N 2%

0 / 1 “ SOLUCAD 2 Outro método € escrever xV* = (e™*)V*:
d d d
FIGURA 3 _(x\/;)z_(e\/;lnx)= e\/;lnx_(\/;lnx)
dx dx dx
N 2+ Inx
=X —_— (como na Solugdo 1) |
2Jx

I 0 Namero e como um Limite

J4 mostramos que se f(x) = In x, entdo f'(x) = 1/x. Assim, f'(1) = 1. Agora, usamos esse
fato para expressar o nimero e como um limite.
Da defini¢ao de derivada como um limite, temos

= lim

1) = g LUER Z D) 7+ 0 = 70
h—0 h x—0 X

In(1 + %) — In1 1
iD=l s
x—0 X x—=0 X

lim In(1 + x)'*

x—0

Por causa de f'(1) = 1, temos

y lim In(1 + x)* =1
; Assim, pelo Teorema 2.5.8 e pela continuidade da fungdo exponencial, temos
y=(+x" 1 li In(1+x)1/ . In(1+x)1 : 1
2t e = e' = elm—olH9l — hr%e"( M = hII(l) (1 + x)'x
U pare joure
0 X
[5] e= ling 1+ x)'"
FIGURA 4
A Férmula 5 estd ilustrada pelo grafico da funcio y = (1 + x)"/* na Figura 4 e na tabela
X (1 + ) para os valores pequenos de x. Isso ilustra o fato de que, com precisdo até a sétima casa deci-
mal,
0,1 2,59374246
0,01 2,70481383 e~ 27182818
0,001 2,71692393 < ~
’ ’ 1 =1 Férmul o0 * 1-
0.0001 271814593 temifi c;) o;irmgs n /x na Férmula 5, entdo n — o quando x — 0" e uma expressdo a
0,00001 2,71826824 vaparae
0,000001 2,71828047
0,0000001 2,71828169 — i |+ l "
0,00000001 2,71828181 6] e=,m n




m Exercicios

Explique por que a fun¢@o logaritmica natural y = In x € usada
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mais vezes no cdlculo do que as outras funcdes logaritmicas

y = log, x.

2-22 Derive a funcio.

2 f(x)=xlnx—x
3. f(x) = sen(In x) 4. f(x) = In(sen’v)
5 f(x) =<Inx 6. f(x)=Inx
7. f(x) = logio(x® + 1) 8. f(x) = logs(xe®)
9. = In(5. 10. e
f(x) = senx In(5x) ) = 1+lnu
1. g(x) = In(xy/x2 — 1) 12. h(x) = In(x + Vx> — 1)
2y + 1)°
13. G(y) = ln% 18, g(r) = r*In@r + 1)
15. F(s) =Inlns 16. y=In|1+¢— ¢
17. y = tg[ln(ax + b)] 18. y = In |cos(In x) |
aZ _ ZZ

.y =In(e™ + xe™ CHE) =Iny [ 5—
19. y = In(e xe™) 20. H(z) = In R
21. y = 2x logm\/; 22. y = log,(e *cos mx)
23-26 Encontre y' e y".

1
23. y = x*1n(2x) 2. y= n2x
X

25 y= ln(x + 1+ xz) 26. y = In(sec x + tg x)

27-30 Derive f e encontre o dominio de f.

21.

29.

X

flx) =

f(x) = In(x?* — 2x)

1 —In(x—1)

28.

f(x) =2+ Inx

30. f(x) =Inlnln x

M & o] Z
E necessario usar uma calculadora grafica ou computador

31. Sef(x) = e 4% , encontre f'(1).

32. Se f(x) = In(1 + e*), encontre f'(0).
33-34 Encontre uma equacao da reta tangente a curva no ponto dado.

3B.y=Inx*—-3x+1), (3,0 34. y=x*Inx, (1,0)

{135 Se f(x) = sen x + In x, encontre f'(x). Verifique se sua resposta

é razodvel comparando os grificos de f e f'.

@36. Encontre as equacdes das retas tangentes para a curva

y = (In x)/x nos pontos (1, 0) e (e, 1/e). lustre fazendo o gréfico
da curva e de suas retas tangentes.

37. Sejaf(x) = cx + In(cos x). Para qual valor de ¢ ocorre
fi(m/4) = 6?
38. Sejaf(x) = log,(3x?> — 2).Para qual valor de a ocorre f'(1) = 3?

39-50 Use a derivagdo logaritmica para achar a derivada de funcio.

39. y = 2x + D(x* — 3)° 80. y = Jx e (x> + D"

fn.y= x4— ! 4. y = Jxe ™ (x + 1)
x*+ 1

43, y = x* 44, y = x°"

45, y = x* 8. y = Vx*

41. y = (cos x)* 48. y = (senx)"*

49, y = (tgx)'” 50. y = (In x)***

51. Encontre y’ se y = In(x? + y?).
52. Encontre y’ se x¥ = y*.

53. Encontre uma férmula para f®(x) se f(x) = In(x — 1).

54. Encontre 1 (x%1n x).
X
55. Use a defini¢@o da derivada para demonstrar que
In(1 +
lim A+
x—0 X

x n
56. Mostre que lim (1 + —) = ¢* para qualquer x > 0.
n—oo n

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com

m Taxas de Variacao nas Ciéncias Naturais e Sociais

Sabemos que se y = f(x), entdo a derivada dy/dx pode ser interpretada como a taxa de varia¢io
de y em relacdo a x. Nesta se¢do examinaremos algumas das aplicagdes dessa ideia na fisica,
quimica, biologia, economia e em outras ciéncias.
Vamos nos recordar da Sec¢do 2.7, que apresentou a ideia bésica das taxas de variacdo. Se
X variar de x; a x», entdo a variacao em x serd

Ax = x; — x;

e a variacdo correspondente em y serd

Ay = f(x2) — f(x1)
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mp = taxa média de variacdo
m = f'(x;) = taxa instantnea

FIGURA 1

de variagdo

O quociente da diferenga

Ay fl) = fx)

Ax X2 — X1

é a taxa média de variacdo de y em relacdio a x sobre o intervalo [x;, x,] e pode ser inter-
pretada como a inclinag@o da reta secante PQ na Figura 1. Seu limite como Ax — 0 € a deri-
vada f'(x), que pode portanto ser interpretada como a taxa instantanea de variaciio de y em
relacdo a x ou a inclinag@o da reta tangente em P(x;,f(x;)). Usando a notagio de Leibniz, es-
crevemos o processo na forma:

dy . Ay
= lim —
dx  A—0 Ax
Sempre que a fungdo y = f(x) tiver uma interpreta¢do especifica em uma das ciéncias, sua
derivada terd outra interpretacdo especifica, como uma taxa de variacdo. (Como discutido na
Secdo 2.7, as unidades dy/dx sdo as unidades para y divididas pela unidade para x.) Agora va-
mos examinar algumas dessas interpretagdes nas ciéncias naturais e sociais.

I Fisica

Se s = f(#) for a fungdo posi¢ao de uma particula que estd se movendo em uma reta, entdo As/Ar
representa a velocidade média ao longo de um periodo de tempo At,e v = ds/dt representa a ve-
locidade instantinea (a taxa de variagcdo do deslocamento em relacdo ao tempo). A taxa instan-
tAnea de varia¢do da velocidade com relagédo ao tempo € a aceleracgo: a(¢) = v'(r) = s"(¢).Isso
ja foi discutido nas Secdes 2.7 e 2.8, mas agora que conhecemos as férmulas de derivacio, es-
tamos habilitados a resolver os problemas de velocidade mais facilmente.

[EETENEN A posicdo de uma particula é dada pela equagdo
s=f(H) =1t — 61>+ 9t

onde 7 é¢ medido em segundos e s, em metros.

(a) Encontre a velocidade no tempo ¢.

(b) Qual a velocidade depois de 2 s? E depois de 4 s?

(c) Quando a particula estd em repouso?

(d) Quando a particula estd se movendo para a frente (isto €, no sentido positivo)?

(e) Faca um diagrama para representar o movimento da particula.

(f) Encontre a distancia total percorrida pela particula durante os primeiros cinco segundos.
(g) Encontre a aceleracdo no tempo ¢ e depois de 4 s.

(h) Faga os gréficos das fungdes posicdo, velocidade e aceleragdo para0 < ¢ < 5.

(1) Quando a particula estd acelerando? Quando esta freando?

SOLUCAO
(a) A fung@o velocidade € a derivada da fung@o posicdo:

s=f()=1— 62+ 9t
ds

N=—=3"—12t+9
o(t) 0

(b) A velocidade depois de 2 s € a velocidade instantdnea quando ¢t = 2, ou seja,

v(2) = % = 322 — 12(2) + 9 = —3m/s

A velocidade depois de 4 s é
v(4) =34 — 124) + 9=9m/s

(c) A particula estd em repouso quando v(r) = 0, isto €,

32— 12t +9=3*—4r+3)=3t— 1)t —3)=0



e isso acontece quando ¢ = 1 ou ¢t = 3. Dessa forma, a particula estd em repouso apds 1 s e

depois de 3 s.

(d) A particula move-se no sentido positivo quando »(¢) > 0, ou seja

3t — 12t +9=3(t— 1)t —3)>0

Essa desigualdade é verdadeira quando ambos os fatores forem positivos (¢ > 3) ou quando am-
bos os fatores forem negativos (+ < 1). Assim, a particula move-se no sentido positivo nos in-
tervalos de tempo ¢ < 1 e t > 3. Move-se para trds (no sentido negativo) quando 1 < ¢ < 3.
(e) Usando as informacdes da parte (d), fazemos um esquema ilustrativo na Figura 2 do mo-
vimento da particula, que volta e depois torna a avancar ao longo da reta (eixo s).
(f) Por causa do que aprendemos nas partes (d) e (e), precisamos calcular separadamente a dis-
tancia percorrida durante os intervalos de tempo [0, 1], [1, 3] e [3, 5] separadamente.

A distincia percorrida no primeiro segundo é

|f(1) = f(0)|=]4-0|=4m

De t = 1 at = 3 a distancia percorrida é

[fB) —f()[=]0~4[=4m

De t = 3 at = 5 adistancia percorrida é

17(5) = F3)| =20 = 0] =20 m

A distancia total é 4 + 4 + 20 = 28 m.
(g) A aceleragdo € a derivada da fung@o velocidade:

d* dv
H=—F=—"=06f—12
a9 dt*  dt

a(4) = 6(4) — 12 = 12 m/s?

(h) A Figura 3 mostra os graficos de s, v e a.

(i) A particula acelera quando a velocidade € positiva e crescente (v e a sdo ambas positivas)
e, também, quando a velocidade € negativa e decrescente (v € a sdo ambas negativas). Em ou-
tras palavras, a particula aumenta a velocidade quando a velocidade e a aceleragdo tém o
mesmo sinal. (A particula é empurrada na mesma dire¢cdo em que estd se movendo.) Da Fi-
gura 3 vemos que isso ocorre quando 1 < ¢ < 2 e quando ¢ > 3. A particula esta reduzindo
velocidade quando v e a t€m sinais opostos, ou seja, quando 0 < ¢ < 1 e quando 2 < ¢ < 3.
A Figura 4 resume o movimento da particula.

FIGURA 4

T U

54 N
D f
para frente para tras para frente

4 4 4 4
1 1 1 1

- e
freia acelera freia acelera
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t=3

s=0

t=0 t=1
s=0 s=4
FIGURA 2

—12

FIGURA 3

Em Module 3.7 vocé pode ver uma
animacao da Figura 4 com uma expressao
para s que vocé mesmo pode escolher.
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FIGURA 6

@I Se uma barra ou pedaco de fio forem homogéneos, entdo sua densidade linear
serd uniforme e estaré definida como a massa por unidade de comprimento (p = m/[) medida
em quilogramas por metro. Suponha, contudo, que a barra nio seja homogénea, mas que sua
massa, medida a partir da extremidade esquerda até um ponto x, seja m = f(x), conforme
mostrado na Figura 5.

\ ’ |
| X \
[ I I ]

FIGURA 5 Esta parte da barra tem massa f(x).

A massa da parte da barra que estd situada entre x = x; ¢ x = x, é dada por
Am = f(x2) — f(x1); logo, a densidade média daquela parte da barra é

Am  f(r) ~ fx)

X X2 — X1

densidade média =

Se fizermos Ax — 0 (ou seja, x» — x;), estaremos computando a densidade média em inter-
valos cada vez menores. A densidade linear p em x, é o limite dessas densidades médias
quando Ax — 0; ou seja, a densidade linear é a taxa de variagdo da massa em relacéo ao com-
primento. Simbolicamente,

. Am dm
= lim —=—
e Ax dx

Assim, a densidade linear da barra é a derivada da massa em relagdo ao comprimento.

Por exemplo, se m = f(x) = \/; ,onde x ¢ medida em metros e m em quilogramas, entdo
a densidade média da parte da barradadapor 1 s x < 12¢

Am _ f(12) - f(1) _ VT2 —1

~ 048k
Ax 12-1 02 g/m
enquanto a densidade exatamente em x = 1 ¢
dm ! 050 kg —
= - =0, m
7 dx et 2V | £

[EETI0E] Uma corrente existe sempre que cargas elétricas se movem. A Figura 6 ilustra
parte de um fio e elétrons movimentando-se através de uma superficie plana sombreada em

@: vermelho. Se AQ € a quantidade de carga liquida que passa através dessa superficie durante
um periodo de tempo At¢, entdo a corrente média durante esse intervalo de tempo é definida
como

(1 AO O — O
corrente média = — = ———
At h—h

Se fizermos o limite dessa corrente média sobre intervalos de tempo cada vez menores, ob-
teremos o que denominamos corrente / em um dado tempo #:

AQ 40
I= lm —=—
Ar—0 At dt
Assim, a corrente ¢ a taxa na qual a carga flui através de uma superficie. E medida em uni-
dades de carga por unidade de tempo (frequentemente coulombs por segundo, chamados am-
peres). |



A velocidade, densidade e corrente ndo sdo as tnicas taxas importantes na fisica. Sao in-
clusas também a poténcia (a taxa segundo a qual um trabalho é realizado), a taxa do fluxo de
calor, o gradiente da temperatura (a taxa de variacdo da temperatura em relacio a posi¢do) e
a taxa de decaimento radioativo de uma substancia na fisica nuclear.

I Quimica

G0N Uma reagdo quimica resulta na formagio de uma ou mais substincias (conheci-
das como produtos) a partir de um ou mais materiais iniciais (ditos reagentes). Por exemplo,
a “equacdo”

2H2 + 02—> 2H2O

indica que duas moléculas de hidrogénio e uma molécula de oxigénio formam duas molécu-
las de 4gua. Consideremos a reacio

A+B—>C

onde A e B sdo reagentes e C é o produto. A concentracao de um reagente A é o niimero de
mols (1 mol = 6,022 X 10* moléculas) por litro e ¢ denotada por [A]. A concentragdo varia
durante a reagfo, logo [A], [B] e [C] sdo funcdes do tempo (7). A taxa média da reagdo do pro-
duto C sobre um intervalode tempo t;, < t < 1, é

ALC] _ [C]@) ~ [C)n)

At Lh — 4

Mas os quimicos estdo mais interessados na taxa de reacao instanténea, obtida fazendo-se
o limite da taxa de reagdo média quando o intervalo de tempo Af tende a O:

taxa de reacdo = lim M = M
¢ Aar—0 At dt

Uma vez que a concentragdo do produto aumenta quando a reagdo avanga, a derivada d[C]/dt
serd positiva. (Voc€ pode ver intuitivamente que a inclinacdo da reta tangente ao grafico de
uma funcio crescente € positiva.) Assim, a taxa de reag¢do de C € positiva. A concentragdo de
reagentes, entretanto, decresce durante a rea¢fo; logo, para tornar as taxas de reacio de Ae B
niimeros positivos, colocamos sinais de menos na frente das derivadas d[A]/dt e d[B]/dt. Uma
vez que [A] e [B] decrescem na mesma taxa que [C] aumenta, temos

dicl  dA] _ d[B]
dt  dt  dt

taxa de reagcdo =

Mais geralmente, o resultado € que para uma reagdo da forma

aA + bB—cC + dD
temos

_ld[A]__ld[B]_ld[C]_ld[D]
a dt b dt c dt d dt

A taxa de reacdo pode ser determinada graficamente. Em alguns casos podemos usar a taxa
de reagdo para achar férmulas explicitas para as concentracdes como fungdes do tempo que
nos permitem calcular a taxa de reacdo (veja o Exercicio 24). |

[EEENE Uma das quantidades de interesse na termodindmica é a compressibilidade. Se
uma dada substincia ¢ mantida a uma temperatura constante, entdo seu volume V depende de
sua pressdo P. Podemos considerar a taxa de variagdo de volume em relag@o a pressdo, isto €,
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a derivada dV/dP. A medida que P aumenta, V diminui, logo, dV/dP < 0. A compressibili-
dade ¢ definida introduzindo-se o sinal negativo e dividindo essa derivada pelo volume V:

1 dv
compressibilidade isotérmica = B = VP

Assim, 8 mede qudo rdpido, por unidade de volume, o volume de uma substancia decresce
quando a pressdo sobre ela cresce, a uma temperatura constante.

Por exemplo, o volume V (em metros ctibicos) de uma amostra do ar a 25 °C estd relacionado
com a pressdo P (em quilopascals) pela equacio

53
V=—
P

A taxa de varia¢do de V em relacdo a P quando P = 50 kPa é

avl _ 53
dP | p=so P? P=50
53 5
= ———— = —0,00212 m’/kPa
2.500
A compressibilidade naquela pressao é
1 dv 0,00212

=-———| =—{"—=002(m’kPa)/m’ _—

B= Y ap ™ 55 (m’/kPa)/m

50

N Biologia

IEEEINN Sejan = £(¢) o niimero de individuos numa populagio animal ou de plantas num
tempo f. A variagdo no tamanho da populacdo entre os tempos t=1 e t=1 €
An = f(;) — f(t1), e entdo a taxa média de crescimento durante o periodo de tempo

Hh<sts=né

. . An  f(t) — f()

taxa média de crescimento = — = —————

At HL— 1t

A taxa de crescimento instantineo ¢é obtida dessa taxa média de crescimento fazendo-se o
periodo de tempo At tender a 0:

. . An dn
taxa de crescimento = lim — = —
A—0 At dt

Estritamente falando, isso ndo é muito preciso, pois o grafico real de uma func¢io de popula-
¢do n = f(r) seria uma fung¢do escada, que é descontinua sempre que ocorre um nascimento
ou morte e, portanto, ndo seria derivavel. Contudo, para uma grande populag@o animal ou ve-
getal, podemos substituir o grafico por uma curva aproximante lisa, como na Figura 7.
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FIGURA 7

Uma curva aproximante lisa 0 !
de uma fungdo crescimento

Para ser mais especifico, considere uma populacio de bactérias em um meio nutriente ho-
mogéneo. Suponha que tomando amostras da populacdo em certos intervalos, determina-se que
ela duplica a cada hora. Se a populacio inicial for n, e o tempo for medido em horas, entdo

f(1) =2£(0) = 2ny
@) =2f(1) = 2°no
fB3) =2f(2) = 2°no

Eye of Science/Photo Researchers

e,em geral,

A S,
f(t) 2'no As bactérias E. coli tém cerca de 2
micrémetros (m) de comprimento e 0,75
pm de largura. A imagem foi produzida
com escaneamento por microscépio de
elétrons.

A fungdo da populagio é n = ny2'.
Na Sec¢do 3.4 mostramos que

T (@)=a'lna

Portanto, a taxa de crescimento da populacdo de bactérias no tempo ¢ é

dn d
— = (12) = n2'In 2
@ (n92") = ne2' In

Por exemplo, suponha que comecemos com uma populagdo inicial de ny = 100 bactérias. En-
tao, a taxa de crescimento depois de 4 horas é

dn

=100-2'ln2 =1.600In2 = 1.109
dt =4

Isso quer dizer que, depois de 4 horas, a populacdo de bactérias estd crescendo a uma taxa de
cerca de 1.109 bactérias por hora.

[EEINFA Considerando o fluxo de sangue através de um vaso sanguineo, como uma veia
ou artéria, podemos modelar a forma do vaso sanguineo por um tubo cilindrico de raio R e
comprimento /, conforme ilustrado na Figura 8.

\ _IR =,
_y R I e e S—
FIGURA 8 7 =%
Fluxo de sangue em uma artéria } / }

Em razdo do atrito nas paredes do tubo, a velocidade v do sangue € maior ao longo do eixo
central e decresce a medida que r se distancia do eixo central, até que v torna-se 0 